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UKŁADÓW DYNAMICZNYCH

Streszczenie. W artykule podano definicję regularnej 
sterowalności oraz warunki konieczne i wystarczające regu­
larnej sterowalności liniowych stacjonarnych układów dyna­
micznych. Przedstawiono także pewne topologiczne własności 
układów dynamicznych regularnie sterowalnych.

Pojęcie regularnej sterowalności jest szeroko wykorzystywane przy o- 
kreślaniu warunków koniecznych i wystarczających regularności zagadnień 
optymalizacyjnych, a tym samym ich jednoznaczności [l].W związku z tyra wy­
daje się celowe podanie pewnych topologicznych własności regularnie stero­
walnych liniowych stacjonarnych układów dynamicznych, a także sprecyzowa­
nie warunków przydatnych w badaniu regularnej sterowalności.

Niech będzie dany liniowy stacjonarny układ dynamiczny o równaniu sta­
nu postacis

gdzie A(nxnj, B(nxmj, są macierzami o stałych elementach 
x(t) e Rn, u(t) eR®
u(*j€U klasa funkcji przedziałami ciągłych, 

przy czym

1. Wstęp

x(ti = Ax(tj + Bu(t), d i

(2J
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Definicja 1. Układ (1) jest regularnie sterowalny, jeśli każdy z ukła­
dów:

x(t> = Ax( t ) + bjU^itJ

x(t) = Ax(tj + bpUp(tj (.3)

x(t) - Ax( t ) +

jest całkowicie sterowalny.
W oparciu o definicję 1 oraz na podstawie znanych twierdzeń dotyczą­

cych. całkowitej sterowalności liniowych stacjonarnych układów dynamicz­
nych W ,  można podać następujący warunek konieczny i wystarczający regu­
larnej sterowalności [ij :

Twierdzenie 1. Układ (1) jest regularnie sterowalny wtedy i tylko wte­
dy, gdy dla każdego p » 1 ,2,...,m zachodzi:

det Wn - det I" b i Ab j A^b i... i An- ]iT/l * 0. (4)P L P i P i  Pi i *PJ

Oczywiście każdy układ regularnie sterowalny jest całkowicie sterowal­
ny, natomiast-stwierdzenie odwrotne jest fałszywe, to znaczy nie każdy u-
kład całkowicie sterowalny jest regularnie sterowalny (patrz przykład 1 ,
3 i 5).

Wprowadzamy następujące oznaczenia:
i » 1,2,...,k (k<nj wartość własna macierzy A 

o krotności n̂ .
i » 1,2,..., k (k<nj indeks wartości własnej A ^

^(Aj wielomian charakterystyczny macierzy A.
V(Aj minimalny wielomian zerujący macierzy A.

Ponieważ regularna sterowalność jest niezmiennikiem liniowych nieoso- 
bliwych przekształceń [1] , więc zamiast ■ układu (ij można rozpatrywać rów­
noważny mu układ o równaniu:

ź(t) = Jz(t) + Gu(t), (5)

gdzie x(t) = Tz(tj, T(nxn) macierz nieosobliwa J = T 1 AT, J kano­
niczna forma* Jordana macierzy A.

G » T-1 B.
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Macierz J można przedstawić w postaci:

U  0

L_~J

¡Jk!

(6)

gdzie Ji i = 1,2,...,k blok Jordana o wymiarze (n^Kn^), odpowiadający 
wartości własnej
Blok Jordana J^ jest postaci:

rf— i
¿141.

ii, j LiJJ.

f e l i

i»1,2,...,k, (7)

gdzie j i = 1,2,...,k j = 1,2,...,0̂  klatka Jordana o wymiarze 
(P>ijx
cXj_ ilość klatek Jordana odpowiadających wartości własnej

Jii =
h  1. i » 1 ,2 ,...,k 

j - 1 , 2 .... 0̂ .
(8)

"V
Wymiar |2>̂j klatki Jordana Ĵ j spełnia nierówność [6] następującą:

i = 1 , 2  k
*  0

j - 1 , 2  oCj. (9)

2. Regularna sterowalność liniowych stacjonarnych układów dynamicznych

Twierdzenie 2. Warunkiem koniecznym i wystarczającym,aby układ (1) był 
regularnie sterowalny, jest aby:

= Vi dla każdego i = 1 ,2,...,k (10)

oraz, żeby wiersze macierzy G odpowiadające ostatnim wierszom klatek Jor­
dana w macierzy J nie zawierały elementów zerowych.
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Dowód. Na mocy poprzednich uwag można zamiast układu (1) rozpatrywać 
równoważny mu układ (5). Wiadomo [2j , że warunkiem koniecznym i wystarcza­
jącym sterowalności układu (5 ), a tym samym układu (1 ), jest aby wiersze 
macierzy 0 odpowiadające ostatnim wierszom klatek Jordana macierzy J, 
były dla poszczególnych bloków Jordana liniowo niezależne.

Zgodnie z definicją 1 układ (5) jest regularnie sterowalny,jeśli dla 
każdego p = 1 ,2,...,m układy:

ż ( t )  = J z ( t )  + gpUpft)  (11)

są całkowicie sterowalne.
Stosując do układu (11) podane powyżej warunki sterowalności mamy: wa­

runkiem koniecznym i wystarczającym sterowalności układu (1 1 ) jest, aby 
każdy blok Jordana składał się tylko z jednej klatki Jordana oraz, żeby 
odpowiadające ostatnim wierszom tych klatek elementy wektora kolumnowego
gp były różne od zera. Ponieważ ma to zachodzić dla każdego p=1,2.....
więc wiersze macierzy G odpowiadające ostatnim wierszom klatek Jordana 
w macierzy J nie mogą zawierać elementów zerowych.
Wiadomo [6], że jeżeli każdy blok Jordana składa się wyłącznie z jednej 
klatki Jordana, to wówczas zachodzi równość:

f (X)  =V(X) .  (12)

Opierając się na definicji indeksu wartości własnej i biorąc pod uwagę 
równość (1 2 ) otrzymujemy:

<q “ ^i dla każdeg0 i = 1 ,2,...,k, (13)

co kończy dowód twierdzenia
c. b. d. o.

Wniosek 1. Jeżeli macierz A posiada wyłącznie pojedyncze wartości 
własne, to warunkiem koniecznym i wystarczającym regularnej sterowalności 
jkłsdu (1) jest, aby macierz G nie zawierała elementów zerowych.

Dowód. Jeżeli macierz A posiada wyłącznie pojedyncze wartości własne 
to wówczas:

f { \ )  s V ( W  (14)

oraz zachodzi równość:

Tj, a Vi = 1 dla każdego i = 1,2,...,n, (15)
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Macierz J jest w tym przypadku macierzą diagonalną, a każdy element 
na przekątnej głównej jest jednowymiarowym blokiem Jordana. Stąd na podsta­
wie twierdzenia 2 otrzymujemy, że warunkiem koniecznym i wystarczającym 
regularnej sterowalności układu (1) jest, aby macierz G nie zawierała 
elementów zerowych.

c. b. d. o.

3. Topologiczne własności liniowych stacjonarnych układów dynamicznych 
regularnie sterowalnych

Niech ^^(R) będzie zbiorem wszystkich macierzy o wymiarach (nxm), i 
elementach należących do ciała R. Każdą macierz typu (nxm) można inter­
pretować jako wektor w przestrzeni Rnm, którego składowymi są elementy 
macierzy ustawione w ciąg według dowolnie obranego porządku.Jeżeli w zbio­
rze wprowadzimy topologię określoną przez normę,to przestrzeń to­
pologiczna M^tR) będzie horaeomorficzna z przestrzenią Rnm.

Rozważmy układ dynamiczny o równaniu stanu postaci:

x(t) = Ax(t) + bu(t), (16)

gdzie
A(nxn) macierz o stałych elementach, 
b(nxl) wektor o stałych elementach.

W oparciu o znane twierdzenia topologiczne [53, w pracy [3] podano nastę­
pujące twierdzenie charakteryzujące własności układu (1 6J:

Twierdzenie 3. Jeżeli układ (163 jest sterowalny, to istnieją otocze­
nia V macierzy A oraz Q wektora b, takie że dla każdej macierzy 
AyCy oraz dla każdego wektora bqeQi układ:

x(t) - Ayx( t) + bqu(t) fl7>

jest sterowalny.
Biorąc pod uwagę twierdzenie 3 oraz pewne twierdzenia z dziedziny topo­

logii można sformułować twierdzenie i wnioski dotyczące topologicznych 
własności regularnie sterowalnych liniowych stacjonarnych układów dynamicz­
nych.
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Twierdzenie 4. Jeżeli układ (1) jest regularnie sterowalny, to istnie­
je otoczenie V macierzy A oraz Q macierzy B takie, ie dla każdej
macierzy AyeV oraz każdej macierzy BqeQ, układ:

x(t) » A^ft) + Bqu(t) (18)

jeat regularnie sterowalny.

Dowód. Jeżeli układ (1) jest regularnie sterowalny, to na mocy defini­
cji 1 , twierdzenie 3 zachodzi dla każdego układu postaci (3).
Si ech ■ V^,V2 ,...,V^,*.., Vm oraz , Q2,.. *, Qp,..., Qjq o znaczaJ ą wynika—
jące z tezy twierdzenia 3, odpowiednie otoczenia macierzy A i wektorów 
b1,b2 »...,bp,...,bm dla układów postaci (3).
Otoczenia V oraz Q określone przez relacje:

V - vi o v£ n ... n vp n ... n vm (19)

Q = Q1 XQ2 x... xQp X ... XQB (20)

spełniają wszystkie wymagania zawarte w tezie twierdzenia.Zatem istnienie 
odpowiednich otoczeń zostało wykazane.

c. b. d. o.

Wniosek 2. Jeżeli macierz A jest nieosobliwa, to otoczenie V może 
być tak wybrane, żeby zawierało jedynie macierze nieosobliwe.

Dowód. Hiech VQ będzie dowolnym otoczeniem macierzy A spełniającym
tezę twierdzenia 4. Ponieważ zbiór macierzy nieosobliwych M p(R)0 jest 

2 n
zbiorem otwartym w Rn , więc otoczenie V postaci:

V - V n U  „(R) (21)
n

zawiera Jedynie macierze nieosobliwe.
c. b. d. o.

Wniosek 3. Jeżeli układ (1) jest regularnie sterowalny oraz macierz A 
Jest ustalona, to istnieje otoczenie Q macierzy B w przestrzeni R11™ 
mające kształt stożka obrotowego o wierzchołku w zerze, którego osią Jest 
półprosta wychodząca z zera i przechodząca przez punkt reprezentujący ma­
cierz B.
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Dowód. Jeżeli układ f 1 J jest regularnie sterowalny, to również układs

x(t) o Ax(t) + rBu(t), (22)

gdzie
r - dowolna liczba rzeczywista różna od zera. 

jest regularnie sterowalny.
Stąd każdy punkt przestrzeni R0111 leżący na prostej przechodzącej przez 
zero i punkt określony macierzą B, (za wyjątkiem punktu zero) reprezentu­
je sobą macierz rB, dla której układ (22) jest regularnie sterowalny. Na 
mocy twierdzenia 4 oraz podstawowych własności otoczeń w przestrzeniach 
metrycznych [5] otrzymujemy tezę wniosku 3.

c. b. d. o.

Wniosek 4. Jeżeli macierz A jest ustalona, to zbiór wszystkich macie­
rzy B, dla których układ (1) jest regularnie sterowalny,jest zbiorem ot­
wartym w przestrzeni Rnm, natomiast zbiór wszystkich macierzy B,dla któ­
rych układ (1) nie jest regularnie sterowalny, jest zbiorem jednospójnym 
i domkniętym w przestrzeni Rnm.

Dowód. Pakt, że zbiór wszystkich macierzy B, dla których układ (1) jest 
regularnie sterowalny, jest zbiorem otwartym w przestrzeni R ™  'wynika na­
tychmiast z twierdzenia 4 oraz z definicji zbioru otwartego [5] . Oczywi­
ście wówczas zbiór wszystkich macierzy B, dla których układ (1) nie jest 
regularnie sterowalny, jako dopełnienie zbioru otwartego, musi być zbio­
rem domkniętym w przestrzeni Rnm. Jednospójność tego zbioru wynika z fak­
tu, że jeżeli dla pewnej macierzy B układ (1), nie jest regularnie ste­
rowalny, to także dla każdej macierzy leżącej na prostej przechodzącej 
przez zero i punkt reprezentujący macierz B w przestrzeni Rnm,układ (1) 
nie jest regularnie sterowalny.

4. Przykłady 
1) Niech:

* -  \l

*  - [> h  . [ ? ? ; ?  ’ ? ]

" i  ■ N ib i ]  ■ [? ? ? ]

*2 "  [ b2|Ab2] = ( i

c. b. d. o.

(23)

rz W = 2

rz W1 = 2

rz W2 = 1.
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Układ o macierzach (23) jest sterowalny, ale nie jest regularnie 
sterowalny.

2) Hiech:
r 1 -3 -2 P 4 5]
-2 -1 1 B = 0 0 0

L 8 -7 -7 b 5 8

m ) = (X + 2)2 (X + 3)

\  - 2 n1 - 2 x2 = 3 n2 " 1
¥(X) = ( X + 2)2 (X + 3) 1̂ = 2 v2 = 1

p  1 11 r-i 2 li
T = 0 - 1 0 T_1 = ° -1 0

h 3 L 2 -1 -ij

J = T-1 AT 3
r °

o o"i 
- 2  1 G = T"1 PB » 0

1
0 310

L° 0 -2J b 3 2

Ponieważ są spełnione założenia twierdzenia 2, więc, układ o macierzach
(24) jest regularnie sterowalny, co można sprawdzić obliczając rzędy od­
powiednich macierzy sterowalności:

W2 -

h i Ab..¡Ab,

P -7 18 ]
P -1 4 rz W = 3
b -11 28 J 1
[4 -6 9l
P -3 12 rz W„ = 3
b -3 -6j 2

[5 -11 271
P -2 8 rz W, ° 3 •Ls -16 38J 3

Układ o macierzach (24) jest regularnie sterowalny. 

3) Niech«
r  1 -3 -21 r 7 5 31A « -2 “1 1 B - -3 -1 "2
L8 -7 -7j Li 4 9 8J

<P(X) - (X + 2)2 (X + 3)
X̂ = 2 n1 - 2 Xg = 3 n2 = 1

V(X) = (X + 2)2 (X + 3) V1 = 2 v2 = 1

(25)
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f-3 0 0]
0 = T-1B = \]

2 1
J  = T_1AT = 0 -2 1 1 2

LO 0 -2j U 2 0

Ponieważ nie aą spełnione założenia twierdzenia 2, więc układ o macierzach
(25) nie jest regularnie sterowalny, co można sprawdzić obliczając rzędy 
odpowiednich macierzy sterowalnościj

V1 = [b1 jAb1 ¡ ^ 1] “ 

v2 = [b2j.i Ab2 i A b̂2j

|t>3 | Ab3 j A2b

r 7 -12 211- 3 3 0 rz
14 -22 30j

r 5 -10 22]
- 1 0 4 rzL 9 - 1 6 32j

r 3 -7 17]-2 4 -8 rzL 8 -18 42j
2 .

Układ o macierzach (25) nie jest regularnie sterowalny, ale jest oczywi­
ście sterowalny.

4) lliech:
r-9 1 5 ]  p  o 3]
-6 -1 4 B = 3 3 0
L-8 1 4  L2 "2 śj

(26)

= ( A + i j ( \ + 2 ) (A  + 3)

1 ni - 1 A, = 2 n2 = 1 Aj =

+<<II 1 J( X + 2 ) ( A + 3)

= 1 T~II7
?
1 V3 = 1

r  2 1 1] -1 0 1'
1  2 1 T 1 = -2  1 1

L3 1 i j 5 -1 -3

J = T-1AT =
0

- 2
0'
0 G = T-1B =

' 1
3

_o
1

1"
-2

.  0 0 - 3 -4 3 3
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Ponieważ aą spełnione założenia wniosku 1, więc układ o macierzach (26} 
jest regularnie aterowalny, co można sprawdzić obliczając rzędy odpov/ied- 
nich macierzy sterowalnosci:

rz W.| = 3r 1 ' P i p 4 -221
*1 "  [

b. ¡Ab | A b. = 3 -1 -111 i ' i >J L2 3 -21J

’ 2 • k K  |* S ]  ■ [ j  1 ]

»3 - [b, !Ab, | A j] ■ [o |]

Układ o macierzach (26} jest regularnie sterowalny. 

5} Niech:

rz Wg

rz *> 3.

r-9 1 iiA “ I -6 -1 4
L-6 1 4J

(\+ 1 }(\ + «r\+«<OJ

\1 - 1 n̂  = 1 /»2 * 2

v(X} - (X + + + 3)

V1 “ 1 v2 - 1 v3 . 1

P 0 317 3 °
Lć -2  4J

B = 7 3 O (27}

[2 1 o
T"1 -

f-1 0 11
1 2 1 -2 1 1b 1 ij L 5 -1 -3j

T-1AT =
r-i o oi
0 -2 O

L o  O -3j
T"1B

f i  1  - f i
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Ponieważ nie aą spełnione założenia wniosku 1,więc układ o macierzach. (27) 
nie jest regularnie sterowalny, co można sprawdzić obliczając rzędy od­
powiednich macierzy sterowalnoscij

Układ o macierzach (27) nie jest regularnie sterowalny, ale jest oczywi­
ście sterowalny.
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P E ryJIflPH A H  yiIPA B jlilEK O CTb jBíHEÍIHUX CTAhJlOHAFHUX 
JÜ1HAKH4EC14LX Ol.UTEM

P e 3 n u e

B c i a T t e  npejcTUBJieHo hokhthc peryJiapHoü ynpasjiaeuocTsi, h HecCxoxüMuc 
H flocTaTovKwe ycjioBza peryjiapHoti ynpaBJiaeuccTa amhożhkx CTauHOHapHfcuc jim— 
HaunvtęcKKX CMCTeM, npexroxeHo sexoTopue TorioJsoriwecKne csoiicTBa suHauzueo- 
KKX CKCTew peryJiapKo y npan^aeuux .
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REGULAR CONTROLLABILITY LINEAR TIME-INVARIANT 
DYNAMICAL SYSTEMS

S u m m a r y

In this paper the definition regular controllability and neceasary and 
sufficient conditions for regular controllability linear time invariant 
dynamical systems are given. Some topological properties of regular con­
trollability linear dynamical systems are presented.


