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REGULARNA STEROWALHOSC LINIOWYCH STACJONARNYCH
UKLADOW DYNAMICZNYCH

Streszczenie. W artykule podano definicje regularnej
sterowalnosci oraz warunki konieczne i wystarczajace regu-
larnej sterowalnosci liniowych stacjonarnych ukdadéw dyna-
micznych. Przedstawiono takze pewne topologiczne wikasnosci
ukdadéw dynamicznych regularnie sterowalnych.

1. Wstep

Pojecie regularnej sterowalnosci jest szeroko wykorzystywane przy o-
kreslaniu warunkéw koniecznych i wystarczajacych regularnosci zagadnien
optymalizacyjnych, a tym samym ich jednoznacznosci [I].W zwigzku z tyra wy-
daje sie celowe podanie pewnych topologicznych wkasnosci regularnie stero-
walnych liniowych stacjonarnych ukdfadéw dynamicznych, a takze sprecyzowa-
nie warunkéw przydatnych w badaniu regularnej sterowalnosci.

Niech bedzie dany liniowy stacjonarny ukdad dynamiczny o réwnaniu sta-
nu postacis

x(ti = Ax(tj + Bu(b), di

gdzie A(nxnj, B(hxmj, sa macierzami o stalych elementach
x(t) eRn, u(t) eR®
u(*j€U klasa funkcji przedziatami ciaghych,
przy czym
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Definicja 1. Ukdad (1) jest regularnie sterowalny, jesli kazdy z ukta-
dow:

x(t> = Ax(t) + bjuritd
x(t) = Ax(tj + bpUp(tj (:3)

X(t) - Ax(t) +

Jest catkowicie sterowalny.

W oparciu o definicje | oraz na podstawie znanych twierdzen dotycza-
cych. catkowitej sterowalnosci liniowych stacjonarnych ukdadow dynamicz-
nych W, mozna poda¢ nastepujacy warunek konieczny i wystarczajacy regu-
larnej sterowalnosci [ij :

Twierdzenie 1. Uktad (1) jest regularnie sterowalny wtedy i tylko wte-
dy, gdy dla kazdego p » 1,2,...,m zachodzi:

et g - Gt [ B0t B 0. @

Oczywiscie kazdy ukdad regularnie sterowalny jest catkowicie sterowal-
ny, natomiast-stwierdzenie odwrotne jest falszywe, toznaczy nie kazdy u-
ktad catkowicie sterowalny jest regularnie sterowalny (patrz przykdad 1,
31 5).

Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:

i»1,2,...,k (k<nj wartos¢ wkasna macierzy A
o krotnosci M.

i» 1,2,..., k (k<nj indeks wartosci wkasnej A"
~(AJ wielomian charakterystyczny macierzy A.
V(Aj minimalny wielomian zerujacy macierzy A.

Poniewaz regularna sterowalno$¢ jest niezmiennikiem liniowych nieoso-
bliwych przeksztatcenn [1] , wiec zamiast mukdadu (ij mozna rozpatrywa¢ réw-
nowazny mu ukdad o rownaniu:

z2(t) = Jz(t) + Gu(o), )

gdzie x(t) = Tz(tj, T(nxn) macierz nieosobliwa J =T 1 AT, J kano-
niczna forma* Jordana macierzy A.

G » T-1 B.
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Macierz J mozna przedstawi¢ w postaci:

L~ ®

Mg

gdzie Ji i =1,2,...,k blok Jordana o wymiarze (n"Kn"), odpowiadajacy
wartosci whasnej

Blok Jordana J* jest postaci:

=i
(141,
i»1,2,...,k, (@

lid

feli

gdzie J 1 =1,2,...,k Jj=1,2,...,00 klatka Jordana o wymiarze

oq 1los¢ klatek Jordana odpowiadajacych wartosci wkasnej

i»1,2,...,k
Jii = J-L2....0M

IIV

Wymiar ¥y klatki Jordana J%j speknia nieréwnos¢ [6] nastepujaca:

i=1,2 K j-1.2 oCj. ©

2. Regularna sterowalnos¢ liniowych stacjonarnych ukdadow dynamicznych

Twierdzenie 2. Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym,aby ukdad (1) byt
regularnie sterowalny, jest aby:

= Vi dla kazdego i =1,2,...,k (10)

oraz, zeby wiersze macierzy G odpowiadajace ostatnim wierszom klatek Jor-
dana w macierzy J nie zawieraty elementow zerowych.
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Dowod. Na mocy poprzednich uwag mozna zamiast ukdadu (1) rozpatrywac
réwnowazny mu ukdad (5). Wiadomo [2j , ze warunkiem koniecznym i wystarcza-
jJacym sterowalnosci ukdadu (6), a tym samym ukdadu (1), Jest aby wiersze
macierzy O odpowiadajace ostatnim wierszom klatek Jordana macierzy J,
bydy dla poszczegdlnych blokéw Jordana liniowo niezalezne.

Zgodnie z definicja 1 ukdad (5) jest regularnie sterowalny,jesli dla
kazdego p = 1,2,...,m ukkady:

z(t) =Jz(t) + gpUpft) (11)

sg catkowicie sterowalne.

Stosujac do ukdadu (11) podane powyzej warunki sterowalnosci mamy: wa-
runkiem koniecznym i wystarczajacym sterowalnosci ukdadu (11) jest, aby
kazdy blok Jordana skfadat sie tylko z jednej klatki Jordana oraz, zeby
odpowiadajace ostatnim wierszom tych klatek elementy wektora kolumnowego
gp bydly rézne od zera. Poniewaz ma to zachodzi¢ dla kazdego p=1,2.....
wiec wiersze macierzy G odpowiadajace ostatnim wierszom klatek Jordana
w macierzy J nie mogg zawiera¢ elementow zerowych.

Wiadomo [6], ze jezeli kazdy blok Jordana sktada sie wykacznie 2z jednej
klatki Jordana, to wéwczas zachodzi réwnoseé:

f(X) =V(X). (12)

Opierajac sie na definicji indeksu wartosci wkasnej i biorgc pod uwage
rownos¢ (12) otrzymujemy:

Qg “Ai dla kazdeg0 i =1,2,....k, 13)

co koriczy dowdd twierdzenia
c.b.d.o.

Wniosek 1. Jezeli macierz A posiada wykacznie pojedyncze wartosci
wlhasne, to warunkiem koniecznym i1 wystarczajacym regularnej sterowalnosci
Jki#sdu (1) jest, aby macierz G nie zawierakta elementéw zerowych.

Dowéd. Jezeli macierz A posiada wykacznie pojedyncze wartosci whkasne
to wéwczas:

f{\) sV(W (14)

oraz zachodzi réwnoscé:

T, aVvVi =1 dla kazdego 11 = 1,2,...,n, (¢15))
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Macierz J jest w tym przypadku macierzg diagonalng, a kazdy element
na przekatnej glownej jest jednowymiarowym blokiem Jordana. Stad na podsta-
wie twierdzenia 2 otrzymujemy, ze warunkiem koniecznym i wystarczajgcym
regularnej sterowalnosci uktadu (1) jest, aby macierz G nie zawierata
elementéw zerowych.

c.b.d.o.

3. Topologiczne wkasnosci liniowych stacjonarnych ukdadéw dynamicznych
regularnie sterowalnych

Niech ~~(R) bedzie zbiorem wszystkich macierzy o wymiarach (nxm), i
elementach nalezacych do ciata R. Kazda macierz typu (nxm) mozna inter-
pretowa¢ jako wektor w przestrzeni Rnm, ktérego skkadowymi sg elementy
macierzy ustawione w cigg wedfug dowolnie obranego porzadku.Jezeli w zbio-
rze wprowadzimy topologie okreslong przez norme,to przestrzen to-
pologiczna M~tR) bedzie horaeomorficzna z przestrzenig Rnm.

Rozwazmy ukd#ad dynamiczny o réwnaniu stanu postaci:

x(t) = Ax(t) + bu(d), €}

gdzie
A(nxn) macierz o stakych elementach,
b(nxl) wektor o stakych elementach.

W oparciu o znane twierdzenia topologiczne [53, w pracy [3] podano naste-
pujace twierdzenie charakteryzujgce wkasnosci ukdadu (16J:

Twierdzenie 3. Jezeli ukkad (163 jest sterowalny, to istniejg otocze-
nia V macierzy A oraz Q wektora b, takie ze dla kazdej macierzy
AyCy oraz dla kazdego wektora bgeQi uklad:

x(t) - Ayx(t) + baqu(t) 17>

jest sterowalny.

Bioragc pod uwage twierdzenie 3 oraz pewne twierdzenia z dziedziny topo-
logii mozna sformutowa¢ twierdzenie i wnioski dotyczace topologicznych
whasnosci regularnie sterowalnych liniowych stacjonarnych ukdadéw dynamicz-
nych.
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Twierdzenied4. Jezeli ukdad (1) jest regularnie sterowalny, to istnie-
je otoczenieV macierzy A oraz Q macierzy B takie, iedla kazdej
macierzy AyeV oraz kazdej macierzy BgeQ, ukdad:

x(t) » ANMFt) + Bqu(b) (¢15))
jJeat regularnie sterowalny.

Dowod. Jezeli uktad (1) jest regularnie sterowalny, to na mocy defini-
cji 1, twierdzenie 3 zachodzi dla kazdego ukkadu postaci (3).
Siechm VA V2,...,VM*..,Vn oraz ,Q2,..%,0p,---,Qq oznaczalg wynika—
jace z tezy twierdzenia 3, odpowiednie otoczenia macierzy A i1 wektorow
bl,b2»...,bp,...,bm dla ukkadéw postaci (3).
Otoczenia V oraz Q okreslone przez relacje:

V- VvioVvEn ...nvpn ... nvm (€L°))

Q= QL XQ2 x... xQpX ... XQB 0

spedniajg wszystkie wymagania zawarte w tezie twierdzenia.Zatem istnienie
odpowiednich otoczen zostato wykazane.

c.b.d.o.

Wniosek 2. Jezeli macierz A jest nieosobliwa, to otoczenie V  moze
by¢ tak wybrane, zeby zawierato jedynie macierze nieosobliwe.

Dowoéd. Hiech VQ bedzie dowolnym otoczeniem macierzy A spedniajacym
teze twierdzenia 4. P(Z)niewai zbiér macierzy nieosobliwych M p(R)0 jest
n

zbiorem otwartym w Rn , wiec otoczenie V postaci:

V -V nUu ,Q® D
n

zawiera Jedynie macierze nieosobliwe.

c.b.d.o.

Wniosek 3. Jezeli ukdad (1) jest regularnie sterowalny oraz macierz A
Jest ustalona, to istnieje otoczenie Q macierzy B w przestrzeni RII'
majgce ksztakt stozka obrotowego o wierzchotku w zerze, ktérego osiag Jest
podprosta wychodzaca z zera i1 przechodzaca przez punkt reprezentujacy ma-
cierz B.
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Dowod. Jezeli uktad f1J jest regularnie sterowalny, to réwniez ukdads
x(t) o Ax(t) + rBu(b), (¢2)

gdzie

r - dowolna liczba rzeczywista rézna od zera.
jest regularnie sterowalny.
Stad kazdy punkt przestrzeni ROl lezacy na prostej przechodzacej przez
zero i punkt okreslony macierza B, (za wyjatkiem punktu zero) reprezentu-
je sobg macierz rB, dla ktérej ukdtad (22) jest regularnie sterowalny. Na
mocy twierdzenia 4 oraz podstawowych wkasnosSci otoczen w przestrzeniach
metrycznych [5] otrzymujemy teze wniosku 3.

c.b.d.o.

Wniosek 4. Jezeli macierz A jest ustalona, to zbidr wszystkich macie-
rzy B, dla ktérych ukkad (1) jest regularnie sterowalny,jest zbiorem ot-
wartym w przestrzeni Rnm, natomiast zbidér wszystkich macierzy B,dla kto-
rych ukkad (1) nie jest regularnie sterowalny, jest zbiorem jednospojnym
i domknietym w przestrzeni Rnm.

Dowod. Pakt, ze zbidér wszystkich macierzy B, dla ktérych ukdad (D jest
regularnie sterowalny, jest zbiorem otwartym w przestrzeni R™ “wynika na-
tychmiast z twierdzenia 4 oraz z definicji zbioru otwartego [5] .-Oczywi-
Scie wowczas zbidr wszystkich macierzy B, dla ktérych ukkad (1) nie jest
regularnie sterowalny, jako dopeknienie zbioru otwartego, musi by¢ zbio-
rem domknietym w przestrzeni Rnm. JednospOjnos¢ tego zbioru wynika z fak-
tu, ze jezeli dla pewnej macierzy B ukdtad (1), nie jest regularnie ste-
rowalny, to takze dla kazdej macierzy lezacej na prostej przechodzacej
przez zero i punkt reprezentujacy macierz B w przestrzeni Rnm,ukdad Q)
nie jest regularnie sterowalny.

c.b.d.o.
4. Przykikady
1) Niech:
-\ @
* _ [>h .[?2?2:;? 7] rzws=2
"i m N ibi]m [? ?7] rzwi=2
rz W2 = 1.

*2 " [b2]Ab2]= (i
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Uk#ad o macierzach (23) jest sterowalny, ale nie jest regularnie
sterowalny.
2) Hiech:
-3 -2 4
ry 33 s-H3od
Ls -7 -7 b 5 s

3

(X+2)2 X+ 3)
nl - 2 X2 =3 m "1
(X+2)2 (X+3) M =2 V2 =

#H —
1
I ™~

(X)

T1=" o

—
1]
55
oo'l“n—\
op
HI—W\.)

o Oi e
J=T1 A3 rLoo ?O —%J G—T].B»B)éal

2

Poniewaz sa spednione zatozenia twierdzenia 2, wiec, ukdtad o macierzach
(24) jest regularnie sterowalny, co mozna sprawdzi¢ obliczajac rzedy od-
powiednich macierzy sterowalnosci:

g A A) e

g Eg 3! rzw, =3

w2 - .161' 2

5 -1 271 .
h /#0140 T G T
Ukkad o macierzach (24) jest regularnie sterowalny.

3) Niech«
rd -3 -21
A « - ‘@

r 5 3
R @

KX - (X+2)2 (X+3)
X =2 nl - 2 )@23 n2 =1

2 V2=1

V) = (X+2)2 (X+3) M
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- o @ 2 1
J = T_1AT = % -2 1 0 =T-1B = \J 1 2
LO 0 _2j 2 0

Poniewaz nie ag spelnione zatozenia twierdzenia 2, wiec ukdad o macierzach
(25) nie jest regularnie sterowalny, co mozna sprawdzi¢ obliczajac rzedy
odpowiednich macierzy sterowalnoscij

rg -12 261
— = - T 3 rz
VL= b1ybli 711 % 3 25 a5
10 22
_ - r
V2 = [02 a2 vz L-lz 18 B rz
7 1
papo3jpy 1D rz 2.
L& -18 4

Uk#ad o macierzach (25) nie jest regularnie sterowalny, ale jest oczywi-
Scie sterowalny.

4) lliech:
9 15 o 3
-6 -1 ]4 B="3 3 0] (26)
L-8 1 4 2 "2 §j
=(A+ ij(\+ 2)(A +23)
1 ni -1 A, =2 n2 =1 AJ =
= A+ 1I(X+2)(A+23)
=1 :) =7 V3:1
2 1 1 10 1
| Ti= 2 1 1
L3 1 jj 5 -1 -3
0o o 1 o 1
J = T-1AT = -2 0 G =T-1B = 3 1 -2
0 0 -3 -4 3 3
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Poniewaz ag spednione zatozenia wniosku 1, wiec ukkad o macierzach (26}
Jjest regularnie aterowalny, co mozna sprawdzi¢ obliczajac rzedy odpov/ied-
nich macierzy sterowalnosci:

' i 4 -221
b, I, Ko, = % a4 rzwl =3
«1 v [T1i =) b 3 o1
s ek K [*S] w[j 1] rz Vg

B-bW[A] mo ] rz 3

Uk¥ad o macierzach (26} jest regularnie sterowalny.
5} Niech:

acf® 4B s B 9 @n
L-6 1 4] Lé -2 4]

\1-1 m =1 f2 > 2
vQOX}F - (X + + + 3)
V1“1 v2 -1 v3 . 1
2 1 o f-1 0 1
b 2 1 ™- 2 1 1
1 ij L5 -1 -3j
r-i o oi
T-1AT = 0 -2 0 T"1B
Lo o _3j [ 1 -fi
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Poniewaz nie ag speinione zatozenia wniosku 1,wiec ukdad o macierzach. (27)
nie jest regularnie sterowalny, co mozna sprawdzi¢ obliczajac rzedy od-
powiednich macierzy sterowalnoscij

Ukdad o macierzach (27) nie jest regularnie sterowalny, ale jest oczywi-
Scie sterowalny.
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PEryJIfIPHAH YilPABJIIIEKOCTb jBiHEIIHUX CTAhJIOHAFHUX
JUIHAKH4EC14LX OILUTEM

Pe3nue

B ciaTte npejcTUBJieHo hokhthc peryliapHol ynpasjiaeuocTsi, h HecCxoxiMuc
H flocTaTovKwe ycjioBza peryjiapHoti ynpaBliaeuccTa amhozhkx CTauHOHapHfcuc jim—
HaunvtecKKX CMCTeM, npexroxeHo sexoTopue TorioJsoriwecKne csoiicTBa suHauzueo-
KKX CKCTew peryJiapKo ynpan”™aeuux.
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REGULAR CONTROLLABILITY LINEAR TIME-INVARIANT
DYNAMICAL SYSTEMS

Summary

In this paper the definition regular controllability and neceasary and
sufficient conditions for regular controllability linear time invariant
dynamical systems are given. Some topological properties of regular con-
trollability linear dynamical systems are presented.



