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O WLASCIWOSCIACH DYNAMICZNYCH
PROSTEGO MECHANIZMU ELEKTROMAGNETYCZNEGO

Streszczenie. Wyprowadzono réwnania opisujgce stan réwnowagi dyna-
micznej prostego mechanizmu elektromagnetycznego przy matych przy-
rostach zmiennej wejsciowej. Obliczono funkcje przejsScia przetwor-
nika, zbadano stabilnos¢ punktéw pracy oraz okreslono charakter je-
go odpowiedzi na wymuszenie skokowe. Podano przykdad liczbowy ilu-
strujacy wyprowadzone zaleznosci -

Obiektem, ktérego wkasciwosci dynamiczne chcemy bada¢, jest mecha-
nizm elektromagnetyczny zwany potocznie elektromagnesem (dalej - EM);
W szerokiej klasie elektromechanicznych przetwornikéw energii jest to
niewgtpliwie przetwornik najprostszy. Prostota urzadzenia nie uprasz-
cza jednak zachodzacych w nim zjawisk. Badajac wkasciwosci EM natra-
fiamy na wszystkie osobliwosci i1 trudnosci charakterystyczne dla elek-
tromechanicznego przetwarzania energii w ogéle. Zadanie nasze mozna
wiec potraktowa¢ ogllniej: jako przykkad badania dynamiki samego pro-

cesu elektromechanicznego przetwarzania energii.

1. Zatozenia wstepne

Zakbzmy, zo rozpatrywany przetwornik posiada nastepujace cechy ogol-
ne (por. rys. la):

1, Obwod magnetyczny przetwornika sktada sie z czeSci  nieruchomej

(Jarzmo) 1 ruchomej (rdzen wciggany), ktére rozdzielone sg szczen

ling o stalym przekroju s i zmiennej dkugosci -X-
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Rys. 1. Elektromagnes z rdzeniem wcigganym

2. Jarzmo i rdzen wykonane sg z materiatu ferromagnetycznego, kto-
rego reluktancje mozna pominac.

3. Srodowisko, w ktérym zamyka sie strumiei magnetyczny jest jako
catos¢ nieliniowe ale bezhisterezowe. Zjawisko rozproszenia stru-
mienia nie wystepuje.

4. Uzwojenie wzbudzenia przetwornika o liczbie zwojow z i rezystan-
cji R zasilane jest napieciowo.

5. Rdzen o masie m, obcigzony sidg zewnetrzng fz, moze sie poru-
sza€ ruchem postepowym prostoliniowym. Ddugos¢ szczelin d jest
stata. Polozenie poczatkowe rdzenia okresla szczelina § . Rucho-
wi rdzenia przeciwdziaka sprezyna o sztywnosci K oraz thumik o
wspotczynniku thumienia D. Mechaniczne efekty nieliniowe nie

wystepuja.

Whasciwosci dynamiczne przetwornika o cechach ogélnych jak wyzej ba
da¢ bedziemy przyjmujac, ze zmienng wejsciowg jest napiecie u dopro-
wadzone do uzwojenia wzbudzenia, a zmienng wyjsciowg - podozenie Xx

rdzenia (rys, 1b),

2. Rownania wy.lsciowe EM

Opis matematyczny rozpatrywanego przetwornika wyprowadzi¢ mozna badz

z zasady wariacyjnej Hamiltona i wywodzacych sie z niej rownan Eule-
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ra-Lagrange®a (por. np. jjfj, i"SIB |[6J), badz z tzw. podstawowych praw
fizyki takich jak prawo zachowania energii, zasada d*Alemberta, prawa
Kirchhoffa (por. np. rowniez "6j). Niezaleznie od wybranej metody
réwnania opisujace stan rownowagi dynamicznej EM  doprowadzi¢ mozna

do postaci nastepujacej:

u=Rl+e
0)
gdzie
ae ¥ 2
3W*(1,X) ,
n » OALN\>(1, x )di. ()

(0}

W wyrazeniach powyzszych liniozwoje V uzwojenia wzbudzenia przedsta-
wiono w postaci funkcji dwoéch zmiennych V (i,xX) przy czym, zgodnie z

zatozeniem 3, zaleznos¢ ta jest nieliniowa ale bezhisterezowa (rys.2a).

Rys.® 2. Charakterystyka obwodu magnetycznego EM

a) nieliniowegoj b) liniowego
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Pozostate oznaczenia: i1 - prad w uzwojeniu wzbudzenia, e - napiecie wy,
indukowane w euzwojeniu wzbudzenia, ¥ - sida pochodzenia elektrycznego
dziatajaca na rdzen, W - koenergia Sagnetyczna.

Podstawiajac do réwnan (i) wyrazenia (), (3) otrzymujemy nastepu-
Jaca koncowg postac¢ réownan wyjsciowych EM:

> @
P 2

dx V(A,x) di-fs =Rx: + D] | +m"™-]

Dla takiego ukdadu réwnan rozwigzania x = f(u) w postaci zamknietej

uzyska¢ nie mozna.

3» Ilnearyzacja obwodu magnetycznego EM

Zakozmy, ze Srodowisko, w ktérym zamyka sie strumien magnetyczny "
wzbudzony przez prad i ptynacy w uzwojeniu wzbudzenia EM Jjest 1 i-
niowe (rysc2b), to znaczy, ze liniozwoje ¥ uzwojenia wzbudze-
nia

V-V(x) - 100 1, G)

gdzie (por. rys. la oraz zatozenia 1, 2, 4):
LX), z22YTT ~ x n

- indukcyjnos6 wkasna uzwojenia wzbudzenia.

Wtedy

| @)
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Uwzgledniajac wyrazenia (7) i (8) w réwnaniach (i) otrzymujemys

> (9)

1~ ai(x)
> X fZ OEt+D

Jak wida¢, rownania opisujace stan réwnowagi dynamicznej Eli o li-
niowym obwodzie magnetycznym sg w dalnzym ciggunielinio-
w e. Jest to charakterystyczna cecha wszystkich elektromechanicznych

przetwornikéw energii.

4. Praca EM przy makych przyrostach zmiennej wejsSciowej

A. Dokonamy linearyzacji réwnan wyjsciowych (@) EM dla matego przy-
rostu zmiennej wejsciowej Au wzgledem wartosci tej zmiennej u™ w sta-
nie ustalonym.

Dla u=u_+Au bedzie 1 =1 +Al, X <x_ +Ax oraz f » f_+

o] o] o z zo
+Afz, przy czym Au, Ail,AXx, AfZ - mate przyrosty dowolnie zmienne w
czasie, u, (g X fZO - wartosci zmiennych w stanie ustalonym.
Réwnania wyjsciowe dla stanu ustalonego EMprzyj-

mujg teraz postac¢ nastepujaca«

10)
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gdzie
' N
feo [f<:q(:x 4 . ]~3<:oc
o (o]
17 \ n 03 7.0\
m tATTITT (,1)
W wyrazeniach(10) i (1i) oznacza potozenie rdzenia w stanie

ustalonym (potozenie rownowagi). Oczywiste Jest, ze x» = 0 gdy

(fzo + Kx) oraz 6(«5 gdy f6< (f 20" Kx)w catym przedziale zmian
potozenia z. Z punktu widzenia wkasciwosci dynamicznych EH te przy-
padki nie sg interesujace2™\ W dalszym ciagu poszukiwa¢ chcemy odpo-
wiedzi A x przetwornika na wymuszenie Au wzgledem potozenia réwno-
wagi 0O< & « Potozenie to mozna wyznaczy¢ dla konkretnego EM roz-
wigzujac wzgledem x  ukdad rownan (10) i (11), sprowadzony do naste-

pujacego rownania stopnia trzeciegos
x0 (a+$-xo0XR + -FL (d+6-%x0)2 *4 22 %-- 12

Graficzng interpretacje rownania (12) przedstawia rys, 3, na ktorym
wykreslono zgodnie z réwnaniami (10) i (11) charakterystyki statyczne
EM

a) dla uql, przy ktérym w przedziale 0< xq< & istnieja dwa
potozenia réwnowagi rdzenia: xq” oraz xoBj
h) dla uo2> przy ktérym w tym samym przedziale xfl istnieje

Jedno potozenie réwnowagi rdzenia: X”c.

tatwo zauwazy¢, ze ug2 Jest wartoscig graniczng napiecia uqg, powyzej

ktorej xq * & niezaleznie od uo. W tym miejscu mozna tez stwisr-

cisle rzecz biorgc badanie wkasciwosci dynamicznych EM w tych przy
padkach moze mie¢ tylko jeden cel: wyznaczenie czasu zadziakania lub
czasu zwalniania elektromagnesu (por, i”2j)-
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dzi¢ - na razie intuicyjnie - ze potozenia 0< Xo< XoL (p, xOA) sa
potozeniami stabilnymi, natomiast potozenia 6 > Xo> X, (p- Xow)
sg potozeniami niestabilnymi.

Rys. 3. Charakterystyki statyczne EM

B. Z kolei wyprowadzimy réwnania wyjsciowe dla s tanu nie-
ustalonego EM, wywotanego przez maty przyrost aniennej wej-
Sciowej Au dla dowolnego potozenia rownowagi 0< xo< 6 .

Podstawiajgc zmienno u, i, X, fZ do rownan () otrzymujemy?

u +Au =R (I +Ai) + e

I
f - (Ff. +AfF )=K X +AX) +D ~+ m ~ 7
€ 20 dt dt2
gdzie
e = ft [L(x0 +Ax) (io +Ai)] as
, dl(x +AXx)

'8'2 0 - % = — (15)
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przy czym na podstawie rozwiniecia funkcji 1(x) oraz dL(X)/dx w sze-

reg Taylora wokéd punktu x » X

XnX_

N o +Ax) ~ dIX)I d2L(x) Ax
dx A dx I]xzoco + L dx2  x=x ’

gdzie 1q - [1 ()]

X»X
Wobec powyzszego:
dAx
X=X dt
N K M - # 1
o dx Nel _)%«X
Oznaczajac
€0
XWX X«X
1 jzfeCr)] . d_{'% J2]dI(x) o
2 °L dx2J diir " -
X«X XX XX
# ] ~% * - h

3WC.

(16)

an

as)

a9

(o)

(21)

(22)
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wyrazenia na e, f© przepisa¢ mozemy w postaci nastepujacej:

e = L0 ! i Ko 3 3

f af + S Ax + K At. 24)
e eo o} o

Poszukiwane réwnania dla maktych przyrostéw zmiennych u, i, X, fZ o-
trzymujemy podstawiajac wyrazenia (23) i (24) do réwnan (13) i odejmu-
Jac stronami od uzyskanego wyniku réwnania (10). Rezultat jest naste-

pujacy:

)

KoAi -Afz - (K-S JAi +D +m~nFf
dt

Jak wida¢, sa to rownania rozniczkowe liniowe o stalych  wspédczynni-
kach, Zak¥adajac, ze zmienne Au, A1, AX, AfZ posiadaja transfor-*
matory weddug Laplace’a, réwnania (25) przedstawimy w nastepujacej po-
staci operatorowej:

Au(p) = R+ plo)Ai(p) + pKQA x(p)

€s)

KQAI(p) -Afz(p) = [(K - Sq) + pD + p2njnx(p)

Na podstawie rownan (26) narysowa¢ mozna schemat blokowy rozpatry-
wanego przetwornika w postaci jak na rys, 4, Schemat blokowy pozwala z
kolei obliczy¢ operatorowg funkcje przejscia EM  zdefiniowang jako
K() =Ax(p)/Au(p) przy A fZ =0, Wynik koncowy jest nastepujacy:
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Rys, 4. Schemat blokowy EM

gdzie
ay = 0L m
a. = L D+ Rm
1 ,° , , (28)
a2 - (HD+YT)+ Lo (K- So)
R (K-S ).
C. Wyrazenie (27) obowigzuje dla dowolnego pod#ozenia réwnowagi

0< xo< ~ _ Interesuje nas przypadek, w ktorym istniejg dwa takie po-
+ozenia (por, rys, 3), Zbadamy, ktdére z nich jest potozeniem stabilnym.

Réwnanie (27) mozna przepisa¢ w postaci nastepujacej:

K

AX(P) = — =-mmmmmmmmes Aup) - (29
aQP + a” + agP + a

Zgodnie z kryterium Hurwitza [1 ] tak zapisana odpowiedz przetwornika
bedzie stabilna, gdy wszystkie wspédczynniki mianownika (29) av~> 0
oraz a-Ja2 ~ ala3 » Biorac pod uwage wyrazenia (28) stwierdzamy, ze
nieréwnosci powyzsze zachodza, gdy

So <-K, G0

co oznacza, ze nachylenie stycznej do krzywej TFA(X)w punkcie X = xq
powinno by¢ mniejsze od nachylenia prostej fZo + Kx. Zatem na rys. 3

wszystkie potozenia rownowagi O <Cxo< X (- xOA.) sg potozeniami

oo
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stabilnymi, natomiast wszystkie potozenia 6 > xo> xdC (np, XoOB)

potozeniami niestabilnymi.

D. Znajomos¢ funkcji przejscia EM pozwala obliczy¢ odpowiedZz AXx
na wymuszenie skokowe Au =AU_I(t). Zadanie takie posiada duze zna-
czenie praktyczne. Badajac ta droga wphyw parametrow  konstrukcyjnych
EM na przebieg Ax w stanie nieustalonym mozna np. stara¢ sie okre-
Sli¢ wielkosci tych parametrow/ optymalne z uwagi na poza-
dang posta¢ odpowiedzi. W takim przypadku pewnych wskazéwek co do lie-
runku postepowania dostarcza metoda Wyszniegradskiego badania ukdadow
trzeciego rzedu, wedtug ktérej wyznacza sie charakter odpowiedzi ukta-

du bez wyliczania pierwiastkow rownania charakterystycznego (por. np.

[1]) - Metode Wyszniegradskiego wykorzystano w ponizszym przykdfadzie ob
liczeniowym.

Przyk¥ad

Mechanizm elektromagnetyczny omawiany wyzej posiada nastepujgace da-
ne (por. rys. 1); u =12V, zo0 150, R =1,20,, S =4 mm* d=0,1
mm, s =4cm2, m=0,3 kg, K = 85,10 N/m. Pomijajac thumienie ru-
chu rdzenia (d = 0) oraz zakladajac, ze sida zewnetrzna fZ =0 wy-
znaczy¢ wszystkie mozliwe potozenia réwnowagi rdzenia, zbada¢ ktére z
tych potozen jest potozeniem stabilnym oraz okresli¢ charakter odpo-
wiedzi przetvromika na wymuszenie skokowe.

Rozwigzanie

1. Potozenie rdzenia v stanie ustalonym wyznaczymy na podstawie réw-
nania (12), ktore dla fz = 0 oraz xq w milimetrach przepisa¢ mozna

w postaci
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Po podstawieniu danych liczbowych otrzymujemy
0 @1-V 2-1 «<[2>2°52 10é§'itc.10'4'1(5’
* - 1Cr

skad po uporzadkowaniu
i? - 8,2 x2+ 16,8 xQ - 6,7 » O.

Réwnanie powyzsze posiada trzy pierwiastki rzeczywiste, ktérych warto-

ScCi S i 7 i i * = =
Sci okreslajg potozenie rdzenia« xOI » 5,23 m, x02 0,51 mm, x03

** 2,45 mn. Dwa z nich sg mozliwe fizycznie« x02 oraz x03. Potozenie

(

Xxo0l> 6 *
2, Potozenie rdzenia jest stabilne, gdy Sq < K, gdzie [por. wzo-

ry 2)i (1jjs
~2 eV

m_pAhfr-1 "(@ez) (. jTT?"
X«XO (0]

Podstawiajac do powyzszego dane liczbowe otrzymujemy

a) dla potozenia xg2 » 0,51 mm

S = (10.150)2 . 1007t 4 t1 *, 20,3 .107<85 . 103
02 4,1 - 0,51°P = 10
b) dla potozenia xg” = 2,45 mm
s * (10.150)2 . Aflj-IP 7 > j <1° ~=251. 103 >85 . 103-.

03 4,1 - 2,45? 10-9

Wynika z powyzszego, ze xQg2 jest potozeniem stabilrym rdzenia.

3. Charakter odpowiedzi A x przetwornika wzgledem podozenia sta-
bilnego. Xg2 “ 0*51 mm na wymuszenie skokowe wyznaczymy postugujac sie
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wykresem Wyszniegradskiego [jI], przedstawionym na rys. 5a. Potozenie
punktu na wykresie okreslajg wspotrzedne

» B
ol

3
A ao °3 Nao a3

gdzie aQ, an, a2, a® - wspokczynniki mianownika funkcji przejscia K()
badanego ukdadu trzeciego rzedu, w naszym przypadku wyrazone wzorami

(28).

Obszar | >»«m Obszar |

Obszar I _*JL Cbszar | YV»~-
3m

Obszar | Obszarl

Obszar 17 Obszar 17 1tA™ ©

o) o)

Rys. 5. Metoda Wyszniegradskiego

a) Tifykes Wyszniegradskiego, b) Potozenie pierwiastkow na plaszczyznie
Gaussa, 0) charakter odpowiedzi uk#adu

Poniewaz
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T 2__4V5

=z — «as0? (AT 107 -4 - 104 g qp G230

4+ *° (4,1 - 0,51) . 10-3

I1s. g _.Aiz,a, i,2. 8’765%’

[0} u
(0]

R
wiec [por, wzory (28)J
aQ =Lgm=3,14 . 10"3 . 0,3 =0,9492 . 10-3 H kg

»Rm»1,2 , 0,3 “ 0,36 S kg

a2 " *o + Lok "V "™ 8,762 + 3,14 * 1°~3 " "8 " 20,3™ * 103

» 280 (j)
a3 - R(K - SQ) » 1,2 . (85 - 20,3) . 103 = 77,6 . 103" ,

wobec czego

->1(0,942 . 10"3) . 77,6 . 103"

280 - 1,533.
~0,942 . 10“3 . (77,6 . 103"

Ha wykresie Wyszniegradskiego punkt o wsp6drzednych A m 0,879, B m
* 1,533 lezy w obszarze U, co wskazuje, ze odpowiedz A x przetworni-
ka na wymuszenie skokowe bedzie miata charakter periodyczny niemonoto-
niczny (rys. 5c).

Istnieje mozliwos¢ poprawy wkasciwosci dynamicznych  przetwornika.

Mozna mianowicie przez dobor thumika tak powiekszy¢ wspétrzedne A, B
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by punkt na wykresie Wysznlegradskiego przenitést sie do obszaru I (od-

powiedz aperiodyczna). Niech np. D * 0,5 . 103 Ns/m. Wtedy

al «lg D+ a, - 3,14 . 10-3 . 0,5 . 103 + 0,36 « 1,93£2<kg

a2 -RD + a2 -1,2 . 0,5 . 103 + 280 - 8380 (jJ) .,

wobec czego

A“ojtdm4,71 B w100 F?2.7m - 4-92-

Zgodnie z wykresem Wysznlegradskiego odpowiedz \ x bedzie teraz a-

periodyczna.
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0 fIKHAI&HECI<LiX CHOIiCT3AX JIPOGTOro 3JIEKTPOMATHUTHOTrC
«EXAHK 3MA

P e 3 nue

BuBe~eHH ypaBHeHHH sHHaMHUecKoro paBHOBecua HecjxoxHoro
DjieKTpouarHHTHoro MexaHH3Ma rjm mohhx H3MeHeHnNni i BXO.nHa.ii
b eJiK"iHHBi« PaccawTaHa nepesaTOMHaa epyHKituH. iipeodpaaaBaTelta.
HccjaeflOBaHa yc-roiiHHBocTb TaaeK paBHaBecua a TaKse onpe”e-
Jteati xapaKTepwCTHKH oTBeTa MexaHH3Ma Ha cxaHKoofipaaHoe bo
3MymeHneO UuBefleHHue 3aBHCHuocTn noKa3aHbi Ha HucjreHHou
npwMepeM.

ON THE PROPERTIES OP A SIMPLE ELECTROMAGNETIC DEVICE

Summary

In thin paper the equations describing dynamic equilibrium state of
a simple electromagnetic device at the gan"ll increment of input va-
riable are derived. The transfer function of this converter is calcu-
lated, stability of the operating point is examined and the character
of its response to a unit-etep eocoitation is determined. The exajgple

illustrating derived formulas is presented.



