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DOBOR OPTYMAINEGO CIAGU IDENTYFIKUJACEGO

Streszczenie. Przedmiotem artykudu jest dobdr ciggu sygnatdw steru-
jJacych, identyfikujacego wektor nieznanych parametrow 9 w modelu
obiektu opisanego liniowym réwnaniem réznicowym n-tego rzedu. Opty-
malizacja polega na doborze ciggu sterowan Amaksymalizujgcego alad
odwrotnosci macierzy kowariancji estymaty O ,przy ograniczeniu am-
plitudy sygnatéw sterujgcych. Podano rowniez metode estymacji wek-
tora 2. oraz prosty przykdad.

1. Wstep

W artykule przedstawiono metode doboru optymalnego ciagu identyfi-
kujacego dla modelu ukdadu opisanego liniowym rownaniem roéznicowym I
tego rzedu,-gdzie wyjscie ukdadu jest zakddcone niemierzalnym szumem o
znanych wlkasnosoiach statystycznych. Problem identyfikacji polega na
estymacji nieznanych parametrow ukdadu na podstawie odpowiednio wybra-
nych sygnatow sterujacych i mierzonych wyjsé ukdtadu dla skonczonej ilov
Sci.-krokéw N.

Optymalizacja polega na takim doborze sygnatéw sterujacych, aby u-
zyska¢ maksimum Sladu odwrotnosci macierzy kowariancji estymaty nie-
znanego wektora parametréw 8 . Rozpatruje sie tu przypadek nieznanych
lecz statych w procesie identyfikacji parametréw oblektu.Uzyskanie do-
kd+adnych wartosci parametrow jest niemozliwe ze wzgledu na niemterzal-
nos6 zakkocen i skonczong ilos¢ krokéw N.

Dotychczasowa literatura z tego zakresu jest bardzo skromna. w OD
rozpatrzono przypadek ukdadu ciggtego o nieznanych wzmocnieniach przy

ograniczeniu energii sygnatow sterujgcych. W artykule O J rozwaza sie
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problem wyboru sygnatéw sterujacych minimalizujgcych prawdopodobien-
stwo btednej decyzji dla przypadku gdzie mozliwe wartosci parametréw
oraz sterowan sg elementami zbioréw skonczonych. W jjTJ rozpatrzono za-
leznosé sSladu macierzy informacyjnej, wystepujacej w nierownosci Rao-
Cramera, od sygnatéw sterujacych} nie podano natomiast sposobu  kon-
strukcji estyaaty wektora nieznanych parametréow, takiej, zeby jej ma-
cierz kowariancji byta-zbiezna asymptotycznie do odwrotnosci macierzy
informacyjnej. RoOwniez model obiektu przedstawiony w tym artykule jest
stosunkowo prosty.

W niniejszej pracy rozwaza sie ukdad ogolniejszy niz w j*[Jprzy ogra
niczeniu amplitudowym na sterowania. Podano réwniez prosty przykdad i-
lustrujacy metode poréwnujac szybkos¢ zbieznosci estymaty z analogicz-

nym przykdadem z pracy |)()

2. Opia uk#adu oraz sformutowanie problemu

Rozpatrzmy model liniowego uk#adu opisanego rownaniem réznicowym li-

tego rzedu

O

-
1

=

N

k-1 kel

Wielkosci u oraz X sa skalarne, zas czas jest zdyskretyzowany. Po-
wyzszy model dyskretny zostat przyjety z myslg o sterowaniu impulsowym
badz cyfrowym.

Wektor parametroéw ukdadu

jest staty w procesie identyfikacji lecz nieznany.

Sygnat wyjsciowy jest mierzony dgcznie z addytywnym szumem

P i ©
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Ciag zaktocen jest ciagiem zakktocen wzajemnie niezaleznych,jed-

nakowo roztozonych o znanych wkasnosciach statystycznych

E(£1) -0 E(~) -FR2«ij. [0))

Réwnanie (i) mozna zapisa¢ w postaci wektorowo-macierzowej

Zyap PAZ T AUy
a)
X. « h z.
i i
gdzie _Z* jest n-wymiarowym wektorem stanu, takim, ze z™ » oraz
gdzie A, jd, h majag postac¢ [YJ:
_ _ e N B | -
~0 1 1
°© o0 1 T bi °
o - - d - N ) "al 1 b2 2"’ .
- - - O - « - -
0 ecce 1 - * 0 )
a " b
n an-1 **e at _-an-1 "an-2 1 .
®

Zatem macierz A ma postac¢ macierzy stowarzyszonej. Dla skonczonej i-
losci krokéw K réwnanie (i) da sie rowniez przedstawi¢ w nastepuja-
cej formie, przy zatozeniu zerowych warunkdéw poczgtkowych stanu (1o*

X 3" jj « 0) oraz sterowan (@U_1» u_2* eee» U-H “ °)
gdzie

T t
% * Cl,xz2x =V 4 M Vi ] (6)
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oraz

n n

aigli “¢Ljbi+l + hil»® n
i-1

gdzie macierz S jest macierzg przesuniecia (NxH), ktorej element

(k,1) rowny jest <& 1+1, zas macierz 1~ jJjest jednostkowa  (NxN).

Inng postacia zapisu dynamiki uktadu (i) jest posta¢ uwidaczniajaca

"bezposrednio wektor nieznanych parametréw O

% A (10)
oraz zapis wyjs¢ ukdadu
(8)
gdzie
m (~%ks ®
oraz
* (yl,y2,...,yN) - o)

Mozna pokaza¢ ~3» majac na uwadze (ib, 1c), ze wektor 0 jest jedno-
znacznie okreslony z danych i wtedy i tylko wtedy, jesli sa

spednione warunki >

2 2n
(b) nie wszystkie blt i1 - 1,2,...n, sa rowne zero
(c) sterowania u®, i » 0,1,...,N-2n, nie sg wszystkie réwne zero

(d) wielomiany a(z) 1 B(z) nie poeiadajag wspélnego dzielnika,
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gdzie A(2) » 1 -~ Jarz_i, b(z) -~ jbrz“~, tzn. ukdad posia-
11 i-1

da minimalng realizacje (rzad n).

Przy powyzszych zatozeniach oraz przy zadanej metodzie estymacji wek-
tora 6 praktycznym zadaniem ciggu identyfikujgcego bytoby spednienie
warunku

nrn e I g- 8 "2— min tr” 1)

2* %

przy ograniczeniu na sterowania

| c, 2)
A
gdzie T jest macierza kowariancji estymaty 6 wektora nieznanych pat
rametrow 8, zas Ejest operatorem usredniania statystycznego. Zna-
lezienie ciggu Ujj speiniajacego warunek (li) jest trudne i dlatego

cigg sterowan u” bedziemy wybiera¢ w ten sposob, aby zachodzito

min-— r-mar trVvil a3)

% N %

Cigg sterowan u” spedniajgcy ten warunek nazwiemy optymalnym ciggiem
identyfikujacym u".

Mozna pokaza¢, ze wskazniki tr V oraz - r sa w pewnym sensie
tr°F
réwnowazne.

Jesli bowiem macierz "V jest dodatnio okreslona, to jej $lad

trv = + ... +/2n 14)
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spednia warunek

0»>
gdzie AN, Ag,--.,,*” sa wartosciami wkasnymi macierzy VVtakimi,ze
jest najmniejsza, a A”H najwieksza wartoscig wkasna,
¢
Zatem sSlad trV~ spednia nieréwnosc¢
<7 >
Wniosek 1. Nierownosci (i5) i (16) wskazujag, 'ze Y9 oraz - — — da-
triF
zq do zera, jesli Ag” dazy do zera,
W pracy |~4j pokazano, ze jesli spedniony jest warunek
N Moy # HX >0 "
wtedy
tr limV - 0, a8)

H-co

tak wiec wszystkie wartosci wkasne macierzy 'V dazg do zera, zatem w

tym sensie wskazniki tr ®oraz - r sg réwnowazne.
tr?T
Zatozenia (@), (b)), (), (d), dla N-*-00 sa rownowazne warunkowi (.17)

co pokazano w praoy £41F

ffniosek 2, Z zaleznosci (i5) wynika, ze minimalizacja najwiekszej war-

tosci whkasnej ogranicza od gory trV,
Uwaga. Minimalizacja A~ jest mozliwa, lecz prowadzi do ktopotliwego

numerycznie zagadnienia programowania nieliniowego.

Stosowanymi metodami estymacji moga by¢j metoda najwiekszej wiarygod-
nosci lub jej algorytmy przyblizone (np. algorytmy Levina) lub metoda

najmniejszych kwadratow.
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3. Wyznaczanie ciagu optymalnego u”®

Zgodnie z liniowg teorig estymacji oraz majac na uwadze wyrazenia

(lo) i (8) mozna napisad [V]

19
Zgodnie z (Ib)t zauwazajgc, ze det A + 0 mamy
% m "il bv 0)
Wstawiajac (20) do (9) many
— N
Korzystajac z (21) mozna po wstawieniu do (19) napisac
U trvli -~ 1 fe)
gdzie
T« [(SAMBASAN) + ... +1jj+ STS+ ... + (S*"1)V~1].
Macierz .T jest dodatnio okreslona o statych wspédczynnikach,

tak Wiec4dla ustalonego C w ograniczeniu (12) istnieje taki oiag
ze trV osigga maksimum.
Dobor zgodnie z (13) jest wiec problemem programowania kwadrato-

wego przy niestandartowych ograniczeniach.

4. Przypadek macierzy A dowolnej

Rozwazmy przypadek gdy macierz A w réwnaniu (ia) jest dowolna.

Jesli chodzi o zbudowanie modelu, ktérego sygnatem wyjSciowym ma pozo-
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stac za$ sygnatem sterujgcym u”, to stosujac transformacje ka-
noniczng mozemy napisa¢ wyrazenie na nleosobliwg macierz przeksztatce-

nia kanonicznego I

h ~ 1
Niech
Zi - » A1
wtedy mozna pokazac¢, ze
Zi+1- +d \
*T
(23
gdzie
0 o]
0 1 . o
* -1
A . HAU. (e2))
an a™l
(25)

a*, ud, (26)
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Zatem macierz A ma znéw postaé macierzy stowarzyszoneje Majac ziden-
tyfikowane wspétczynniki macierzy A* tj. (@*...a*) mozna  znalez¢
wspotczynniki macierzy A rozwigzujac ukdad roéwnan algebraicznych, o-
golzrie nieliniowych, ktére oczywiscie mogg posiadac¢ wiele rozwigzan.

5» Praktyczny algorytm identyfikacji

Z réownania (22) wynika, ze optymalny cigag sterowarn identyfikujacych
jest funkcja nieznanego wektora parametréw O.
Praktyczny algorytm sterowania -jest wiec suboptymalny i wykorzystuje
kolejne estymaty ~ dla i1 « 1,2, ...,H do poprawy ciggu sterowan.
Suboptymalny ciag sterowan posiada pozadang wkasnos¢ asymptotycz-

ng, gdyz zachodzi
A
Twierdzenie; Jesli estymata 8”7 jest zbiezna dla H-woo, tzn. jesli

Ilim6=6 to limu. - u°) _ o.
“ i~ 1 1
Dowdd zbieznosci estymaty dla metody estymacji przedstawionej w roz-
dziale 6 niniejszej pracy mozna znalezé w £5], natomiast wynikajaca
stad duplikacja jest oczywista.
Zagadnienie programowania kwadratowego powstate jako maksymalizacja
wyrazenia (22) zalezy od znakéw parametrow 67 i - 1,2,...,2n,tak wiec,

jesli zachodzi dla kazdego 1 oraz j
a . .
(sign8~ - signfl ) » 0, Q@7

gdzie
im1l,2,...,2n J =1,2,...,N,

to prawdopodobnie

Zak¥o6cenia rownosci (27) nalezy sie spodziewaé¢ w przypadku wystgpienia
matych parametréw, tzn. gdy |8 I< 6, gdzie £ dowolnie mata liczba do-

datnia oraz dla matych j.
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Znak parametru mozna uznad za wiarygodny, jesli

max pi(ei)|>PO, \Y; (28)

gdzie 0,5<P,, <1 pewna ustalona stata, zas P, P.it"estymatory praw-
dopodobienstwa znaku + lub - parametru 6 w j-tym kroku. W przypadku
braku informacji poozatkowej o parametrach 0, stosujac podejscie mi-

nimaksowe estymatory P~ 1 PH' wyznaczy¢ mozna z zaleznosci

pj.-i s _ 4. 3-1,3....H, (29)

gdzie
J 7 krotnos¢ wystagpienia znaku + estymaty

_in krotnos¢ wystgpienia znaku - estymaty.

Zachodzi oozywiscie J » jr+ jM.

6. Metoda estymacji wektora 8

Przedstawiona ponizej metoda on-line estymacji wektora parametrcéw O

umozliwia praktyczne stosowani?Aalgorytmu sterowania, , w ktérym wyko-

rzystuje sie kolejne estymaty 87 do poprawy ciggu 4>\ Metoda ta o-
parta na przeksztatceniach ortogonalnych ogranicza konieczng pojem-
nos¢ maszyny cyfrowej oraz usprawnia algorytmizacje zwkaszcza dla du-
zych N in,

Wstawiajac (3) do (i) mamy

n n
2 Vi-k +X % ui-k " yi “~i* C30)
k=1 k=1
gdzie
li
Ni=2j ] HA-Kk T h 31 A
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Piszac réwnanie (30) macierzowo mamy
2*.

gdzie powstaje z zamieniajac na y”~.

Estymate 0 nalezy wybra¢ tak, aby zachodzito

min Q = mdny"jj
8 6

Réwnanie (32) mozna zapisa¢ w postaci

[>i-%][Ffj-2K

lIub w skrécie
De «2 N*

Stosujac transformacje ortogonalng many

1D -5 (Jfe2wl)

oraz
T1j,=V
Poniewaz
TTT=1,
to

%%,

43

G2

(33

04)

(35)

06J

@GN

(38)

(39
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Niech T bedzie typu

1
r .S i
T B . -
ij 1 40)
1 *
gdzie
724 32 511 1)

wtedy dowolny element macierzy D mozna wyzerowa¢ bez zmiany siany kwa-
dratow Q,

Dla k + i Ak 4 j zachodzi

Si " SlI» 2Kk *2k* “2)

gdzie 1 m 1, 2, 2ihd, zasdla k@i

dil “~il + sdjl* ~i " T\ + 87i

i dla k- j “3)

djl ' “@dil + 2900 - o+ N
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Wybierajagc r 1lob s tak, zeby

dai™ O

mamy zgodnie z (41)

Stosujac odpowiednio te przeksztatcenia mozna réwnanie (35) sprowadzié

do postaci

1,2w-1

2.2n Sowma

Sstymate 6 znajduje sie rozwigzujac réwnanie liniowa
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- aL , 2»J <«)
Natomiast
Snin “ d2n+l,2nt-1

Macierz D* jest trdojkatna, zatem rozwigzanie réwnania (45) jest bar-

dzo proste 1 ma postac

Whup s 2-2E
n *

’2n,2n
o2n-1 a 1 /.* [ *
6 “ np-1 " * 2n-1,2w-1 n 2n-1,2n"
2n~1,2n-1
49

& 2»-k 1 (& £2n-i.*

0 - 2n-k2m-1 ~zZ _ ifl d2n-k,2n-i"

2n-k,2n-k 1=0

Z chwilg nadejscia nowego pomiaru macierz w réwnaniu (44) ma wymiar
(1 )H)x(@n+l ), ale stosujac opisang transfozmacje moznawyzerowaé wszyst-
kie elementy tego nowego wiersza, co zmienia gorng macierz trdojkatna,

gromadzaca cata informacje o procesie.

7. Przykkad

Rozpatrzmy przykdad liniowego obiektu pierwszego rzedu

M o5 X1 + V

zatem wektor nieznanych parametrow jest
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tatwo pokazac¢, ze optymalny cigg sterowan, zgodnie z warunkiem maksy-

malizacji wyrazenia (22), ma postac

uf = C sign 0162 3.

Réwnanie wyjscia zgodnie z (3) jest

yk = xk + 7k~

gdzie

E(Ek) - O E(E2) = 0,1

Dla prébki o rozmiarze k *» 1,2,».«,5 uzyskano estymate

—0,864

0,929
natomiast dla prébki o rozmiarze k =1,2,,,,,10 estymate

-0,555

1,0°1

W pracy (6" tego rzedu dokdadnos¢ (odlegtos¢ od prawdziwej wartosci pa-
rametrow), przy identycznych zatozeniach co do szumu,uzyskano dla proéb-

ki o rozmiarze k «1,2,,..,50.

8, Wnioski

Przedstawiona powyzej metoda doboru ciagu sterowan identyfikujacych
nieznane parametry obiektu wydaje sie by¢ szczegdélnie przydatna tam,
gdzie czas identyfikacji jest ograniczony (nieduze li) oraz gdy mamy

pomiary zakdécone szumem o duzej dyspersji.
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9. Zakonczenie

Dziekuje Panu doo. drowi hab. R. Gesslngowl za pomoo naukowg 1 kry-
tyczne uwagi, dzieki ktorym unikngtem wielu btedéw w trakcie pisania

tej pracy.
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BUEOP ONTINMAIILHO11 fcfIEH THW HItyPyEM Ctfl
no CJIEHO3AT EJIbHOCTk

P e 3 jome

fl pa6OTe pacouaTpen Bonpoc BHRBopa nocjiesoBaTelibHoorH
ynpaBlieHHii, uaKCHMHanpyuneit cjiej; oRBpaTHolu ,njia KOBapnauHOH-
ho8 uaTpKuu oueHKH BeKTopa Hen3BecTHMX napaueTpoB Q 06-
teKTa, onHCHBaeuoro CKaliapHta* EHCjcpeTHLiu ypaBHeHneu a-acro
nopa”Ea apji jiauepeHHM blkodhhjc caraanoB c¢ ndMexaMH.

llpesCTaBlieH tuiropwTu cyéonTnuonbaoii aseaTjupH Kamw h

npHBeftea npocTol npnuep.
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OPTIMUM INPUT SELECTION FOR PARAMETER IDENTIFICATION

Summary

This paper examines the problem of selection a sequence of input
signals for parameter identification of a system described by n-th or-
der scalar difference equation with Gaussian additive noise on the ob-
servations of the output. The optimization problem is that of choosing
an identyfying sequence to maximize the trace of the inverse of cova-
riance matrix of the estimate of the vector of unknown parameters O,
subject to an amplitude constraint on the input signals. The on-line

suboptimal algorithm is proposed and a simple exas?>le is given.



