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ZASADA MAKSIKUM DLA PEWNEJ KLASY DYSKRETNYCH
PROCESOW STEROWANYCH KWANTOWO

Streszczenie. W pracy rozpatrzono zagadnienie wyznaczania sterowa-
nia optymalnego, dla pewnej klasy proceséw dyskretnych, przy zakto-
zeniu, ze zbiodr sterowan dopuszczalnych U jest zbiorem o skon-
czonej i1losci elementow w r-wymiarowej przestrzeni euklidesowej EN.
Pokazano, ze dla rozwigzania postawionego problemu korzystanie z
dyskretnej wersji zasady maksimum jest mozliwe 1 poprawne. Rozwaza-
nia zilustrowano prostym przykdadem liczbowym.

Wstep

Stosowanie metody programowania dynamicznego do optymalizacji wielo-
etapowych, wielowymiarowych proceséow sterowania prowadzi do znanych
trudnosci obliczeniowych zwigzanych z ograniczong pamiecig maszyn cy-
frowych. Trudnosci te daty impuls do poszukiwania nowych, matematycz-
nych metod optymalizacji procesow dyskretnych,

W latach szescédziesigtych powstato szereg prac, np.- [2*, (3j, CO,
rozszerzajacych zastosowanie zasady maksimum Pontriagina D3 na ukdady
opisywane réwnaniami réznicowymi. Przeprowadzone w nich dowody dyskre-
tnej zasady maksimum prowadzg do tzw. stabego sformutowania tej zasa-
dy, zgodnie z ktérym sterowanie optymalne u° jest punktem stacjonar-
nym hamiltonianu, jezeli u° jest punktem weY/netrznym zbioru U dopu-
szczalnych sterowan, natomiast w punkcie u° lezacym na granicy zbio-
ru U hamiltonian posiada maksimum lokalne.

Dov/ody te tracg swag waznos¢, jesli zbior U dopuszczalnych stero-
wan sklada sie z pojedynczych separoY/anych od siebie punktéw czyli gdy
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mamy do czynienia z procesami sterowanymi kwantowo, w ktérych poszcze-
g6lne skkadowe ir sterowania moga przyjmowa¢ tylko pewne  okreslone
wartosci (np. wielokrotnos¢ przyjetej wielkosci A ).

\[ tym przypadku korzystanie z dyskretnej wersji zasady maksimum mo-
ze prowadzi¢ do bledow.

YF artykule pokazano, ze dla pewnej klasy proceséw dyskretnych ste-
rowanych kwantowo korzystanie z zasady maksimum jest mozliwe i popraw-
ne.

Postawienie problemu

Rozpatrzymy wieloetapowy proces sterowania opisany nastepujacym u-
k#adem réwnan réznicowych

x(k+1 ) =<X(U(K).K) x(K) +4 )., k= 0,1,...,N1 D)

z warunkiem poczatkowym

x(0) o a, a.2
gdzie x(k) a &) ,----. ,-Xn(KJIT jest kolumnowym wektorem stanu,
okreslonym w n-uymiarowej przestrzeni euklidesowej na k-tym etgpde.

u(k) » (GO . LUp(K)JT  jest r-wymiarowym wektorem sterowan

okreslonym na etapie Kk,<X (u(k),k) macierzg o elementach(»”™(uCkJ.k)}
(iid a 1»»....*0, fi (u(k)) TFunkcja wektorowg o skkadowych /~(uCk)),
ee__ »/MNUCK)) .-

Zakkadamy, ze u(k) e UCE~ dla k=0,1....._. ,N-1, gdzie U jest
zbiorem o skonczonej ilosci elementéw w r-wymiarowej przestrzeni eu-
klidesowej FE», zwanych sterowaniami..

M charakterze wskaznika jakosci przyjeto wyrazenie

I =<c, x(n)>
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gdzie < r>oznacza iloczyn skalarny wektora "wagi' c FRExE Cn]T
i wektora stanu koricowogo ukdadu x () = (N), oo, xn(N)JT.

Zadanie 1. Wyznaczy¢ taki ciag sterujacy rju(k)j>u(k)€U, k = o, ...,
N-1, (N-zadane), ktory minimalizuje wskaznik jakosci (1.3) z uwzgled-
nieniem rownan stanu (1.1) jako wiezéw réznicowych oraz warunku po-
czatkowego (1.2).

Ciag sterowan rozwigzujacy zadanie 1 bedziemy nazywa¢ ciggiem opty-
malnym -Ju°(K)j-, a odpowiadajaca mu trajektorie, trajektorig optymal-
na. Trajektoria oczywiscie nie jest krzywag ciagla,lecz sekwencjg punk-
téw w przestrzeni euklidesowoj, X°.

Uwaga. Wyrazenie (1.3) mozna *atwo, korzystajac z zaleznosci (1.1)

przedstawi¢ w nastepujacej rownowaznej postaci

N-1
<c, x(n)>=<c,x(0) > + S/ I<c, (X-E)x(K) + b(u(k)> 1.4
k»0

gdzie E jest macierzg jednostkowa-

Dla warunku poczatkowego 0.2) wyrazenie <c,x(0) > jest wielkoscig
statg, niezalezng od przyjetego sterowania. Zadanie 1 nie ulegnie wiec
zmianie, jesli zamiast zaleznosci 0.3), minimalizowa¢ bedziemy wskaz-
nik

N-1
I m£[<«. (C-E)x(K) +iuK)JI- (1.5)
k>0

Analogicznie jak dla ukkaddéw ciggtych (0J rozpatrzmy n +iwymiaro-

wa przestrzen stanéw. X wprowadzajac dodatkowg wspodrzedng X5 zde-

Tirl”
finiowang

k-1
x0(K) = ~~] <0, («-E)x(i) ¥ M u(i|>] a 6)

=0
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Z zaleznosci (1.6) wynika, ze
xQ(k + 1) » XQ(K) +<c,(et-E) x(k) +/iuk)) >
xQ(@) » 0, xq(®) = 1. a.n

Stan, rozszerzonego o zmienna x(, procesu na k+l etapie opisuje te-
raz ukkad nkHl roéwnan réznicowych.

x(k+1) = #U(K), K) x(K) + 5 uK)), (1.8)

gdzie
x(k) » Gio&k), xT&K)]T, x() - [0.al]l

x(N) - @, xTMWIT,

i Mao» >~ Edn

~ruk),k) - 1

Znxn

Mnx1
@1 H)x(n+l )

cTh
&) = /i

-1 )x1.

Mozemy obecnie postawi¢ nastepujace zadanie réwnowazne zadaniu 1.

Zadanie 2. W przestrzeni Xn~] zmiennych xq, X1, ..., Xn dany jest
punkt poczatkowy x(0)-
W dopuszczalnym zbiorze ciagéw sterujacych <juj>, u(k)€U, k = o
N-1, dla ktdrych trajektoria ukdadu (I»8) z warunkiem poczgtko-
wym x(0) osiaga na N-tym etapie stan x (), nalezy wyznaczy¢ taki,
dla ktdérego wektor x (h) posiada najmniejsza skktadowg xq@ )-
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Trajektoria ukdadu (1.8) jest sekwencja punktéw w przestrzeni

W

2. Sformutowanie warunku optymalnoscl ciggu ~(kil

Oznaczmy przez H (z, X, u, k) nastepujacy iloczyn skalarny

H(E,X,u,K) -<z(k+1 ), x(k+l)>-<z(k+1 ), dWEK),k) x(K) + <S(u(k))\

(2.1)

i niech wektor Zz(k+1) =]j5Q(k+1),--.,2zn(k+1)JT bedzie rozwigzaniem u-
k#adu réwnan

2(K) - ITUK, k) 2(k+). -2)

Obecnie mozna sformudowaé nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie

Niech {u°(k)} bedzie optymalnym ciggiem sterujgcym poszukiwanym w
zadaniach 112 i niech 2z°(k+1) bedzie rozwigzaniem uk¥adu réwnan
(2.2), w ktorym u(k) « u°(k) z warunkiem koncowym z°(n) - [~1, O,..

-.J.

Wtedy, dla kazdego etapu k, sterowanie u°(k) maksymalizuje hamil-

tonian (2.1), czyli zachodzi

max H (z°(k+1), x°(K), u, k) - H(z°(k+1), x°(K), u°K), K)
a tb

@-3)
k * 0, 1] «ot] HW1#

Uwaga. Jezeli zadanie 1 polega na maksymalizacji wskaznika jakosci

(1.3)t to Twierdzenie pozostaje wazne, z tym, ze

i(H) - [i. O 0j .
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Dowod

Niech u®j*, km 0,1, ,N1 bedzie dowolnym dopuszczalnym cig-
giem sterujacym a <jx(k)> odpowiada_jaca mu trajektorig uk#adu (1.8)

z warunkiem poczatkowym x(o)\z f_o,aTj T . Oznaczner przez _/y(l\<) trajek-
torie odpowiadajacg temu samemu sterowaniu u(k) i wychodzgcaz punk-
tu 5c(0) +Ax(0). Trajektoria posiada postac

y(K) « x(k) +Ax(k) k=0, 1, ..., N-1, Q4
gdzie

i
Ax(K) hj*(uk-1), k-1)Ax(k-1)- (i), 1)4xg) @5nun
i-k-1

dla k>j.

Niech sterowaniu optymalnemu ~u°(k) j-, poszukiwanemu w zadaniu 2,
odpowiada, przy warunku poczatkowym x(0) « Cp»aT]T, optymalna trajek-
toria MO(K)™-. Wybierzmy dowolng catkowita liczbe"z przedziatu
[0, N - 13 np. k-1 i utwdrziay specjalng wariacje sterowania optymalne-
go.

lu@ 12 -Ju°(o), u®(k-2), u(k-1), u(ky..... u?(N-1 )

gdzie u(k-1) jest dowolnym elementem zbioru U,
Wariacja trajektorii optymalnej na k-tym etapie

Ax°(K) -E£jFU(K-1),k-1) - 3*(u°(k-1), k-1)3x°(k-1) + 0 (u(k-1)) -

- 5 (u°(k-1)) -6)

1~1loczyn macierzy w zaleznosci (2,5) jest zapisany 2z zachowaniem ko-
lejnosci skkadnikow.
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spowodowana wariacja sterowania na etapie k-1 Pedzie przenosita sie
wzdduz trajektorii optymalnej zgodnie z zaleznoscig (2.5).

Oznaczmy przez Skk (x°(k)) zbidér wszystkich wektorowAXx°(k) wycho-
dzacych z punktu X°(k) i okreslonych przez zalezno$¢ (2.6), w ktorej
u(k-1) przyjmuje dowolng wartos¢ ze zbioru U.

Lemat. Hiperptaszczyzna< z°(k), Ax°(k)> « 0, gdzie z°(k) jest roz-
wigzaniem ukdadu rownan (2,2), w ktorym u(k) = u°(k),z warunkiem kon-
cowym Z°(n)»p = [-1 o]T, jest hiperptaszczyzng oporowg zbioru
Skk(x °(k)) w punkcie x°(k), tzn. dla kazdego wektora A x° (k)€
Skk(x°(k)) jest spetniona relacja< z°(k), A x°(k)> ~ 0.

Dowod lematu umieszczono w Dodatku.

Dowdd twierdzenia

Zakozmy, ze relacja (23) nie jest spelniona. Istnieje wowczas takie
sterowanie u(k-1) 1 odpowiadajacy mu wektor stanu x(k), ze< z°(k),
x(k)3><z°(k), x°(k) J> lub inaczej < z°(k), x(kK) - ~(k)"o, ale
na podstawie Lematu majay<'z (K), x(k) - x (K)>£sO, A wiec doprowa-

dzilismy do sprzecznosci, co dowodzi twierdzenia.

3. Przyktad

W reaktorze chemicznym rozpatrzmy proces Ak—1 *-Bj

przebiegajacy wg réwnan
¢l - — (K™M(U) + kNMu) + Eyjiw) x1
*2 » Kjfu)n
G-D

*2 - kg(u)x1l

4 - ki,
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gdzie oznacza stezenie substratu A, a, X", — odpowiednio
stezenia produktéw B, C, D. Stake szybkosci reakcji k~u), a-1,

2, 3) okresla rownanie Arrheniusa.

Ki(u) " *1 {" EiCR ~ 3 + u3"1} G.2)

gdzie

06 - jest wspotczynnikiem czestosci w £godz™1]

E - energig aktywacji w [J mol™1]

R - uniwersalng statg gazowa w [J mol™1 V 1]

u - temperaturg w [»cl

Warunki poozatkowe dla réwnan (3.1) wynosza« Xj(o) - 10, *,(0) -
“ xM(0) m x(0) »0, a stakte szybkosci reakcji

H,(u) - 11,1105 exp [-4 103 (273 + w1y,
kgCu) - 0,41010exp£-8 . 103 (273 + w1,
kjfu) - 1,2101lexp [-9 - 103 (273 + uw"].

Zakkadajgc, ze temperature, w ktorej przebiega proces mozna zmie-
niad na poszczegélnych etapach sterowania k - 0, 1, ,,,, N-1 N-3 i ze
u(k) nalezy do zbioru sterowan dopuszczalnych U m -0, 50, 60, 7a}-,
mamy wyznaezyO taki cigg sterujacy -juky™’, ktory maksymalizuje steze-
nie produktu B w chwili tf m HT m 3.

Przeksztatcajac uktad réwnan (1.1) do postaci réznicowej i wprowa-

dzajac oznaczenia

(k) - u(k-1)] k(>) - AL w(tf) - exp k (tf)]J
i»l
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otrzymujemy
& - w@g> " (k-1)
ki X&) r
xi (k) =~(k-1) + — 1 - w(tf)) X1 k-1), (3.3)

i»1, 3, 4.

Warunkiem koniecznym cptymalnosci cigagu sterowan -ju(k) j* jest osig-

ganie przez funkcje

HzK))t x(k-1), u(k-1)) = z+(k) xx (K G4
=1

wartosci maksymalnej na sterowaniu optymalnym. Zmienne sprzezone (k)
okresla sie z réwnan rekurenoyjnych
k. ()
z°k-1) = () wth) + igepj i1 - w(r>)J @5,

~Ak-1) » 2K, 1-2, 3, 4

z warunkami koncowymi

*,(*) - z3(n) - z4(h) - 0, z2(n) = 1.

Wyznaczony optymalny ciag sterowan “u°(k) j—- 30, 50, 7ojs. Odpowiada-
jJace mu stezenie produktu B x2(3) = 6,53.

4_ Uwagi

Nalezy podkresli¢, ze podany w Twierdzeniu warunek konieczny opty-
malnosoi ciagu sterujacego *u(k)j> stwierdza osigganie przez hamilto-
nian, jako funkcje u, na kazdym etapie procesu k, maksimum globalne-

go wsrod wszystkich sterowan dopuszczalnych. Jest to wiec sformutowa-
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nie podobne jak dla wersji ciaglej [j¥] zasady maksimum. Zbidér sterowan
dopuszczalnych U wystepujacy w zadaniach 112 moze by¢ dowolnym za-
danym zbiorem. Przyjecie i przeprowadzenie rozwazan przy tym zatozeniu
sprawia, ze zyskujg one dodatkowe znaczenie praktyczne. Te strone za-
gadnienia ilustruje dobrze Przykdad.

Jak wiadomo, w przypadku dyskretnym obowigzuje s#abe sformutowanie
~3~|, £4], £5]] zasady maksimum. Jezeli sterowanie u(k) nalezy do wne-
trza obszaru U, to warunkiem koniecznym optymalnosci jest osigganie
przez hamiltonian dla u°(k) dowolnego punktu stacjonarnego np. punk-
tu przegiecia lokalnego minimum. Jezeli natomiast sterowanie u°(k) na-
lezy do brzegu obszaru U, to warunkiem koniecznym optymalnosci dla
tego sterowania jest osigganie przez hamiltonian wartosci lokalnie ma-
ksymalnej na granicy zbioru U.

Jesli dla danego k funkcja H zmiennej u posiada kilka punktow
stacjonarnych lub maksiméw lokalnych, to utrudnia to znacznie wybor
whasciwego u°(k). Oczywiscie dla proceséw sterowanych  kwantowo nie
mozna méwi¢ o zachowaniu sie lokalnym hamiltonianu w punkcie u°®, gdyz
otoczenie punktu u° nie nalezy do dopuszczalnego zbioru sterowan i
takie sformutowanie zasady maksimum traci swoj sens.

Nie wydaje sie prawdopodobne, by przy sterowaniu kwantowym i nieli-
niowym procesie mozna byto poda¢ warunki optymalnosci w postaci analo-
gicznej jak w Twierdzeniu podanym w niniejszej pracy-

5. Dodatek. Dowéd lematu

Pokazemy teraz, ze jezeli z(k) jest rozwigzaniem uk#adu réwnan
@ .2), a x(k) rozwigzaniem rownan (2.5), to jest spekniona zalez-
nos¢

<z(k), 4x((jc)> = const 5.1
rzeczywiscie

<z(k),Ax(k)>=</(u(k), K) z(k+1),Ax(k) > =

< z(k+1), Ax(k+1 )>.
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Oznaczmy przez x“+i przestrzen wektorowg, otrzymang z wektorowej
przestrzeni stanéw X ”~ przez przeniesienie poczatku ukdadu wspét-
rzednych do punktu x (). Niech L bedzie pewnag hiperptaszczyzng prze
strzeni X ~  okreslong nastepujaco:

<p, Ai(n) > = const, G5-2)

£q)
gdzie ’\p/l) =_ﬁ3 U o] ?T jest dowolnym wektorem.

Na podstawie zaleznosci (5.1)
< z(k), Ax(k) > «< p,Ax()> » const. (5-3)

Wektor z(k) jest rozwigzaniem réwnan (2.2) z warunkiem kohcowym
z(N) = p.

Oznaczmy przez S x°@)) zbioér wektoréw A x°(J) wychodzacych z
punktu Qo(i), przy przeprowadzeniu wariacji sterowania w punkcie k-1

J>k
k
SN ="jdx°@) :Ax"°(@) = J~[ ¢»QuNid.ijAanOok 1Mk~NB,
i-j-1

gdzie wektor A x°(k) jest okreslony przez zaleznos$¢ (2.6), w ktoérej
u(k-1) jest dowolnym elementem zbioru U.

Z zatozenia o optymalnosci sterowania u°(k) 1 odpowiadajacej mu
trajektorii x°(k), wynika ze

<p, x(N) - i°(N)><0t G-9

jesli tylko

PB[“1, 0, .... 0]

tatwo zauwazyC¢ rownowaznos¢ relacji (5.4) z nierdwnoscia xq(N)™x(1D).
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Dla kazdego k (k=1,....W) zbiodr &°(n)) jest wiec catkowi-
cie potozony w podprzestrzeni

<p. GFEQE) =5 - £MH),
wyznaczonej przez hiperptaszczyzne < p, A x°(n)>= 0, a wiec dla

wszystkich wektorow dx°(n) 6 zachodzi nieréwnoscé < p,Ax°(N)>"b
lub dla kazdego wektora A x°(k) 6 Sk (x°(k))

k
<P>JT i)A5°(k)><0.
Poniewaz
k k
5°(k) -< J [ 3w @), S°(N)>-<J t ™u°Ci),i), 5 &
i»N-1 i-H-1
wiec dla kazdego wektora Ax°(k) 6 zachodzi < z°(k),Ax°(k)><0,

co nalezato udowodnié.
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MYiHmJlI MAKCKHyMA fliDi OJIPEUEJIEHHLIK flInOKPETHLK
CilCTEIli G yilPAUJIEHHEM IOAIITOB'iELMIii 110 7PO03HD

F e 3 b M-e

3 CTaTlLe puecuoTpeHa Bonpoca oiipe,nedieHiiH oirruMaJtBHoro
ynpaBJdreHim, mi HeKoToporo Kjiacca juicjcpeTHHX npoyecccB, npH
ycjioBHH, ~to MuoacecTBO «oixycTHUux ynpaBJieHuJdi,HBJUieTca ko-
HeUHOil COBOKyriHOCTbJO TOHeK B r-UepHOoOU eBKJIHMNOBOU npo-
ctpaHCTbe Er . Hoka3aHo, "xto pememie nocTaBjieHHoii npod6fle-
k#i, npii nation« ;n,MCKpeTHoro npunmina MaKCHMyMa, HBJitfeTEJi
BO3MCXHHW 1 IlpaBHJIbHUH. 3 CTaTBe 3TO nOKa33HO 11Q HMCJieH-*

hou npiiuepe.

MAXIMUM PRINCIPLE POR SOME DISCRETE
SYSTEJB WITH QUANTIZED CONTROL SIGNALS

Summary

The paper investigates the problem of choosing the sequence of op-
timal control signals for a certain class of discrete systems, provi-
ded that the admissible control set U has a finite number of ele-
ments in r-dimensional Euclidean space. It has been demonstrated, that
for solving this problem one can use discrete maximum principle.

Considerations are illustrated by a simple numerical example.



