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Vorwort zur ersten Auflage.
D er gewaltige Aufschwung der H ydrotechnik h a t sich, soweit die 

B enützung theoretischer H ilfsm ittel in Frage kom m t, auf Grundlage 
der Ergebnisse der praktischen H ydraulik  vollzogen und dies m it 
durchschlagendem  Erfolg; die N utzbarm achung der uns von der 
N atu r in den W asserläufen dargebotenen Energie erfolgt sowohl h in
sichtlich Abgrenzung und  Ordnung der benützten Gebiete als auch 
hinsichtlich des Energieum satzes in  den W asserm otoren m it einer 
kaum  m ehr wesentlich zu steigernden Vollkommenheit.

Die klassische H ydrodynam ik h a t tro tz ihrer ebenfalls fortschrei
tenden Entw icklung noch wenig direkten Einfluß auf diese E rrungen
schaften genommen; es liegt dies wohl daran, daß die Methoden, 
m it denen die Lösung der einzelnen Problem e durchgeführt ist, fü r 
die technische H andhabung zu um ständlich sind, und zwar insbe
sondere bei der für die praktischen Bedürfnisse notwendigen Be
rücksichtigung der Bewegungswiderstände der Reibung und Turbulenz.

Gerade hierin besteh t der große Vorsprung, den die H ydraulik  
vor der H ydrodynam ik besitzt: die Theorien und Berechnungsm ethoden 
der ersteren ermöglichen in  relativ  einfacher W eise die Berücksichti
gung dieser W iderstände; sie benötigt hierzu allerdings in großem 
Umfang die Führung  durch den Versuch, der sie d irek t m it dem 
realen Geschehen v e rtrau t m acht. Aber die Beschäftigung m it dem 
Versuche reg t je länger je m ehr dazu an, die Folge der beobach
te ten  Erscheinungen nicht bloß zu konstatieren und statistisch zu 
ordnen, sondern dieselben auch zu analysieren und deren Zusammen
hang so weit zu klären, daß die Schlußfolgerungen richtend für die 
B eurteilung der Zweckdienlichkeit der Form en und Dimensionen 
hydrotechnischer Okjekte werden können; da nun die H ydrodynam ik 
ihrem  W esen nach die detaillierte Beschreibung der Ström ungs
vorgänge erm öglicht, so erscheint das B estreben nach Schaffung 
solcher M ethoden berechtigt, die die gewünschten Beschreibungen 
u n te r Anwendung von H ilfsm itteln liefern, die dem Ingenieur ge
läufig sind und dann ihren Zweck erfüllen werden, wenn die Genauig
keit der erzielten R esu lta te  innerhalb technisch zulässiger Grenzen bleibt.



IV Vorwort zur ersten Auflage.

Im  vorliegenden Buch ist versucht, einerseits diejenigen E rgeb
nisse der klassischen H ydrodynam ik zusammenzufassen, die für die 
H ydrotechnik wertvoll sind und andererseits auf Grundlage der ana
lytischen Geometrie, der darstellenden Geometrie und der konformen 
Abbildung, graphische Methoden vorzulegen zur D arstellung von 
Strömungsvorgängen, und zwar m it Berücksichtigung der Reibungs
w iderstände und der Turbulenz.

Die Beweisführung für die R ichtigkeit der M ethoden und die 
Zulässigkeit der Verallgem einerung einzelner Versuchsergebnisse er
fo rdert im m erhin eine weitgehende Verwendung der M athem atik, 
die Ausbildung der graphischen M ethoden zur Vollkommenheit einer 
möglichst mühelosen V erw endbarkeit läß t auch noch die Lösung 
einiger Problem e der darstellenden Geometrie wünschenswert er
scheinen; im Prinzip dürften  jedoch die vorgeschlagenen M ethoden 
einen solchen Grad von Durchsichtigkeit besitzen, daß eine weitere 
Ausbildung lohnend erscheint.

Die V erw endbarkeit der vorgeschlagenen M ethoden zur Darstellung 
von Ström ungsform en und zur Analyse der Erscheinungen ist an 
einer Reihe von Beispielen und durch Vergleiche m it V ersuchs
resu lta ten  veranschaulicht und bei Auswahl derselben möglichst auf 
deren praktischen W ert geachtet.

In  Abteilung I I  sind einige Problem e der H ydrostatik  behandelt.
Von einer W iedergabe der Ableitungen bereits bestehender und 

bekannter Gleichungen w urde in den m eisten Fällen abgesehen; die 
Hinweise auf einschlägige L ite ra tu r sind im T ext oder als Fußnoten 
eingesetzt.

Meinem ehemaligen Assisten, H errn  dipl. Masch.-Ing. A. S c h ir g e r ,  
sowie dem Studierenden an der Abteilung für M aschineningenieure 
der Eidg. techn. Hochschule in Zürich, H errn O s k a r  W e b e r , sage 
ich für die M ithilfe bei der Anfertigung der Zeichnungen, Skizzen 
und der R einschrift meinen besten Dank.

Z ü r ic h , im Februar 1913.
F. Praśil.



Vorwort zur zweiten Auflage.
Im  letzten  Jah rzeh n t h a t die H ydrodynam ik in reichlichem Maße 

Verwendung in der Hydro- und A erotechnik gefunden, es wurden 
durch theoretische und experim entelle Studien wertvolle E rkenn t
nisse zutage gefördert und die Grundlagen für eine Reihe von A r
beiten geschaffen, die über die Grenzen der rein w issenschaftlichen 
Forschung hinaus, sowohl von dem in Laboratorien arbeitenden, als 
auch vom konstruierenden Ingenieur erfolgreich benützt werden 
können.

U nter diesem erm unternden E indruck habe ich der Anregung 
der Verlagsbuchhandlung gern Folge geleistet und die A usarbeitung 
einer zweiten Auflage der „Technischen H ydrodynam ik“ übernom 
men, nachdem  ich aus den Besprechungen der ersten Auflage er
kennen konnte, daß meine B estrebungen richtig erkannt und das 
Buch nicht als ein Lehr- oder Sammelbuch, sondern als eine meine 
eigenen Studien und A rbeiten auf dem Gebiete der H ydrodynam ik 
verbindende Monographie betrach te t wurde.

D er führende G rundsatz ist bei Ausarbeitung der neuen Auflage 
unverändert geblieben; durch den T itel „Ausgewählte Problem e der 
technischen H ydrodynam ik“ würde derselbe vielleicht besser gekenn
zeichnet sein.

Der In h a lt ha t bei sonst ähnlichem  Aufbau wesentliche Änderungen 
und Ergänzungen erhalten, die eben die seither gepflogenen Studien 
und Forschungen zum Ausdruck bringen sollen. D a in  der „E in leitung“ 
hierüber orientierend berich tet wird, kann ich bereits an dieser Stelle 
denjenigen Lesern, die in Besprechungen und in Briefen ihr U rteil 
über meine A rbeit der ersten Auflage zum Ausdruck gebracht haben 
und dann allen denjenigen, die mich auf die zahlreichen Zeichen 
meines Mangels an Übung im Buchschreiben aufm erksam  m achten, 
für ihre M ühewaltung und  ihr W ohlwollen verbindlichst danken. 
Herzlichen D ank spreche ich auch gerne meinen früheren und jetzi
gen H erren A ssistenten für das Interesse aus, m it dem dieselben 
meine Arbeiten verfolgten, durch ihre M itarbeit un terstü tz ten  und 
schließlich selbst neue Anregungen zutage förderten, wie dies im 
Buch m ehrfach zum A usdruck kommt.

D er Verlagsbuchhandlung sage ich besten D ank für die große Ge
du ld , m it der sie die durch persönliche Verhältnisse veranlaßten 
H em m ungen im  F ortsch ritt der A rbeit beurteilte  und  ebenso für die 
Sorgfalt in der A usstattung des Buches.

Z ü r ic h ,  im Septem ber 1926.
F. Praśil.
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Einleitung.

Im  Vorwort zur ersten Auflage ist das Buch als Versuch einer 
Zusammenfassung der für die Technik wertvollen Ergebnisse der 
klassischen H ydrodynam ik und der Ausbildung von graphischen Metho
den für die D arstellung von Strömungsvorgängen, und zwar m it Be
rücksichtigung der Bewegungswiderstände gekennzeichnet; un ter An
nahm e stationärer Ström ung werden für ein Strömungsbild, das durch 
ein von drei K urvenscharen gebildetes Netzsystem  dargestellt ist, in 
welchem e in e  Schar den Strom linien der Bewegung entspricht, die 
K inem atik und die Dynam ik der Strömungsvorgänge auf Grundlage 
der Fundam entalgleichungen der H ydrodynam ik untersucht; es er
geben sich hierbei eine Reihe von Methoden für die Analyse der Vor
gänge und ihrer Begleiterscheinungen, die eben bei Verwendung des 
angenommenen Ström ungsbildes zweckentsprechend und leicht an
wendbar erscheinen.

Die Auffassung der Netzlinien als Schnittlinien dreier F lächen
scharen füh rt auf deren analytische Beschreibung m it Hilfe der K o
o rd inaten  eines passend gewählten K oordinatensystem s; die drei 
Funktionsausdrücke für die Flächenscharen sind als „Form funktionen“ 
bezeichnet; jeder P unk t im Gebiet des Netzsystem s ist somit durch 
die Funktionsw erte der ihn enthaltenden drei Flächen bestim m t; 
es kann daher das N etzsystem  auch als ein K oordinatennetz, die 
Funktionsw erte der Flächen als K oordinaten desselben angesehen 
und verw endet werden; K oordinatennetz und Flächennetz stehen m it
einander durch die Form funktionen in Beziehung; die beiden die 
Strom linien enthaltenden Flächenscharen sind Stromflächen; dieselben 
sind orthogonal zur d ritten  Flächenschar angenommen, müssen aber 
n icht un tere inander orthogonal sein.

Bei durchaus gleicher W ertdifferenz für alle aufeinander folgen
den Flächen der einzelnen Scharen erhält m an Ausdrücke für die 
Bestim m ung der V erhältnisw erte der Längen der Netzelemente und 
hierm it das g r u n d le g e n d e  H ilfsm ittel für die g r a p h i s c h e  Netz
konstruktion.

P r ä s il , H y d ro d y n a m ik . 2. A u fl. 1



2 Einleitung.

Durch E inführung einer Geschwindigkeitseinheit und von Ver
teilungsfunktionen für die Geschwindigkeitsverteilung im Strom gebiet 
ist die Bestimmung von Flächen gleicher Geschwindigkeiten, durch 
Einführung der Pressungen und Tangentialspannungen an den durch 
das Netzsystem  abgegrenzten Flüssigkeitselementen die Bestim m ung 
der Pressungsverteilung und weiter der D issipation ermöglicht und 
hiem it auch die geplante D arstellungsm ethode der Ström ungsvorgange 
erreicht.

Im  Rahm en dieser Methodik werden nun im 3. A bschnitt „H ydro 
dynam ik“ zuerst allgemein die Bestimmung der Form funktionen und 
deren Darstellung, der kinem atischen Erscheinungen der Geschwin
digkeitsverteilung, der Deform ation m itschwimmender Flächen und 
Linien und der Bewegung von W irbellinien, weiter der dynam ischen 
D ruckverteilung und der Dissipation durchgeführt, die Verwendung 
der Methoden an Beispielen erläu tert und dann in gleicher Weise 
die Untersuchung auf feststehende K anäle m it bestim m ten Form en 
und schließlich auf bewegte Kanäle ausgedehnt.

Die Berücksichtigung der W iderstände erfolgt hierbei durch E in
führung der Verteilungsfunktionen für die Beschreibung der un ter 
dem Einfluß der W iderstände sich einstellenden Geschwindigkeits
verteilung ; die Bestimmung dieser Funktionen erfolgt un te r Benützung 
von bekannten Form eln für die W iderstände in geraden Rohren und 
Übertragung auf andere Form en durch Analogiebetrachtungen, also 
auf empirischer Grundlage. Außerhalb dieses Rahm ens stehen, der
1. A bschnitt „G rundlagen“, der 2. A bschnitt „H y d ro sta tik “ und der
4. Abschnitt „Anhang“.

In  der neuen Auflage sind im 1. A bschnitt die Grundgleichungen 
durch Aufnahme vektoranalytischer Ansätze, E inführung der H e lm -  
h o ltz sch en  W irbelfunktionen und Aufstellung der allgem einen ko
ordinatenfreien Bewegungsgleichung, die Angaben über die Gleichun
gen zur Bestim m ung der Ström ungsw iderstände durch die Ergebnisse 
der neueren diesbezüglichen Forschungen un ter Hinweis auf die ein
schlägige L itera tu r ergänzt; im 2. A bschnitt ist die H ydrosta tik  der 
„absoluten R uhe“ vollständig weggelassen. Der In h a lt des 3. Ab
schnittes „H ydrodynam ik“ ha t folgende Ergänzungen und Ä nderun
gen erhalten.

Es wird gleich zu Beginn die U nterscheidung in Ström ungen 
d u rc h ,  um  und in  feststehenden oder bewegten R äum en eingeführt, 
dann m it dem K apitel „Stationäre Ström ungen durch feststehende 
R äum e“, und zwar m it der „Geometrie der sta tionären  S tröm ungen“ 
begonnen. Die Beispiele über die Bestim m ung von Form funktionen 
sind verm ehrt. In  der K inem atik sta tionärer Ström ungen sind die 
Untersuchungen über die Deformation mitschwimmender Flächen un ter
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dem Titel „Zeitflächen“ vereint und neben den m athem atischen E r
gebnissen auch \7ersuchsergebnisse vorgeführt. Mit diesem H ilfsm ittel 
der Zeitflächen ist in die sonst nur örtliche D arstellung der Strom
linien auch die Zeit eingeführt; es wird dies im K apitel „H ydro
dynamische Versuche“ erläutert.

Das Kapitel „Dynam ik stationärer S tröm ungen“ erfährt eine weit
gehende Änderung, indem einerseits die Untersuchung über die Be
dingung des Bestandes w iderstandsfreier W irbelström ungen wesent
lich vereinfacht w erden kann und andererseits für die Einführung 
des Einflusses der Turbulenz die Methode der Anpassung an empi
rische Form eln verlassen hingegen versucht wird, dies unter Benützung 
der hypothetischen Annahme, daß sich die Geschwindigkeitsverteilung 
derart einstellt, daß bei jeder Strömungsform die Dissiptation zu 
einem Minimum wird, zu erreichen.

Es ergeben sich für die verschiedenen Strömungsformen bei gleich
artiger Ableitung Ansätze für die Geschwindigkeitsverteilung, die nun 
tatsächlich für gerade Rohre m it kreisförmigem Querschnitt auch auf 
die bekannten  Verteilungsformeln für P o is s e u il le s c h e  und tu rbu 
lente Ström ung führen, die einerseits durch die Theorie, anderseits 
durch Versuche und Beobachtungen gefunden wurden.

D a der In h a lt der Ansätze nichts über die Mechanik der T ur
bulenz aussagt, so werden die Physiker durch dieselben nicht be
friedigt werden; ob aber eine hypothesenfreie Einbeziehung dieser 
Mechanik bei der M annigfaltigkeit der Ursachen der Turbulenz nam ent
lich bei technischen Strömungserscheinungen überhaupt möglich ist, 
erscheint fraglich: aber auch bei der rein physikalischen Turbulenz 
dürfte  dies m it Schwierigkeiten verbunden sein, m indestens wird im 
Gebiet des raschen Geschwindigkeitswechsels am R and die E infüh
rung von M olekularkräften nötig werden. Zum praktischen Gebrauch 
für Aufstellung von W iderstandsform eln können aber wegen der hier
durch erzielten Einheitlichkeit des Aufbaues bei genügender An
passungsfähigkeit an Versuchsresultate die auf Grund der Minimum
hypothese erhaltenen Ansätze dem Ingenieur doch dienlich sein.

Es ist natürlich, daß solche Ansätze nur für Strömungen durch 
geformte Räume aufgestellt werden können; für die hydrodynamische 
Beschreibung der Turbulenz z. B. eines natürlichen W asserlaufes m it 
seinen ungeordneten Rauhigkeiten versagen die m athem atischen Hilfs
m ittel.

Dasselbe g ilt wohl auch für die Turbulenzen in geformten Räumen, 
in denen getrennte Strom gebiete Zusammentreffen, oder eine Störung 
der H om ogenität der F lüssigkeit stattfindet, wie z. B. im Strömungs
gebiet von K reiselrädern.

1*



4 Einleitung.

Die Netzm ethode kann derzeit m athem atisch am  ausgiebigsten 
für rein zweidimensionale Ström ungen durch das H ilfsm ittel der 
konformen Abbildungen verw endet werden; es ist deshalb in der 
neuen Auflage ein besonderes K apite l „Geometrie der konform en 
N etze“ aufgenommen, in dem nach kurzem Hinweis auf die ein
schlägige L itera tu r und einer einleitenden B etrachtung über den Zu
sammenhang m it der Theorie der Funktionen komplexen Argum entes 
eine Reihe von solchen Netzen geometrisch, m it Beigabe der be
treffenden Funktionsausdrücke, dargestellt ist; bei einigen N etzen konnte 
durch Abdrücke photographischer Ström ungsaufnahm en der hyd ro 
dynamische W ert solcher N etzdarstellungen vorgeführt werden. D er 
Entschluß zur Aufnahme solcher N etzdarstellungen gründet sich auf 
die Erinnerung des Verfassers an die K lärung, die derselbe vor 
Jahren  durch die N etzdarstellungen in M axw 'e ll: „E lek triz itä t und 
M agnetismus“ über das Wesen der konformen Abbildungen und deren 
Verwendbarkeit für D arstellungen kontinuierlicher V erteilungen er
halten h a t ; dieselben entsprechen eben dem Bedürfnis des Ingenieurs 
nach Anschaulichkeit der von ihm verw endeten Hilfsmittel.

W eiter sind als neue K apitel aufgenom m en: „ D a s  P r o b le m  
d e r  f r e ie n  O b e r f lä c h e n “ eine Studie, die am Schluß zu einer 
Differenzialgleichung für die Bestimmung der freien Grenze bei 
schwerer Flüssigkeit führt. „ S t a t i o n ä r e  S t r ö m u n g e n  u m  e in e n  
r u h e n d e n  K ö r p e r “ , eine Verallgem einerung der M ethode von 
L a m b  für Kreis- und Ellipsenzylinder auf andere Form en und 
die zugehörige Erw eiterung: „ S t a t i o n ä r e  S t r ö m u n g  z w is c h e n  
m e h r e r e n  r u h e n d e n  K ö r p e r n “. „ S t a t i o n ä r e  S t r ö m u n g e n  in  
b e w e g te n  R ä u m e n “, m it einer einleitenden, durch die Versuche 
von O e r t l i  veranlaßten, theoretischen Studie über die Bewegung 
der in einem zylindrischen Gefäß eingeschlossenen Flüssigkeit, das 
exzentrisch auf einer um eine lotrechte Achse ro tierenden Scheibe 
gelagert ist, und dem K apitel „die R elativ- und Absolutbewegung 
einer reibungsfreien durch rotierende K anäle  einer ström enden F lüs
sigkeit“, m it Anlehnung an die D issertation von O e r t l i 1).

Das Bestreben, die hydrodynam ischen Erscheinungen auch in ob
jektiven, durch die Photographie erhaltenen Bildern zur D arstellung 
zu bringen, kom m t im letzten K apitel „Hydrodynam ische V ersuche“ 
zum Ausdruck. Die D urchführung und Ausbildung solcher Versuche 
sind dem In teresse, dem V erständnis und  der Ausdauer des ehe
maligen Assistenten der hydraulischen A bteilung im M aschinenlabo-

1) U ntersuchung  der W asserström ung duroh ein ro tierendes Zellen-Kreiselrad. 
Von d e r E idgen. techn. Hochschule in Zürich genehm igte P rom otionsarbeit von 
H einrich  O e r t l i .  Zürich: E rschienen im  V erlag von R ascher & Cie.
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ratorium  der Eidgenössischen technischen Hochschule in Zürich, 
H errn Dipl.-Ing. Dr. H. O e r t l i ,  und seines Nachfolgers, H errn Dipl.- 
Ing. 0 . W a l t e r ,  zu verdanken.

Im  Anhang sind auf genommen:
Die in der ersten Auflage im 1. K apite l des 3. A bschnittes en t

haltenen  rein m athem atischen Absätze:
„Theorie der K rüm m ung ebener orthogonaler T rajektorien“ und 

„ K oordinaten-Transf orm ation “,
eine Zusam m enstellung der H auptform eln der bei Verwendung 

konform er Abbildungen häufig gebrauchten „H yperbelfunktionen“ 
und der Anhang der ersten Auflage:

„Zur Geometrie der konformen Abbildungen von Schaufelrissen 
auf R otationsflächen“.



I. G rundlagen.

F ür die Theorien der Hydrotechnik kom m t hauptsächlich der 
flüssige Aggregatzustand des Wassers in  Betracht, die praktische H ydro
technik hat sich m it dem festen Aggregatzustand insofern abzugeben, 
als durch die Eisbildung (Treibeis, Grundeis) in natürlichen Gewässern 
Störungen in  den Zu- und Abflußkanälen verursacht werden, für 
deren Abschwächung oder Beseitigung durch geeignete bauliche, 
eventuell auch mechanische Einrichtungen Sorge getragen werden 
muß; der gasförmige Aggregatzustand kommt in solchen hallen  in 
B etracht, wo flüssiges W asser innerhalb des Ström ungsgebiets in 
Räum e gelangt, in denen, sei es durch verm inderten Druck, sei es 
vermöge des großen W ärm einhaltes der Flüssigkeit, Dam pfbildung 
oder A btrennung absorbierter Gase verursacht und möglich ist (z. B. in 
W armwasserpumpen).

1. Physikalische Eigenschaften des Wassers. 
Experimentelle Ergebnisse.

Rauingestalt, Diskontinuitätsfläehen. W asser ha t im f lü s s ig e n  
Zustande keine s e lb s tä n d ig e  G estalt; seine R aum gestalt ist durch 
die Form der Hohlräume der festen K örper bestim m t, in denen es 
sich befindet; sind die Hohlräume geschlossen und vollständig m it 
W asser (oder sonst einer homogenen Flüssigkeit) angefüllt, so ist 
deren R aum gestalt kongruent derjenigen der H ohlräum e; sind die
selben nicht vollständig angefüllt, so wird die R aum gestalt des 
W assers teils durch die W ä n d e  der Hohlräum e, teils durch f r e ie  
O b e r f lä c h e n  bestimmt, an denen das W asser m it dem in den Hohl
räum en befindlichen gasförmigen Medium in B erührung steh t; die 
Gestalt dieser Flächen ist von den Bewegungszuständen abhängig; 
sind in den H ohlräum en Flüssigkeiten verschiedener Art in  u n 
gemischtem Zustand vorhanden, so grenzen die Flüssigkeiten eben
falls an Flächen aneinander, deren Form von den Bewegungszuständen 
und vom R aum inhalt der Flüssigkeiten abhängig ist; man nennt die
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selben D i s k o n t in u i t ä t s f l ä c h e n ;  die freien Oberflächen sind dem
entsprechend Diskontinuitätsflächen, solche können auch innerhalb 
einer Flüssigkeit entstehen, und zwar bei Be
wegungserscheinungen m it verschiedenen Be
wegungsformen einzelner Teile der Flüssigkeit 
(Wirbel, Nebenströmungen).

B e i s p i e l :  Die freie  Oberfläche e iner ruhenden  
F lüssigkeit in einem  ruh en d en  Gefäß ist eine horizon
ta le  E b en e ; die freie Oberfläche einer F lüssigkeit in 
einem  R otations-H oh lraum , de r sich um  eine v e rti
kal stehende geom etrische Achse m it k o n stan te r

A b b . 1.

W inkelgeschw indigkeit d reh t, ist bei re la tiv e r R uhe 
d er F lüssigkeit gegenüber dem  Gefäß ein R otations- 
p a rabo lo id ; ist das Gefäß in R uhe, so is t in dem 
selben eine kreisende Bew egung d er Flüssigkeit m ög
lich, die vom  R an d e  ab bis zu einer bestim m ten  E n t
fernung  von de r Achse d e ra rt e rfo lg t, daß dort die 
freie  Oberfläche eine A rt hyperbo lischer R o ta tio n s
flächen, h ingegen in  d e r N ähe d e r Achse eine p a rab o 
lische R otationsfläche w ird (R ankines kom bin ierte r 
W irbel). Siehe L a m b ,  L ehrbuch  d er H y d ro d y n a 
m ik, S. 83.

D as theo re tisch  k o n stru ie rte  B ild Abb. 1 findet 
in d e r pho tograph ischen  A ufnahm e, Abb. 2, seine 
B estä tig u n g , die das E rgebnis eines Versuches 
zeig t, b e i welchem  in einem  zy lindrischen  Glas
gefäß die kreisende Bew egung durch  E in b au  einer 
Schraubenfläche erzeugt w urde, an  der das W asser 
beim  A uffüllen  des Gefäßes u n d  seiner nachherigen 
E n tleeru n g  h e ru n te r fließen m uß; bei dauerndem  
B odenabfluß v e rtie ft sich d er T rich ter.

L äß t m an  d u rch  die kleine Ö ffnung eines s ta rk  
trich terfö rm ig  geform ten G efäßes m it v e rtik a l 
s teh en d er Achse W asser e inström en u n d  findet 
d ie A usström ung u n te r  W asser in  ein Sam m el
gefäß s ta t t ,  so zeigen Schw im m körperchen, die 
der F lüssigkeit beigem engt sind, daß  im  T rich te r  zwei S tröm ungsform en (Abb. 3) 
a u f tre te n : eine H au p ts trö m u n g  des durch  die kleine Öffnung einström enden 
W assers, die sich in n erh a lb  des T rich ters in  d er N ähe der geom etrischen
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Achse vollzieht, eine N ebenström ung, die die H au p tströ m u n g  bis zur T rich te r
w and um gib t und  dadurch  en ts teh t, daß  ein Teil der bereits aus dem  T rich ter 
ins Sam m elgefäß längs und  in d e r N ähe d er T rich terw and  w ieder gegen die 
E inström ungsöffnung geführt und  d ann  längs und in der N ähe der Grenzfläche 
der H au p tströ m u n g  w ieder ins Sam m elgefäß zu rückgeführt w ird ; diese G renz
fläche is t eine D iskontinuitä tsfläche. Abb. 4 zeigt eine solche bei re in  zwei
dim ensionaler Ström ungsform  infolge S törung  eines geradlin igen S trom es d u rch  
die S tröm ung aus einer Quelle.

A bb. 4.

Spezifisches Gewicht, Zusammendrückbarkeit, Dichte, spezi
fisches Volumen. Das s p e z i f i s c h e  Gewicht des W assers ist ver
änderlich m it der Tem peratur desselben und dem Druck, die Ver
änderlichkeit ist jedoch innerhalb der Grenzen, die den Anwendungs
gebieten der Hydrotechnik entsprechen, so gering, daß im allge
meinen von deren Einfluß abstrah iert w ird; es w ird demgemäß zu
meist das Gewicht des W assers pro K ubikm eter =  1000 Kilogramm 
angenommen und U nzusam m endrückbarkeit desselben vorausgesetzt.

Bei manchen Untersuchungen, z. B. denjenigen der ungleichförmigen 
Bewegung in langen Leitungen, führt jedoch diese A bstraktion zu 
unvollständigen Resultaten, es ist hierbei der elastische Zustand des 
W assers und des W andm aterials zu berücksichtigen1).

Die Z u s a m m e n d r ü c k b a r k e i t  des Wassers in M illionenteilen 
des ursprünglichen Volumens pro 1 Atm osphäre (= 1 ,0 3 3  kg/qcm ) be
träg t für luftfreies Wasser

nach C o l la d o n - S tu r m  . 49,65
n O e r s t e d ........... 46,65
» G ra s s i  bei 0° C . . 50,00
„ „ „ 53° C . . 44,00

i) Siehe A llgem eine T heorie ü b e r die veränderliche Bew egung des W assers 
in R ohrleitungen  von L o r e n z o  A l l i e v i ;  ins D eutsche überse tz t von R o b e r t  
D u b s  und  V. B a t a i l l a r d .  B erlin : Ju liu s  Springer 1909.
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Die Fortpflanzungsgeschw indigkeit des Schalles im W asser b e träg t nach 
V ersuchen von C o l l a d o n - S t u r m  14B5 m /sek und  lä ß t sich berechnen aus der

Form el a m /sek  =  l / ~ > w orin ¡7 = 9 ,8 1  m /sek2 die B eschleunigung der Schwer

k ra ft, s die L ängenänderung  einer Schicht von der Länge l und dem  Q uer
sch n itt 1, u n te r  einem dem  G ewichte ih rer eigenen Masse gleichen T o ta ld ruck

9 81
bed eu te t; hieraus e rg ib t sich s =  ^-^— =  4,77 • 10^8 als L ängenänderung  per

1 m W assersäule u n d  h ierm it p e r 1 a lte  Atm . =  10,33 m  die Z usam m endrück
b a rk e it des W assers m it 49,17 in  g u te r  Ü bereinstim m ung m it obigen W erten.

Das luftfreie W asser besitzt seine g r ö ß te  D ic h te  bei 4° C (nach 
Versuchen an der Physik.-techn. R eichsanstalt bei 3,98°).

Die aus Versuchen verschiedener E xperim entatoren von R o s e l l i  
abgeleitete Formel für das spezifische Volumen bei A tm osphären
druck, d. i.:

Ft = l  +  A ( t —  4)2 —  B( t  —  4)2>C +  C(f —  4)3 
A  =  0,000008 379 91 
B  =  0 ,000000378 702 
(7 = 0 ,0 0 0 0 0 0 0 2 2  432 9

ergibt innerhalb der Tem peraturdifferenzen — 5° und -f- 100° W erte, 
die in der Nähe des D ichtemaximums bis auf die sechste Dezimale, 
bei höheren T em peraturen bis auf +  0,00003 m it den Versuchs
resu lta ten  übereinstimmen.

Nach derselben ergibt sich folgende T abelle1):

sm p era tu r D ichte bei 
4° C =  1 gesetz t Volum en

OOrH11 0,998145 1,001858
— 5° 9298 0702
— 0° 9871 0129
_J_ 4° 1,000000 1,000000
+  10° 0,999 747 0253
+  20° 8259 1 744
+  30° 5 765 4253OO

2 350 7 700

Absorption von Oasen. W asser besitzt die Eigenschaft aus der 
um gebenden Luft Gase zu  a b s o r b ie r e n .  F ü r Sauerstoff und Stick
stoff ist die Absorption eine eigentliche oder physikalische, d. h. es 
entstehen hierbei keine chemischen Bindungen, während andere Gase, 
wie z. B. Ammoniakgas, chemisch gebunden werden; Kohlensäure 
wird teils chemisch, teils rein physikalisch absorbiert.

1) Auszug aus d er T abelle  auf S. 92 von M ü l l e r - P o u i l l e t s  Lehrbuch der 
P hysik , Bd. IL,.



Von besonderer Bedeutung für die H ydrotechnik ist der genannte 
Fall: A b s o r p t io n  v o n  S a u e r s to f f  u n d  S t i c k s to f f  aus dei
atm osphärischen Luft. W ird nach B u n s e n  m it a der Absorptions
koeffizient, d. i. das auf 0° reduzierte Gasvolumen, das von Volumen
einheit Flüssigkeit bei einem Druck von 760 mm Quecksilbersäule
absorbiert wird, bezeichnet, so gilt

für Stickstoff aN = 0 ,0 2 0  346 - 0 , 0 0 0  538 87 < +  0,000 011156 f2 

für Sauerstoff a0 =  0,04115 -  0,00109 t  +  0,000022 56 f3 
und ferner das Gesetz der Teildrücke: „ W en n  zw ei o d e r  m e h re re  
G ase  m i t e in a n d e r  g e m is c h t  s in d ,  so e r f o lg t  d ie  A b s o r p t io n  
p r o p o r t i o n a l  d em  D ru c k e , d e n e n  je d e r  d e r  G e m e n g te i le  
a u s ü b e n  w ü rd e , w en n  e r  s ic h  a l l e in  in  d e m  vom  G a s g e m e n g e  
e r f ü l l t e n  R a u m  b e f ä n d e .“ Atmosphärische L uft besteht aus 
0,2096 Volumteilen Sauerstoff und 0,7904 Volumteilen Stickstoff, 
hierm it ist der Partialdruck

für Sauerstoff p 0 =  0,2096 p x ,
n Stickstoff pn =  0,7904 px ,

wenn pL den Luftdruck bezeichnet; es ergibt sich m it den Absorp
tionskoeffizienten «0 und ccjsr, die für den D ruck von 760 nun Queck
silbersäule gelten, der Absorptionskoeffizient für Luft bei demselben

D ruck a i  =  o,2096 a0 +  0,7904 aN

und demnach für f =  0° C m it: «O =  0,04115; «y =  0,020346 

aL =  0,008 635 -j- 0,016 51 =  0,024 726, 
d. h. d ie  im  W a s s e r  v o n  0° a b s o r b i e r t e  L u f t  e n t h ä l t  34 /0 
S a u e r s to f f  u n d  66°/0 S t ic k s to f f ,  w ä h r e n d  d ie  a tm o s p h ä r i s c h e  
L u f t  21 °/0 S a u e r s to f f  u n d  79°/0 S t i c k s to f f  e n th ä l t .

W enn W asser, das absorb ierte  L u ft en th ä lt, im L aufe eines S tröm ungs
vorganges in  den  Zustand k leinerer als a tm osphärischer P ressung  gelangt, so 
entw eicht die absorb ierte  L u ft; es e n ts teh t ein Gemisch von W asser und  L uft, 
w odurch einerseits die S tröm ungsvorgänge beeinfluß t w erden, andererse its  kann  
der größere Sauerstoffgehalt des w ieder freigelassenen Gemisches zerstö rend  auf 
die W andungen d e r G efäßw ände einw irken, wie sich dies an  den  Lauf- und  
L eiträd ern  von T urb inen  und  Z entrifugalpum pen  in stö rendem  M aße bem erk
b a r  m acht.

D as Freiw erden abso rb ierter L u ft ist auch  eine d e r U rsachen, d ie die p ra k 
tische Saughöhe an  W asserhebem aschinen beschränkt.

In  erhöhtem  M aße g ilt das Obige fü r koh lensäurehaltiges W asser, d er A b
sorptionskoeffizient fü r dieses Gas is t näm lich  nach B u n s e n  

a R =  1,7967 — 0,077 61 < +  0,001 6424 t2,

also re la tiv  sehr groß. D as absorb ierte  G asgem enge kann durch  E rw ärm en 
reduziert resp. ganz en tfe rn t w erden, da  das A bsorptionsverm ögen m it höherer 
T em p era tu r abnim m t.

j 0  Grundlagen.
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E isbildung. Chemisch reines luftfreies Wasser ers ta rrt hei A t
m osphärendruck un te r gewöhnlichen U m ständen bei 0°, unreines 
W asser, z. B. Flußwasser, bei der etwas niedrigen Tem peratur von 
— 0,0017°, Seewasser bei — 2,5° zu Eis; un ter besonderen U m 
ständen  kann die E rstarrung  bis zu einer U nterkühlung auf —  13° 
verzögert werden, worauf sie dann plötzlich u n te r Erhöhung auf die 
norm ale E rstarrungstem peratur e in tritt. D er Schm elzpunkt des Eises 
wird durch hohen D ruck erniedrigt, und zwar pro 1 Atmosphäre 
Druckzunahme um 0,0075°, die bei der Eisbildung frei werdende 
W ärmemenge beträg t 79,25 Kalorien; die spezifische W ärme des 
festen Eises ist =  0,5, des geschmolzenen Eises =  1,0 Kalorie.

In ruhendem  W asser findet die E isbildung von der Oberfläche 
ausgehend nach unten  sta tt, es b ildet sich eine Eisdecke, unterhalb 
derselben ist die T em peratur des Wassers höher als 0° bis zu 4°; 
am fließenden W asser entw ickelt sich Eis auch an der Sohle als so
genanntes Grundeis; dasselbe ha t seinen U rsprung auch in der Ober- 
flächen-Eisbildung sowie in gefallenem Schnee. Die Tem peratur ist 
in verschiedenen Tiefen nahezu dieselbe.

Ü ber die B ildung  des G rundeises und  dessen E igenschaften  lieg t eine 
M onographie v o r: D as G rundeis u n d  daherige  S törungen  in W asserläufen  und  
W asserw erken von Dr. phil. C. L ü s c h e r ,  Ingen ieur in A arau, D ruck u n d  Verlag 
von Em il W irz-A arau.

Dam pfbildung. Gelangt ström endes Wasser innerhalb seiner Bahn 
durch Hohlräum e, die teilweise m it L uft angefüllt sind, — so ist Ge
legenheit zur Bildung von Dampf vorhanden, der m it der Luft in 
Mischung tr i t t ;  die Erscheinung w ird aber nur dann praktisch fühl
bar, wenn entw eder die Tem peratur des Wassers eine anhaltend 
hohe (z. B. W armwasserpumpe) ist oder wenn der Druck im H ohl
raum  klein ist (Saugwindkessel); in diesen Fällen kann sich die Ver
dam pfungserscheinung m it der Erscheinung der Abgabe absorbierter 
Gase vereinigen.

Is t der D ruck des Gemisches =  p,  so sind die Raum teile von 
L uft und W asserdam pf

P —  <pp' P P '  . P drL = ----------------------------- , rD = T- — , worin 99 =  —
p p p

die relative Feuchtigkeit, pu  den wirklichen Teildruck des W asser
dampfes, p ’ den der T em peratur des Gemisches entsprechenden Sät
tigungsdruck desselben bedeuten; für gesättig te L uft ist c p =  1.

Bezügliche Tabellen gibt die H ütte .

Reibung, V iskosität. Die zu oberst angeführte Eigenschaft, die 
U nselbständigkeit der Raum gestalt, häng t zusammen m it der Eigen-



sc-haft der leichten Beweglichkeit des W assers; dieselbe ist jedoch 
keine vollkommene, da der Verschiebung der Flüssigkeitstelle gegen 
feste, wenn auch an sich glatte W ände und untereinander molekulare 
K räfte  entgegenwirken; die W irkung dieser K räfte wird als R e ib u n g ,  
und zwar diejenige zwischen W and und Flüssigkeit als ä u ß e r e  
R e ib u n g , diejenige zwischen Flüssigkeitsteilchen untereinander als 
in n e r e  R e ib u n g  oder Viskosität bezeichnet; es wird im allgemeinen 
angenommen, daß die äußere Reibung so groß ist, daß die Erscheinung 
der B e n e tz u n g , d. i. das H aftenbleiben von F lüssigkeit an den 
W änden e in tritt selbst bei größter Bewegungsgeschwindigkeit der 
übrigen Flüssigkeitsteile. Durch die innere Reibung t r i t t  eine W echsel
w irkung zwischen den einzelnen Schichten ström ender Flüssigkeit 
auf, die einflußnehmend auf die Bewegung der einzelnen Teile wird.

Die der in n e r e n  Reibung entsprechende K raft ist, n a c h  d e r  
b e z ü g l ic h e n  H y p o th e s e  v o n  N e w to n , durch die Gleichung

j 2 Grundlagen.

in dem Sinne bestim m t, daß, wenn eine Flüssigkeitsschicht von der 
unendlich kleinen Dicke <5 in Flächen von der Größe f  m it benach
barten  Schichten in Berührung steh t, die die parallel gerichteten 
Geschwindigkeiten v' resp. v besitzen, K  die K ra ft in  der R ichtung 
von v' ist, durch die die sich m it der Geschwindigkeit v  bewegende 
Schicht beschleunigt w ird; auf die andere Schicht w irkt K  in en t
gegengesetzter Richtung verzögernd; vorausgesetzt ist hierbei, daß 
v> >  v; V' — V ist hierm it die Relativgeschwindigkeit der beiden 
Schichten; liegt die Dicke <5 in der R ichtung der K om ponente z eines

. d v
kartesischen K oordinatensystem s, so kann v = v - j -  — o z gesetzt 

w erden; es folgt aus obiger Gleichung

und hierm it für lim <5 =  0 der Ausdruck für die R eibungskraft 
zwischen zwei Flüssigkeitsschichten, die sich in der Fläche f  berühren, 
verzögernd auf diejenige Schicht wirkend, die sich gegen die andere 
relativ  rascher bewegt.

t] ist der K o e f f i z i e n t  d e r  i n n e r e n  R eibung; derselbe h a t 
die Dimension; K ra ft X  Zeit dividiert (Länge)2, sein W ert ist experi
m entell zu bestimmen. P o i s s e u i l l e  h a t durch Ausfluß versuche an 
K apillarröhren und Vergleich der R esultate m it theoretischen auf 
die Newtonsche H ypothese gegründeten U ntersuchungen die Gültig
keit derselben für Strömungen durch solche Röhren erwiesen, hierbei
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die heute gebräuchlichste Methode für die Bestimmung der W erte 
von i] begründet u nd  für W asser bei verschiedenen Tem peraturen t 
in Celsiusgraden im mm mg sek-System  iauch gültig im kg m sek- 
System)

0,0001817
?l ~~ (Ï — 0,0336 t —  0,000221 f2 ......................................

bestim m t (Comptes rendus 11412 [1840—o l l ,  Recherches expérimen
tales sur les liquides dans les tubes de très petits  diamètres).

S ta tt den W ert ij benutzt m an derzeit den W ert (tj) —  — r\ als

Maß der Zähflüssigkeit; es ergibt sich für W asser im cm g sek-System  
aus obigem W ert von i]

t • 1 OQ, 0,0178( rj) cm - sek =  v  9.81 = ---------------------------------------- .
1 ’ 1 — 0 ,0 3 3 6 1 —  0,000 2 21 1-

Die Druckdifferenz A p ,  die zur Ü berwindung der Reibung zwischen 
zwei in  der E n tfernung L  befindlichen Q uerschnitten eines horizon
talen kreiszylindrischen Rohres vom Durchmesser D  bei geradliniger, 
gleichförmiger Bewegung des W assers m it der m ittleren  Geschwin
digkeit v m nötig ist, läßt sich aus folgender vorgreiflich zitierter 
Form el berechnen:

32 n L v
d P  = — ..........................................................11

H ierm it ist in einem Rohr von bestim m ten Dimensionen und bei 
konstanter T em peratur iwobei rj konstant bleibt) A p  proportional 
der Geschwindigkeit vm.

Hingegen folgt aus Versuchen an  Röhren m it größerem D urch
messer, daß A p  im  allgemeinen nicht proportional vm, sondern in 
anderer A rt m it v m in  Zusam m enhang steht, der in  erster Linie 
durch die Form el zum A usdruck gebracht wurde:

=   III
y  JA 2 g

in  der y das Gewicht des W assers pro Volumseinheit, g die Be
schleunigung der Schwere und /. einen dimensionslosen W ert bedeuten, 
für dessen Bestim m ung nach den Zusam m enstellungen in der H ydrau
lik von F o r c h h e im e r  Verlag von B. G. Teubner) S. 35 u. f. eine 
große A nzahl (ca. 50) Berechnungsformeln m it empirisch bestim m ten 
W iderstandszahlen vorliegen, die selbst wieder vm und D  als Ver
änderliche en thalten : z. B. nach den U ntersuchungen von L a n g , 
un te r Berücksichtigung aller bis 1907 veröffentlichten und etwa 300



e ig e n e n  V e rs u c h e n  z w isc h e n  d e n  G e s c h w in d ig k e i ts g r e n z e n  v m =  0 ,0 0 4  

m /s e k  b i s  um = 5 3  m /s e k  g i l t  d ie  F o r m e l :

* \ c ............................................IV

Grundlagen.

v  ■ D )vn /
« und C sind die Zahlenwerte, die vom Zustand des Rohres ab

hängig sind. Man kann setzen: « =  0,012; ( 7 = 1  für neue Rohre 
m it ganz glatter Innenfläche ohne erkennbare Verschiebung der Quer
schnitte an den Verbindungsstellen.

a =  o,020 und < 7 = 1  für neue oder sehr gut gereinigte Rohre 
m it ganz geringen Unebenheiten an der Innenfläche und an den 
Verbindungsstellen.

« =  0.020 und C =  (jj-'j für Rohre m it ersichtlichen U neben

heiten, worin d den norm alen, dx den von den U nebenheiten ver
ursachten freibleibenden Durchmesser bedeuten. D er W ert des 
Zählers b ist von der T em peratur abhängig und beträg t 0,0018 bei 
etwa 20° C, wächst bis zu 0,0022 bei 3° C und nim m t ab bis zu 
0,0004 bei 100° C.

Berechnet man für z. B. L =  l0 0 m ;  D =  0 ,5 m ; v m =  2,0 m /sek 
t =  20° die W erte von d p ,  so ergibt siel aus der F o rm e ll:

rj —  0,000103

und hierm it aus Formel II :
d p  =  2,6368 kg/qm ; 

m it « =  0,020, ( 7 = 1 ;  6 =  0,0018 aus Formel IV:

X =  0,020 +  0,0018 =  0,0218 

und m it y =  1000 kg/cbm , g =  9,81 m /sek2 aus Form el III 
A p =  816 - j -  73 =  889 kg/qm .

Hieraus erkennt man, daß die Bewegungswiderstände nur in relativ  
geringem Maße von der Reibung selbst abhängon, daß vielmehl dei 
Zustand des Rohres, dessen Einfluß in der Form el IV  durch den 
Zahlenwert « und den Koeffizienten C zum Ausdruck kom m t, in 
überwiegendem Maße bestim m end für dieselben ist.

Die Erklärung hierfür ist nun durch die grundlegenden Versuche 
von O s b o rn e  R e y n o ld s  gegeben, die in  Papers on Mechanical and 
Physical Subjects, Cambridge, a t the U niversity Press, 1901, Vol. II, 
pag. 51 u. f. veröffentlicht sind; aus denselben geht hervor, daß neben 
der fließenden Bewegung noch unregelmäßige wirbelnde Bewegungen 
vorhanden sind, die die für das Fließen nötige Druckdifferenz er
höhen; es ist dies die Erscheinung der



Physikalische Eigenschaften des Wassers. 15

A b b. 5 a

N -
r ~ ,  „  r  — --------------------------------- 1

V  y  \

I S
I R

A b b . 5 c.

Turbulenz. Durch Beobachtung der Strömungserscheinungen in 
geraden Glasröhren von kreisförmigen Q uerschnitt, in denen die 
Form  der Bewegung durch entsprechende Zuführung gefärbter Flüssig
keitsbänder (Abb. 5a, b, c) ersichtlich gem acht wurde, ergaben sich 
folgende qualitative R e
sultate : N .

1. Bei genügend klei- — 
nen Geschwindigkeiten 
bildete der die Strömung 
zeigende Farbstreifen eine 
schöne stabile gerade Linie 
längs des Rohres.

2. Bei vergrößerten Ge- A b b . 5b. 
schwindigkeiten t r i t t  im 
mer in beträchtlicher E n t
fernung von der E inm ün
dung, dort aber plötzlich 
eine Mischung des F a rb 
bandes m it dem umgebenden W asser ein, die dann im weiteren Teil 
des Rohres erhalten bleibt; bei M omentbeleuchtung erweist sich die 
gefärbte Masse in mehr oder weniger regelmäßige Wirbel aufgelöst, 
die Bewegung ist nu r im ersten Teil des Rohres stabil.

3. Die Geschwindigkeit, bei der dieser plötzliche Übergang vom 
stabilen in den wirbelnden Zustand stattfindet, ist in bestim m ter 
Weise abhängig vom Durchmesser und der T em peratur der F lüssig
keit; sie h a t den C harakter einer kritischen Geschwindigkeit.

4. W ird in die Röhre eine sich an  die R ohrw and anschmiegende 
D rahtspirale eingelegt, so tre ten  an derselben Störungen der Be
wegung bereits bei kleineren Geschwindigkeiten als sub 3 auf.

5. Is t der Zustand im Zuflußgefäß ein sehr unruhiger, so löst 
sich bei ganz kleinen Durchflußgeschwindigkeiten das F arbband  schon 
bald  in unregelmäßige W irbel auf; bei etwas vergrößerter Geschwin
digkeit werden die W irbel regelmäßig und verschwinden dieselben 
bei w eiterer Vergrößerung der Geschwindigkeit so, daß die Bewegung 
eine stabile, das F arbband  geradlinig wird, welcher Zustand bestehen 
bleibt, bis die dem Rohrdurchm esser und  der T em peratur en t
sprechende kritische Geschwindigkeit erreicht wird, bei der die nor
male Erscheinung ein tritt.

6. In  relativ  engen Röhren tre ten  abwechselnd in periodischer 
Längenausdehnung unstabile und stabile Bewegungen auf.

7. Die U nstab ilitä t beginnt un ter allen U m ständen in einer E n t
fernung von der E intrittsm ündung des Rohres, >> 30fache des R ohr
durchmessers.



Das wesentlichste quantita tive R esultat besteht in der Form el.

mifc c-==1900 bis 2000,
V

wobei v k die kritische Geschwindigkeit, D  den Rohrdurchm esser, 
o die spezifische Masse, rj den Koeffizienten der inneren Reibung 
und C eine K onstante bedeuten, deren W erte R e y n o ld s  aus seinen 
eigenen Versuchen und denjenigen von P o is s e u i l le  und von D a rc i  
abgeleitet ha t; C ist ein reiner Zahlenwert. Mit den Dimensionen 
des obigen Beispiels m it y =  998,26 kg/cbm entsprechend t =  20 
und g =  9,81 m /sek2, also q =  101,7 wird

0,000103 ,
* > =  2000- W T ö y - 0’004 m' se k -

Man erkennt, daß die kritische Geschwindigkeit sehr kleine W erte 
annim m t und daher in Rohrleitungen im allgem einen u n s t a b i l e  
oder nach gebräuchlicher Bezeichnung t u r b u l e n t e  Bewegungen vor
handen sind.

Aus den aufgezählten Versuchserscheinungen, die durch andere 
Experim entatoren bestätig t und erw eitert wurden, ferner aus dem 
Umstande, daß der W iderstand durch innere Reibung allein ein 
geringer und daß der W ert der kritischen Geschwindigkeit m it ab
nehm ender Zähigkeit der F lüssigkeit, d. i. abnehm endem  t], sinkt, 
ist zu schließen, daß die Q uan titä t des W iderstandes der tu rbu len ten  
Bewegung durch Ungleichmäßigkeiten der Ström ung bestim m t ist, 
die einerseits durch Störungen der Bewegungen am Zu- und Abfluß, 
sowie durch die Rauhigkeit der Rohrwandung verursacht, anderer
seits eben durch die Eigenschaft der leichten Beweglichkeit gefördert 
sind. Die innere Reibung spielt hierbei eine ausschlaggebende Rolle 
in der Nähe der W ände, indem  dieselbe dort W irbel verursacht, die 
in die übrige Flüssigkeit hineinwandern. Siehe P r a n d t l ,  Verhandl. 
d. intern, m ath. Kongr. 1904.

Die T u r b u le n z  ist natürlich nicht an Röhren m it K reisquer
schnitt gebunden, sondern ist im allgemeinen bei Ström ungsvorgängen 
zu finden; ihr Einfluß ist vorhanden beim  Ström en in Röhren, 
Flüssen und K anälen; ein Beispiel hierfür geben nebenstehende 
Abb. 6 a, b, welche photographischen Aufnahmen von Ström ungen 
in einem geraden Versuchskanal wiedergeben und die sachliche Ü ber
einstim m ung m it den klassischen Figuren zeigen1).

Im  H eft 44 der Forsch.-Arb. des V. d. Ing. und im Bd. 52 der 
Z. V. d. I. 1907 ha t B ie l  die Ergebnisse bezüglicher U ntersuchungen

l) W eitere  Beispiele sind in den Abb. 33, Abb. 91a , b, 92 a, b d a rgeste llt.

j  (3 Grundlagen.



in folgende zwei Form eln nebst Tabelle zusammengefaßt

,  h L v *
K = ~ g - . ...................................................A

. Q uerschnitt in qm
worin it den hydraulischen (Profils-j Radius, d. h. it  =
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benetzter Umfang m 
und L  die Rohrlänge in K i lo m e te r n  bezeichnet;

A b b . 6 b.

* =  +   B
I R Vm ) R  7

a ist ein G rundfaktor, f  der Rauhigkeitsfaktor, b der Zähigkeits
fak tor und (rj) der Reibungskoeffizient (nach B ie l  absoluter Zähig
keitskoeffizient) in C. G. S.-Einheiten, also (tj) =  98.1 rj, wenn rj, wie 
oben, in, dem praktischen M aßsystem entsprechenden Ziffernwerten 
gegeben ist.

P rä s il, H y d ro d y n a m ik . 2. A u fl. 2
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I I I I I I IV V
0,12 0,12 0,12 0,12 0,12

0,0064 0,018 0,036 0,054 0,072

B ie l  unterscheidet 6 Rauhigkeitsgrade, charakterisiert dieselben 
wie folgt:

Rauhigkeitsgrad I blankgezogene Rohre,
» II Blechrohre,
„ I I I  gußeiserne Rohre und ebene

W andungen aus Zement,
» IV rauhe Bretter,
„ V  Backsteinwandungen,
„ VI rauhe W andungen,

und stellt folgende Tabelle auf

R a u h ig k e its g ra d ..................  I  H  R I  R  I   ̂ I
G ru n d fak to r a ...................
R au h ig k e its fak to r für

R ohre, f .......................
fü r B ruchsteinm auerw erk : 0,18

0  9 7» rau h es »
i) K anäle  in  E rde, regel

m äßige Bäche, Flüsse,
S t r ö m e ............................ 0,50

» Gerolle, W asserpflanzen 
u n d  H indernisse . . .
do., b is ....................... I>06

Zähigkeitskoeffiz. 6 . . . 0,95 0,71 0,46 0,27 0,27
(«) fü r £ =  12° \  0,0118 0,0088 0,0057 0,0032 0,0032

b ' J  „ i = = i o o ° /  ser: 0,00294 0,0022 0,00142 0,00083 0,00024

und zeigt an Diagrammen die gute Übereinstim m ung m it den E r
gebnissen früherer Formeln.

Seither sind eingehende Studien über die durch Turbulenz ver
ursachten W iderstände durchgeführt und veröffentlicht w orden; in 
jüngster Zeit in Nr. 16 Mitt. d. Eidgen. Amt. f. Wasserw. „B eiträge 
zur Frage der Geschwindigkeitsformel und  der R auhigkeitszahlen für 
Ströme, K anäle und geschlossene Leitungen“ von Dr. A. S t r i c k l e r ;  
in der Z. ang. Mech. Bd. 3, S. 329 bis 339, 1923: Die Messung der 
hydraulischen R auhigkeit von L u d w ig  H o p f  in Aachen und: S trö
m ungsw iderstand in rauhen Röhren von K. F ro m m  in D üren (Rhld.); 
es werden in denselben die Abhängigkeit der W iderstandshöhe und

V  • T
der W iderstandszahl von der R e y n o ld s c h e n  Zahl R  =  —  theore-

v
tisch beleuchtet und die R esultate diesbezüglicher Versuche graphisch 
und tabellarisch vorgeführt und in ausführlichen Quellenangaben auf 
die vorbereitenden und grundlegenden V eröff entlichungen v o n P r a n d t l ,  
K a r m a n ,  M ise s , B la s iu s ,  S c h i l l e r  u .a .m . hingewiesen.
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Bei der Verschiedenheit der U m stände, die die Turbulenz ver
ursachen, ist es naturgem äß unmöglich, e in d e u t ig e  H y p o th e s e n  
für deren Q u an titä t aufzustellen; es ist jedoch von verschiedenen Phy
sikern gezeigt worden, daß der allgemeine Aufbau obiger empirischer 
Form eln auch auf theoretischem  Wege begründet werden kann, und 
sind diesbezüglich nam entlich die U ntersuchungen von O s b o rn e -  
R e y n o ld s  an oben angegebener Stelle und diejenigen von B o u s- 
s in e s q  in seiner Theorie de l'écoulem ent tourbillonant e t tum ul- 
teux . . . anzuführen.

Beide A utoren und ferner H. A. L o re n tz -L e id e n  haben Theorien 
der tu rbulenten Bewegung auf Grundlage der Hydrodynam ik auf- 
gestellt, um die dynam ischen Verhältnisse der Turbulenz zu klären 
und den Einfluß der Zähigkeit auf die Störung oder W iederherstellung 
der S tab ilitä t zu bestim m en. (Siehe Abhandlungen über theoretische 
Physik von H. A. L o r e n tz ,  Leipzig: B. G. Teubner, S. 43 u. f.)

2. Die Grundgleieliimgen.
D er Bewegungszustand einer Flüssigkeit ist dann durch Gleichungen 

vollständig beschrieben, wenn m ittels derselben für jeden P unk t des 
von der Flüssigkeit erfüllten Raum es und für jede Zeit die S trö
mungsgeschwindigkeit und die, an das den P unk t umgebende Massen
element angreifenden, K räfte der Größe und R ichtung nach bestim m t 
werden können.

Die m a th e m a t i s c h e  Beschreibung erfordert die W ahl zweck
mäßiger K oordinatensystem e, auf die die Bewegungen zur O rtsbestim 
mung und O rientierung der Geschwindigkeiten und K räfte bezogen 
werden und die Festlegung des Anfangszustandes, von dem aus die 
Zeitmessung erfolgt.

Die A bleitung der beschreibenden Form eln kann entweder u n 
m ittelbar m it Bezug auf ein K oordinatensystem  oder aber auf Grund 
vektoranalytischer koordinatenfreier Ansätze durch Umformung der
selben auf geeignete K oordinatensystem e erfolgen; hierbei kann en t
weder nach E u le r  von der Aufgabe ausgegangen werden, die Bewe
gung derjenigen Flüssigkeitsteilchen zu beschreiben, die im Laufe 
der Zeit in ein bestim m tes R aum elem ent gelangen; oder aber man 
sucht nach L a g r a n g e  die Bewegungszustände eines Flüssigkeits
teilchens zu beschreiben, die dasselbe längs seiner Bahn annimmt. 
H andelt es sich um die Beschreibung einer Ström ung in einem 
g e g e n  d ie  E r d e  f e s t s t e h e n d e n  H o h lr a u m , so genügt die An
nahm e eines mit der E rde f e s t  v e r b u n d e n  g e d a c h te n  K oordi
natensystem s; handelt es sich um die Beschreibung einer Strömung 
gegen e in e n  in der s t r ö m e n d e n  F lü s s ig k e i t  b e w e g te n  K ö r p e r ,
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so ist ein, m it dem sich bewegenden K örper fest verbundenes K o
ordinatensystem  anzunehmen und dessen Bewegung gegenüber dem 
zur Erde feststehenden K oordinatensystem  zu berücksichtigen; es 
finden hierbei die G r u n d s ä t z e  d e r  R e l a t i v b e w e g u n g  An
wendung.

Die auf ein Massenelement der Flüssigkeit wirkenden K räfte  sind 
teils M a s s e n k r ä f te ,  teils O b e r f lä c h e n k r ä f te .  Als M assenkraft 
kom m t vom rein physikalischen S tandpunkt aus bei Beschreibung der 
Bewegung der Flüssigkeit im  f e s t s t e h e n d e n  K oordinatensystem  n u r  
die Schwerkraft in B etracht; bei Beschreibung in bezug auf das b e 
w e g lic h e  K oordinatensystem  sind nach dem Satz von C o r io l i s  die 
E r g ä n z u n g s k r ä f t e  der Relativbewegung als M assenkräfte hinzu
zufügen; hierdurch wird bekanntlich erreicht, daß bei angenom m ener 
Ruhe dieses Koordinatensystem s, un ter dem Einfluß der Schwerkraft 
und der Ergänzungskräfte die Flüssigkeit dieselbe Bewegung als ab 
solute Bewegung annehm en w ürde, die sie dem bewegten K örper 
gegenüber als Relativbewegung ausführt; man ha t also bei Aufstellung 
der Gleichungen in diesem Falle von einer Bewegung des (Körper-) 
K oordinatensystem s abzusehen; dieselbe ist bereits in den Ausdrücken 
für die Ergänzungskräfte berücksichtigt.

Der bewegte K örper kann hierbei selbst von Flüssigkeit durch
ström t werden; wie z. B. in Turbinen und in Kreiselpum pen.

An den B e r ü h r u n g s f lä c h e n  der einzelnen Massenelemente u n te r
einander sowie gegen andere Medien (Luft an den freien Oberflächen, 
festes M aterial an den Berührungsflächen m it festen K örpern usw.) 
tre ten  O b e r f lä c h e n k r ä f te  auf, die im  allgemeinen s c h rä g , in der 
w iderstandsfreien Flüssigkeit jedoch nur s e n k r e c h t  gegen die Ele
mente der Oberfläche gerichtet sind; d e r  D ru c k  e in e r  F l ü s s i g 
k e i t  a u f  d e n  v o n  ih r  b e n e t z t e n  K ö r p e r  w ird  v e r m i t t e l t  
d u r c h  d ie  a n  d e r  b e n e t z t e n  B e r ü h r u n g s f lä c h e  a u f t r e t e n 
d e n  O b e r f lä c h e n k r ä f te .

In  einem b e s t im m te n  Punk te  der w iderstandsfreien Flüssigkeit 
ist der B etrag der Oberflächenkraft pro Flächeneinheit für alle R ich
tungen oder, was dasselbe, für alle den P unk t enthaltenden Flächen
elemente derselbe, heißt die P r e s s u n g  im Punk te  x,  y ,  z und  ist 
als Druck an allen Begrenzungsflächen eines Elem entes gegen das 
Innere desselben gerichtet; K om ponenten, die in die Fläche fallen, 
sind bei der w iderstandsfreien Flüssigkeit nicht vorhanden; in der 
w iderstandsbehafteten Flüssigkeit sind solche (kurz benannt) T an
gentialkom ponenten wirksam und besteht im Gegensatz zur w ider
standsfreien Flüssigkeit nicht Gleichheit der Pressung, d. i. der N orm al
drücke pro Flächeneinheit nach allen Richtungen, sondern es ha t nur
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das arithm etische M ittel aus den Pressungen in je drei zueinander 
senkrechten Richtungen für einen bestim m ten P u n k t des Raumes 
denselben W ert, der als M ittelw ert in die Gleichungen e in tr i t t1).

I. Fundamentalgleichungen von Euler für widerstandslose
Bewegung.

Die Grundgesetze für die Aufstellung der Gleichungen sind folgende:
1. D er Satz von der K onstanz der Masse, wonach bei Änderung 

der Dichte der Flüssigkeit entweder das Volumen eines bestim m ten

Massenteilchens sich entsprechend ändern muß oder bei konstantem  
Volumen die Ä nderung des Massenwertes in  der Zeiteinheit der in 
demselben enthaltenen Flüssigkeit gleich der Masse des Durchfluß- 
Überschusses in der Zeiteinheit ist; die m athem atische Form ulierung 
der zweiten Folgerung führt zur K ontinuitätsgleichung.

2. Das N e w to n sc h e  Gesetz: Masse X  Beschleunigung =  wirksame 
K raft; dessen Anwendung die Bewegungsgleichungen ergibt.

Um einen P unk t m it den K oordinaten x, y,  z eines kartesischen 
K oordinatensystem s, Abb. 7, sei ein parallelepipedisches Raum elem ent

*) Siehe S. 115 u. f. u n d  L a m b ,  H y d ro d y n am ik , S. 658.



m it den zu den Achsen parallelen unendlich kleinen Seitenlangen 8X, 
ö , ö abgegrenzt; es l i e g t  d ie  A u fg a b e  v o r , d e n  Bew e g u n g s  
z u s t a n d  d e r j e n ig e n  F l ü s s i g k e i t s t e i l c h e n  zu  b e s c h r e ib e n ,  
d ie  z u r  Z e i t  t d u rc h  d ie s e s  R a u m e le m e n t  f l ie ß e n .

Der M assenm ittelpunkt dieser Flüssigkeitsteilchen befindet sich 
zur Zeit t auf dem Elem ent a seiner B ahn, dessen Projektionen 
auf die Koordinatenachsen m it ox, ay, oz bezeichnet seien, und besitzt 
eine G e s c h w in d ig k e i t  v,  deren R ichtung m it jener von o identisch 
ist; die K om ponenten von v  sind v x , v y , v z .

a) D ie  K o n t in u i t ä t s g le ic h u n g .

Ableitung in kartesischen Koordinaten. Im abgegrenzten R aum 
element dx d d,  befindet sich zur Zeit t die Flüssigkeitsmasse 
g d  d t d  , wobei g  die spezifische Masse der Flüssigkeit bedeutet, die

Änderung der Gesamtmasse in der Zeiteinheit beträg t somit —  8x8yöz\

die Flüssigkeit ström t m it der Geschwindigkeit v x durch die Fläche ö y d z

des Punktes x,  y ,  z;  es ist daher ( g v x —  die Pro Z eit'
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d g v  d

W . :

einheit in der x-Richtung in das Elem ent eintretende, ~

die pro Zeiteinheit in derselben R ichtung auftretende Masse; m ithin

ist-  Ó S die durch die Ström ungskom ponente in der x-
dx * y z

Richtung verursachte Änderung des M asseninhaltes; ebenso e rhält

m an S d und für die anderen Richtungen.
dy x v * dz x y

Entsprechend der obigen zweiten Folgerung ist daher zu setzen:

'S q v x , dgvy 8 q v ,
, dx dy  1 dz .

es folgt hieraus die Kontinuitätsgleichung

d g  , 8 q v x . dQVy  . d g v z ...................................... A

dt  dx dy  dz

Vektoranalytische Ableitung. Mit ö als G eschwindigkeitsvektor, 
g als Skalar, dx als Raum, do  als Oberflächenelement eines innerhalb 
der Flüssigkeit in beliebiger Form  abgegrenzten R aum teiles gibt
m it b als Vektor komponentę norm al zu do  die zweite Folgerung

den Ansatz: j l " d x =  — J gündo,  die Integrale sind über den ganzen

R aum teil bzw. dessen Oberfläche zu erstrecken.



Nach dem G au ß sch en  Integralsatz ist J o ü )1do =  J divoiodr  und 

daher J  -j- di vgt i j  d t = 0 ;  da die Abgrenzung beliebig ist, so folgt 

die vektoranalytische Form  der K ontinuitätsgleichung:
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dg
-— - \ - d i v g  t> =  0, A'

die bei Um form ung auf kartesische K oordinaten die Gleichung A 
ergibt.

b i D ie  B e w e g u n g s g le ic h u n g e n .

Fundamentalgleichungen von E u le r  für widerstandsfreie B e
wegung. Nach dem N e w to n sc h e n  Gesetz und  m it den Bezeich
nungen X,  T, Z  für die wirksamen K raftkom ponenten parallel zu den 
K oordinatenachsen ergeben sich die drei Gleichungen

z,

wobei g den B etrag der spezifischen Masse der Flüssigkeit bedeutet. 
Die K om ponenten X ,  Y, Z  setzen sich je aus zwei H auptteilen zu
sammen, d. s. erstens der den M assenkräften zukommende, zweitens 
der den O berflächenkräften zukommende Teil; m it K x, K y, K ,  als Be
schleunigungswerte der M assenkraftkom ponenten ergeben sich die 
B eträge der ersten Teile

K x Q 8 x 8 y 8 z>

B ezeichnet ferner p  die P r e s s u n g  im P u n k t x y z  zur Zeit t und sind
d p ; — ; —  die Beträge der Pressungsänderung pro Längeneinheit
d x ’ d y  dz
in R ichtung der Koordinaten, so folgt für den Teilbetrag der Ober
flächenkräfte

d p  d x \
in der .Z-Richtung: \ p  —

dx 2 dx

Y-

som it werden

in analoger Ableitung

=  \ o K
dp
dx.

o K ,

c y  

dp
—  ̂O . A  =  o ^ - < 5 x <5y<L.
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Die Beschleunigungskomponenten sind die Grenzwerte von

VZ2 — V* 1
T

für lim r =  0, wenn ^ 2 , 0 * 2  resp. »«!, «¡,1 , v*i> die W erte der 
Geschwindigkeitskomponenten in den E ndpunkten des Bahnelem entes o 
bedeuten, das im Zeitelement r  vom M assenm ittelpunkt des Flüssig
keitselementes zurückgelegt wird; die Größen der Geschwindigkeits
komponenten in einem Punkte sind im allgemeinen durch YY erte 
von Funktionen der K oordinaten des Punktes bestim m t und an 
demselben P unkt m it der Zeit veränderlich; dem entsprechend er

gibt sich ^  , ^ e ax , 8 v r a y , d v s 0g_ . 8 v s _r
vx2 vx +  dx ' 2 +  2 0z 2 dt  2

Xl 8J s . ^
dx 2

dy 2 

dy 2

dz 2

f a x ? »
dz 2

f ax
dt

hierm it vx* J k i = ?ü*.£* JL t o * aJL +
t  dx  t  dy  x dz x dt

und da die Grenzwerte von

sind, so folgt
r

dt

°y
x V =  v.

, < K
' dt

d v  dvy
■ v  — -  +  V  — -  -- ~~ - r  y dyx dx

d_v̂ _
dz

und in analoger Ableitung

d v u dVy dVy dVy
—  - =  —- -1- v - — -4-  v

dt ^  x d x ~  y dydt

d v ,
d t

dx<±  

dt

dVy
dz

dv ,  . d v  d v
v —Ł v —- 4- v  —?- - W  y dy  - r  * dzdx

Durch Einsetzen dieser Beschleunigungswerte und  der W erte für X,  
Y, Z  in die ursprünglichen Gleichungen und Division durch q Sxöuöi 
erhält m an folgende d r e i  B e w e g u n g s g le ic h u n g e n :

1 dp dv dv dv
K -------- —  =  —2 +  v —- -4- v —2

q dx dt 1 x dx ' « dy

y 10 dy

dt

dv iy 1 dvy , dvy 1 
—  - 4—  V  - - - - -   +  V   - ~ \ - V

dt  ' x dx ^  y d y ~  *

1 dp dv . dv dv_ .
K    =  —2 -4- v —— —j— v

Q dz dt  ‘ * d x '  y d y ^  *

dz

SVy
dz

dvz
dz

II

III

Die Gleichungen A, I, II, I I I  sind die E u le rsc h e n  F undam ental
gleichungen der Hydrodynam ik. Für inkompressible reibungsfreie,
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also ideale Flüssigkeiten, als deren nächster R epräsentant das W asser 
angenommen wird, ändern sich die Gleichungen I, II, I I I  der Form  
nach nicht, es nim m t lediglich g einen konstanten W ert und hier
mit die Gleichung A die Form  an:

^  +  ^ , ^  =  0 . A 
dx dy dz   a

Diese Sum m e d er d re i p a rtie llen  D ifferen tia lquotien ten  h e iß t die r ä u m l i c h e  
D i l a t a t i o n .  E n tsp rech en d  G leichung A„ ist bei Bewegung einer idealen 
F lüssigkeit die räum liche D ila ta tio n  k o n sta n t gleich Null.

In  den Gleichungen A, I , I I , I I I  entfallen die Glieder mit den
p a r t i e l l e n  Ableitungen nach der Z e it  t, wenn die Bewegung eine
derartige is t, daß Geschwindigkeits- und Pressungszustand sich im 
allgemeinen wohl von Ort zu O rt ändert, aber an  je d e m  O r t z e i t 
l ic h  u n v e r ä n d e r l i c h  ist. E in e  s o lc h e  B e w e g u n g  w ird  a ls  
s t a t i o n ä r  o d e r  n a c h  G ra s h o f  a ls  p e r m a n e n t  b e z e ic h n e t .  
Deren Fundam entalgleichungen sind:

r. 1 dp dv„ . dv„ . dv
K j    ---  v —- - \ - v  —^ - i - v  —  ̂ I

g dx x dx y dy ' z d z ........................ p

1 dp dvy dv dv
U r\   -r  ̂ ---- —— V  y q dy  x dx « dy  ^  z d z ...................  p

„  1 d p  dv,  dv,  . dv,
K ,  — ------ — v —2--4- v —-  4 -  v —  III

q dz x dx ' y d y '  z d z ...................  P
8 (vx ‘ 9) | g ( y g )  , d(v,-g)  _ o

dx dy dz    p

Ap gilt dann, wenn g von der Pressung p  beeinflußt wird.
F ü r den Fall der inkom pressiblen Flüssigkeit, d .i .  p =  konstant, 

wird Ap =  A a.
Mit den G r u n d g le ic h u n g e n  u n d  d e n  B e d in g u n g s g le ic h u n 

g en  d es  je w e i l ig e n  P r o b le m s  können im Prinzip die Geschwindig
keitskom ponenten und die Pressungen als Funktionen der K oordi
naten  x,  y ,  z und der Zeit t bestim m t werden.

Is t der Bewegungszustand ein stationärer, so en tfällt die Ab
hängigkeit von t; vx, v y, vz und p  erscheinen nur als Funktionen von 
x,  y ,  z und lassen sich aus den Funktionsw erten der Geschwindig
keitskom ponenten die Gleichungen der Bahnlinien ableiten: da näm 
lich für jeden P u n k t einer Strom bahn

a d x  . oy d y  a, dz
v =  hm  =  —  , « =  hm  — =  — v , =  lim — =  —

r d t ’ « % d t  1 x dt
ist, so ergeben sich aus

vv = ^y  Vz_____ d z  V x ___dx
vx dx  ’ V  d y  ’ V ,  dz



d ie  to ta l e n  D if f e re n t ia lg le ic h u n g e n  d e r  P r o j e k t io n e n  d e r  S t r o m b a h n e n  

a u f  d ie  K o o r d in a te n e b e n e n
( + v y) d x  +  ( - v x) d y  =  d F xy |
( + v z) d y  +  { - v y) d z = d F y z [ .............................

( - j -  v x) d z  - ( -  (—  v . )  d x  =  d F zx 

w o r in  F  F  , F  e in e r s e i t s  d ie  B e d e u tu n g  v o n  F u n k t io n s z e ic h e n  
u n d  a n d e r e r s e i t s ,  s o fe rn  e t  s ic h  u m  F e s t s t e l l u n g  d e r  e in z e ln e n  S t r o m 

bahnen h a n d e l t ,  d ie  B e d e u tu n g  v o n  P a r a m e te r n  h a b e n .
W e n n  d e r  B e w e g u n g s z u s ta n d  z e i t l i c h  v e r ä n d e r l i c h  is  , so  

h a b e n  d ie  S t r o m b a h n e n  k e i n e  d a u e r n d e  G e s t a l t ;  d e n n  d ie  G le i
c h u n g e n  f ü r  v x , v  u n d  v z e n th a l t e n  a u c h  d ie  Z e i t  a ls  V a r ia b le .

B e n u tz t  m a n  t r o tz d e m  d ie  g le ic h e n  A n s ä tz e  V , in d e m  m a n  
e b e n f a l l s  a ls  P a r a m e te r  b e t r a c h t e t ,  so  e r h ä l t  m a n  d u r c h  V  d m  
G le ic h u n g e n  f ü r  m o m e n ta n e  S t r o m b a h n e n ,  u n d  z w a r  i s t  d e r  Z e i t 
m o m e n t  d u r c h  d e n  je w e i l ig e n  P a r a m e te r w e r t  t b e s t im m t;  d ie se  
m o m e n ta n e n  S t r o m b a h n e n  o d e r  in  k ü r z e r e r  B e z e ic h n u n g  „ S t r o m 
l i n i e n “ s in d  n i c h t  i d e n t i s c h  m i t  d e n  w irk l ic h e n  S t r o m b a h n e n  d e r  
e in z e ln e n  F lü s s ig k e i ts e le m e n te ,  s o n d e r n  d ie s e lb e n  c h a r a k te r i s i e r e n  d ie  
A u fe in a n d e r fo lg e  d e r  F lü s s ig k e i ts e le m e n te  in  d e r e n  B e w e g u n g s r ic h 

t u n g  im  Z e i t m o m e n t .
B e i s p i e l :  In  einer an  sich ruhenden  F lüssigkeit w ird  d u rch  einen K örper, 

Abb. 8 der irgendeine (der E infachheit h a lb e r z. B. geradlin ige u n d  gleichförm ig 
angenom m ene) T ransla tionsbew egung besitz t, eine S tröm ung  erzeugt, indem

d er K ö rp er einerseits F lüssigkeits te ilchen  vor sich 
hersch ieb t, anderse its  dem selben solche folgen, 
hierbei g e ra ten  n ich t n u r  die in  u n m itte lb a re r 
N ähe des K ö rp ers  befind lichen , sondern  auch 
andere  Teile d er F lüssigkeitsm asse  in  Bew egung; 
jedes F lüssigkeitste ilchen  w ird  zu e iner b estim m 
te n  Zeit eine bestim m te  B ew egungsrich tung  be 
sitzen, wobei sich eine d e rartig e  A ufe in an d er
folge von  F lüssigkeits te ilchen  e rg ib t, daß K u r
ven als V erb indungslin ien  von M assenm itte l
p u n k ten  gezogen w erden können, deren  Tangen- 

Ahb ten  den m om entanen  B ew egungsrichtungen e n t
sprechen ; im  nächsten  Z eitm om ent befindet sich 

der K örper bereits  an  einem  än d ern  O rt; es k ann  u n te r  U m stän d en  die G ru p 
pierung  d er bew egten  Flüssigkeit um  ihn  und  re la tiv  zu ihm  d er G esta lt nach 
kongruen t der früheren  sein, aber in  den kongruen ten  K urven  um  zwei L agen 
des K örpers befinden sich n ich t m ehr dieselben F lüssigkeitste ilchen, jedes d e r
selben h a t seinen Ort sowohl gegenüber dem  bew egten K örper als auch gegen
ü b e r dem  feststehenden  R aum , in  dem  sich die Flüssigkeit befindet, v e rä n d e rt;  
die A ufeinanderfolge d er O rte eines F lüssigkeitsteilchens gegenüber dem  b e 
w egten K örper g ib t in  diesem  Fall d er K ongruenz d er Strom lin ien  eine dau ern d e  
re la tive  S trom bahn  im  bew egten K oord in a ten sy stem ; die A ufeinanderfo lge  d er 
O rte desselben T eilchens im  feststehenden  R au m  gibt die w irkliche S trom bahn  
dieses, aber auch n u r dieses Teilchens im feststehenden  K oord in a ten sy stem .

2  g Grundlagen.
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c) G le ic h u n g e n  v o n  H e lm h o ltz .

F ü h rt man nach H e lm h o l tz  in die Gleichungen I, II, I I I  die 
folgendermaßen definierten W inkelgeschwindigkeiten ein:

9 0
x d y  d z  ’ y d z  dx "1 ~~z d x  d y  ’

so erhält man bei entsprechender Ordnung die Gleichungen

1 d p  dv_. . f  d v _  . d v u . d v \  .
K  —  =  —- -J- v  —- -k  v  —- -4- v  —-  —  2 1Q v — Q  v )

o d x  dt  ' \ x d x  ' y d x  ' z d x )  z y x y’

d v  d v y d v  d ( v *  v y - v  1 2\ d v 2
oder wegen =  -■  (-J - +  -  +  f )  -

g dx dt  ' d x  2 y z y y zJ

y o  d y  d t  ' d y  2 K x z

_  1 d p  d v ,  . d v -  „  . _  , t t t /
K  = —M ---------------2 ( Q  v  — Q v ) .  . . . I I I

g  d z  d t  ' d z  2 y x x y’

Mit den R ichtungsw inkeln X, ¡x, v von K  gegen die K oordinaten
achsen werden: K  =  K cos X; K .  =  K c o s  u; K ,  —  K cosr; sindx y z
l, m,  n,  die Richtungswinkel eines beliebig gerichteten Längen
elementes d a ,  also dx  =  d a c o s l ;  d y  =  dac oBm;  dz  =  da  co sn; ist

d  j)
ferner o nur von der Pressung abhängig, so daß m an — =  diß

g
schreiben kann, so gibt die Zusammenfassung obiger drei Gleichungen 
nach dem Schema V d x  -j- I I ' d y  -j- I I I '  d z  =  0 un ter Berücksichtigung, 
daß gesetzt werden kann:

K x d x - \ -  K y d y  -)- K z d z  =  K  (cos X cos l -f- cos /x cos m  -j- cos v cos ri) da  

=  K  cos (ka) d a  =  K a da,

1-  d x  _!_ — d v  -1-  — —  dz  —  —  dx  - k  —  d y  k -  —  dz  —  d® 
q  dx q dy V 1 g  d z  d x  d y

Die Gleichung:

K a d a  +  d y  +  ^ d x  +  ^ d y  +  ^ d z ' j  +  d j  —  2 §  =  0

m it §  als Bezeichnung für den A usdruck

i ( Q z Vx  —  Ü y Vz )  d x  +  ( ö .  V z —  Vx ) d V  +  ( f l „  V x  —  V y)  d z \  ■



Bei Anwendung der aus nebenstehender Skizze (Abb. 9) ersieht 
liehen Bezeichnungen für die Richtungswinkel von v und da  gegen 
einander und gegen die K oordinatenachsen, folgt bei festgehaltener 
Lage von da  wegen cos a cos l -j- cos ß  cos m -f- cos y cos n =  cos y  und

— ^sin a cos l —  -(- sin ß  cos s*n "f cos n =  s n̂ ^ 'gt

3 j s  1 *  +  8JV dy ^  i ,  =  (dvc o s  z  _  „  8i„  z  =  ? ™ p  =  83 .

Bezeichnet m an m it

Q  =  1 +  Q  2 +  ß  2
' x  I !/ 1 2

die resultierende W in
kelgeschwindigkeit der 
K om ponenten Q x, Q y, 
ß 2; m it w,  £, 7) ,  £ 
deren Richtungswinkel 
gegen v,  und die Ko
ordinatenachsen, ferner 
m it L,  M,  N  die 
Richtungswinkel der 
Norm alen zur Ebene 
von v und Q  gegen d a  
und die K oord inaten
achsen, so kann § ,  wie 
folgt, um form t w erden

§ = v  Q  da  [(cos ß  cos £ — cos y cos rß cos l 

-j- (cos y cos £ — cos a cos £) cos m  -)- (cos a co s»j — cos ß  cos £) cos n]

nach den Regeln der analytischen Geometrie des Raum es bestehen 
die Beziehungen

cos ß  cos £ — cos y cos rj =  sin w cos L  ,

cos y cos £ — cos a cos £ =  sin w cos M ,

cos a cos tj — cos ß  cos £ =  sin w cos N ,

cos L  cos l +  cos M  cos m  - |-  cos N  cos n =  cos & ;

es wird n  . ,  ,Jg =  v- Sl'Sin w cos <P d a .

W enn man in p = = — die W erte: y =  1000 kg/m" und  g —  9,81 m 2/sek 
9

Pals konstant annehm en kann , so wird d'$ =  gd —, und m an erhält

2 8  Grundlagen.

dt da  dt da
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hierm it die Grundgleichungen der H ydrodynam ik:
7) ()v

— K  da  4 -  g d  f- ~ - da  4 - d  —-----(v2  Q  sintc) cos 0 d a  =  O . B
y d t  2  '

in k o o r d in a t e n f r e i e r  Form, die in vektoranalytischer Bezeichnungs
weise geschrieben werden kann

v  d ö v2
S  +  9 9r a d  -  +  +  9r a d  — — [b • roí bl =  0 . . . . B'

y dt  2 J

Besitzt die K raft ein Potential g g , so w ird — K a d a  =  g d ^
resp. $t =  ggradi$,  und die Gleichungen B nehmen nach Division
durch g  die Form en an

V  1 d v  v 2 1
d% d  1-------— ---------- ( v  2 D  sinto) cos 0  d a  =  0  . B"

7  9 d t  2  g  g

grad ( g  —W  i .  1 [ö ro t  b] =  0 . . . B '"
\  y 2 g J g d t  g  J

Die Grundgleichungen B werden besonders einfach für die Fälle, 
in denen i2 =  0 ist; es werden hierbei auch D x, Q y, Q z gleich Null 
und folgt aus deren Definitionsgleichungen, daß dies e in tritt, wenn 
eine Potentialfunktion <p der K oordinaten existiert, deren partielle 
Ableitungen nach den K oordinaten die Geschwindigkeitskomponenten
bestim m en.  ̂ 0 „ccp dcp dcp

V y = ~dy ’ =

es wird dann eben z. B.
d v z dVy  d*cp d 2<p
------------- = --------------- -—  =  1J =  U usw.
d y  d z  d z d y  d y d z  x

Eine solche F unktion  0  heißt dann nach H e lm h o l tz  das Geschwin
digkeitspotential (in Analogie zum K räftepotential). Strömungen, für 
die ein Geschw indigkeitspotential existiert, heißen Potentialström ungen.

Flächen innerhalb der Flüssigkeit, auf denen das Geschwindigkeits
potential gleichen W ert ha t, heißen Ä quipotentialflächen; die Be
wegungsrichtung der dieselben enthaltenen Flüssigkeitsteilchen fällt in 
die Norm alen zur Fläche.

F ür inkom pressible Flüssigkeiten ergibt sich aus der K oordinuitäts- 
gleichung

J i + - i- y + t = dn" , =  0
die Gleichung ¿, ,p  ...

W ^ W + ^ =dwgrad'r= 0 '
Flüssigkeitsbewegungen, für die ein G eschwindigkeitspotential nicht 
existiert, heißen wirbelhafte Bewegungen; für dieselben existieren
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W irbelfäden, das sind Linien, deren Tangenten in die R ichtung c er 
Achse der to talen  Winkelgeschwindigkeit ü  fallen und die wie er 
im Falle idealen Flüssigkeitszustandes immer aus denselben Flussig- 
keitsteilchen zusammengesetzt sind und m it denselben fortschwimmen.

Die W irbellinien bilden hierm it ein Vektorfeld; für eine aus 
W irbellinien gebildete dünne Röhre, d. i. eine W irbelröhre gilt da  er 
eine der K ontinuitätsbedingung analoge Eigenschaft

d .h .  die In tensitä t des Wirbels, d. i 2 f Q ,  bleibt konstant.
H ieraus folgt, daß W irbellinien in einem Punkte  innerhalb der 

Flüssigkeit weder entstehen noch endigen können; sie müssen en t
weder geschlossene K urven bilden oder an den Grenzflächen beginnen 
oder aufhören.

Von W ic h t ig k e i t  sind noch folgende Sätze:
Der Teil einer vollkommenen Flüssigkeit, dessen Bewegung an

fänglich wirbelfrei, behält diese Eigenschaft immer bei, wenn die 
w irksamen K räfte eindeutiges Poten tial besitzen; die Bewegung aus 
der Ruhe ist daher im m er wirbelfrei.

W irbellinien bewegen sich m it der Flüssigkeit.
Dies sind die von H e lm h o l tz  entdeckten und  im Jah re  1858 

veröffentlichten W irbelsätze (siehe O s tw a ld s  K lassiker der exakten
W issenschaften Nr. 79).

D as durch die Größe §  bestim m te Schlußglied in den Glei
chungen B ist ein Vektor, der im m er senkrecht auf die Ebene der 
Vektoren 0 und ro te  steh t; ist zudem dessen W ert so beschaffen,

daß ganz allgemein — [tirotti] =  grad<5 gesetzt werden k an n , so

vereinfacht sich die Gleichung noch weiter in

Im stationären Zustand sind dann die W erte von p  und  v durch 
Funktionen der Ortskoordinaten bestim m t.

II. Allgemeine Form der Grundgleichungen.
Die Gleichungen

2 J  ü d o  =  konst.;

III

. I

II.

IV
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können als allgemeineres R esulta t der Ableitung der Gleichungen I, 
II, III gelten, wenn m it Wx, Wy, Wz die K om ponenten einer Be
schleunigung eingeführt werden, in denen der Einfluß der Reibung 
resp. der Reibung und der Turbulenz zum Ausdruck kommt.

a) Grundgleichungen bei innerer Reibung1). Die Ergänzung der 
E u  1er sehen Fundam entalgleichungen m it Rücksicht auf innere R ei
bung wurde zuerst von N a v ie r - P o is s o n ,  später von d e  S a in t -  
V e n a n t  und S to k e s  durchgeführt.

Die W erte Wx, Wy, Wz werden in diesem Fall durch die Glei
chungen bestim m t , ^

x 3 g dx T o v 1

=  ^ ....................
» 3 g dy  g y

I r j d Q r ]

in demselben bedeuten y  den P o is s e u ille s c h e n  Reibungskoeffizienten,
_ dv dvy dv
0  =  — + ^  +  ^ - '  und dx dy dz

V * v  

V 3 v

_ X

dx2
_L x 1
1 8r 1

X

d z 1

C“Vy , t f vy  ; d2Vy
dx2 ' d y 2 1 dz2

_ 9 \

o o i 8 v * ii o ‘2
dvz
o k2

Bei unzusam m endrückbaren Flüssigkeiten is t g =  konstant, m it
hin 0  =  0. Die Ausdrücke für die Kom ponenten Wx, Wy, Wz werden:

w ,- 2v v  ■'•“ J f ’v
b) Grundgleichungen bei innerer Reibung und Turbulenz2). Die

U ntersuchung des Einflusses der T u r b u le n z  wurde sowohl von 
O s b o rn e  R e y n o ld s  als auch von L o r e n tz  ohne Berücksichtigung 
der Zusam m endrückbarkeit, also un ter der Annahm e y =  konst. und 
un ter Ausschluß äußerer M assenkräfte, also

K x =  0 , K y =  0 , K =  0,

0  Bezüglich d er A ble itungen  w ird  au f die L ite ra tu r , nam en tlich  L a m b :  
H y d ro d y n am ik , § 319, S. 672, verw iesen.

®) B ezüglich d er A bleitung w ird  au f d ie A bhandlung  I I I  von  L o r e n t z :
S. 43 bis 71, verw iesen: „U ber die E n ts teh u n g  tu rb u le n te r  Flüssigkeitsbew egungen 
u nd  den  E influß d ieser Bewegungen bei d er S tröm ung  d urch  R o h re“.
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durchgeführt; der leitende Grundgedanke dieser U ntersuchungen be
steh t in der Teilung der Bewegung in die H a u p tb e w e g u n g  und in 
die t u r b u l e n t e  B e w e g u n g  in dem Sinne, daß jener das W e i te r 
f l ie ß e n ,  dieser hingegen die u n r e g e lm ä ß ig e n  w ir b e ln d e n  B e 
w e g u n g e n  zugeteilt wurden; diese Teilung wird zum Ausdruck ge
bracht durch die Relationen

worin vx, v , v. und p  M ittelwerte der Geschwindigkeitskomponenten 
der Hauptbewegung, v j , vy' , v '  und p' die, der tu rbu len ten  Bewegung 
entsprechenden, Geschwindigkeits- resp. Pressungsanteile bedeuten. 
Die Bildung der M ittelw erte ist hierbei in der Weise vorgenommen 
gedacht, daß die Bewegung vx, vy , vz einfacher ist als die wirkliche, 
ohne daß alle Einzelheiten der Turbulenz verschwinden; dieselbe 
kann auf dreierlei Art erfolgen, und zwar in bezug auf: 
entweder einen kleinen Zeitabschnitt (r)

wobei in jedem Bewegungsfalle diejenige Art zu wählen ist, durch 
die die Turbulenz noch genügend zum Ausdruck kommt.

F ü r die Anteile v v v j  wird die Eigenschaft angenommen,x  7 y  x
daß ihre M ittelwerte gleich Null sind.

In  den allgemeinen Grundgleichungen I w, I IW, III^,, I V w sind die 
Geschwindigkeiten und die Pressung diejenigen der H auptbew egung 
und wird

oder einen kleinen Längsabschnitt (s)

oder einen kleinen Raum teil (S)
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L o r e n tz  zeigt, daß die Glieder in den eckigen K lam m ern einem 
T r a n s p o r t  von B e w e g u n g s g rö ß e  infolge der tu rbulen ten  Bewegung 
entsprechen, wodurch Tangentialkom ponenten der Oberflächenkräfte 
also gleichsam neue Reibungen entstehen.

In  § 13 der O riginalabhandlung von L o re n tz  werden diejenigen 
Gleichungen abgeleitet, m ittels deren man bei g e g e b e n e r  H au p t
bewegung die tu rbulen te  Bewegung bestim m en könnte; in den §§14 
bis und m it 17 wird die bezügliche U ntersuchung für die stationäre 
Strömung durch ein g e r a d e s  R o h r  m it k r e is f ö r m ig e m  Q u e r 
s c h n i t t  durchgeführt und die R esultate m it denjenigen der P o is -  
se u i Ile  sehen Strömung verglichen.

F ü r die Geschwindigkeitsverteilung der geradlinigen, achsenparal
lelen H auptström ung wird die Form el erhalten

i = 4̂r“9_̂r")J~ \ I Q-vi vr d r >

aus derselben folgt die Ergiebigkeit in der Zeiteinheit

ra ra
r nr * n r  __

V =  v - 2 r  ji d r  =  - y ■ J ------ q -vJ v j  r2 dr;

o o

hierin bedeuten v j  und v j  die Geschwindigkeitskomponenten der 
Turbulenz in axialer und radialer R ichtung von der Eigenschaft, daß 
der M ittelwert v j  v r' nu r von r abhängt; y  ist der Koeffizient der

yinneren Reibung; J = - y -  en tsprich t dem Druckgefälle.
1j

Aus derselben Gleichung folgt nach entsprechender Ordnung und 
Umformung und wegen V =  ra' n  v m m it vm als to ta ler m ittleren Ge
schwindigkeit

i f M f f r  \2
d

r
J  = —  -j- 16

0

v v r Y  rz r

2 g r a

worin 91 =  Vm^a - v m__nß K e y n o ld sc h e  Zahl und das In tegral
rj rjy

ebenso dimensionslos ist wie 91; der K lam m erausdruck entspricht 
hierm it dem Zahlenfaktor yj in der von L u d w ig  H o p f  in Aachen 
in seiner Abhandlung „Die Messung der hydraulischen R auhigkeit“ 
(Z. f. ang. Math. u. Mech. Bd. 3, 1923, S. 329— 339) an die Spitze gestellte 
H auptform el

H  _ v2 
T  =  J  =  'f z i r ‘

P r ä s il, H y d r o d y n a m ik . 2. A u fl.
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Die Auswertung des Integrales m acht die K enntnis der tu rb u 
lenten Geschwindigkeiten erforderlich, die jedoch nur auf Grund von 
Versuchen und hypothetischen In terpretationen  derselben gewonnen

w erd en  k a n n ; d a s  e rs te  Glied ^  im  K la m m e ra u s d ru c k  e n ts p r ic h t

der inneren Reibung.
D as R esultat wurde unter folgenden Annahmen erhalten .
1. Die m ittlere turbulente Bewegung ist für alle Q uerschnitte 

konstant ; diese Annahme beruht auf der durch \  ersuche festgestellten 
Tatsache, daß die für eine bestim m te Ausflußmenge notige D ruck
differenz auch bei Vorhandensein von Turbulenz der Röhrenlange 
proportional ist; dem entsprechend konnten alle partiellen Ableitungen 
nach der Achsenrichtung von M ittelw erten der P rodukte  von Ge
schwindigkeitskomponenten der Turbulenz, sowie auch diejenige der 
Hauptbewegung gleich Null gesetzt werden.

2. An der Röhrenw and werden alle Geschwindigkeitskomponenten 
gleich Null entsprechend der Annahme des Haftens.

3. Wegen Sym m etrie um die Achse sind v und alle M ittelw erte 
der Produkte von Geschwindigkeitskomponenten der Turbulenz nur 
von r abhängig; das bedingt naturgem äß Vernachlässigung des E in
flusses der Schwerkraft und hierm it W eglassung der Kom ponenten 
derselben in den Gleichungen a.

Die zweite Form el zeigt, daß durch die Turbulenz die Ergiebig
keit bei gleicher Druckdifferenz auf dieselbe Länge gegenüber einer 
geradlinigen Ström ung m it lediglich innerer Reibung verkleinert wird; 
hierbei nim m t das Geschwindigkeitsgefälle längs eines Radius von 
der M itte zu zuerst langsamer, gegen die Rohrw and viel schneller zu 
als bei der P o is s e u i l  le  sehen Strömung.

Auf G rund der allgem einen G leichungen w urden  von R e y n o l d s  auch 
Beweise fü r die E xistenz einer k ritischen G eschw indigkeit als G renze des s ta 
bilen Z ustandes e rb ra c h t; die fü r spezielle Fälle  h ierbei e rrech n eten  R esu lta te  
fü r die Größe derselben weichen a llerdings von d en  V ersuchsw erten  ab, was 
jedoch begreiflich erscheint, da  die Form  d er e igentlichen T urbu lenz  doch n u r 
angenom m en und  auf G rund dieser A nnahm e in die G leichungen e ingeführt 
w erden konnte; die Form  der G leichung fü r die kritische G eschw indigkeit en t
sp rich t jedoch d er em pirisch gefundenen.

E inen V ersuch, aus den  G rundgleichungen F orm eln  fü r die B estim m ung 
der T urbu lenz abzuleiten, h a t B o u s s in e s q  in seiner Théorie de l ’excoulem ent 
to u rb illonan t e t tu m u ltu eu x  des liquides, 1897, P a ris  G au th ier-V illars e t  fils, 
un ternom m en; es w erden ebenfalls d u rch  Teilung der Bewegung in  2 Teile  die 
N a v ie r - P o i s s o n s c h e n  Form eln  um g eän d ert und  durch  A npassung des R ei
bungskoeffizienten an die B a z in  sehen V ersuche die q u an tita tiv e  Ü b ere in stim 
m ung der theoretischen  m it den V ersuchsresu lta ten  zu erre ichen  gesucht. 
L o r e n t z  w eist jedoch d a rau f hin, daß  h ierbei gerade die de r tu rb u le n ten  B e
w egung en tsprechenden  G lieder vernach lässig t seien. Siehe A bhand lungen  der 
m athem . Physik , S. 62.



II. Hydrostatik.
Die H ydrostatik  beschreibt die Zustände der r u h e n d e n  Flüssig

keit; es folgen aus den Bewegungsgleichungen die drei H auptglei
chungen (siehe Seite 25):

— - j r  =  0 , K y —  — ~ = = 0 ,  K — ~ df  =  0 . B i, 1 1 , m  
x q  d x  Q S y  q  dz  8

Die K ontinuitätsgleichung reduziert sich auf

9/  =  0 ...............................................  A,
dt  9

Aus letzterer Gleichung ist zu folgern, daß d e r  R u h e z u s ta n d  z e i t 
l ic h e  U n v e r ä n d e r l i c h k e i t  d e r  D ic h te  b e d in g t .

Es sind zwei Fälle zu unterscheiden:

1. Die R uhe g e g e n ü b e r  d e r  E r d e ,  wobei die Flüssigkeit sich 
in einem m it der E rde fest verbundenen Raum  befindet; es sind 
dann K x, K y, K z lediglich die K om ponenten der Schwerkraft:

2. Die R uhe g e g e n ü b e r  e in e m  R a u m  (Hohlraum  eines Gefäßes), 
der sich gegenüber der E rde in Bewegung befindet; K x, K y, K z be
stehen dann aus den Kom ponenten der Schwerkraft und aus den 
K om ponenten der ersten E rgänzungskraft der Relativbewegung, da 
die zweite Ergänzungskraft gleich Null ist.

Die Problem e der absoluten R uhe sind rein statische Probleme, 
es werden daher im folgenden nur Problem e der relativen Ruhe 
behandelt.

Relative Rulie.
W enn ein Gefäß, in dem sich Flüssigkeit befindet, selbst eine 

Bewegung besitzt, so erscheint im allgemeinen der B estand relativer 
R uhe nich t gesichert und ergibt sich als erstes Problem die Be
stim m ung solcher Bewegungsarten, bei denen dieser B estand mög
lich ist.

3*
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1. Allgemeine Untersuchung.
Die in den Grundgleichungen enthaltenen Größen K x, K y, K z sind 

hierbei durch Summierung der Beschleunigungskom ponenten der 
Schwerkraft m it den K om ponenten der ersten Ergänzungsbeschleu
nigung der Relativbewegung zu bilden; für irgendeinen durch die 
K oordinaten x , y , z  in dem m it dem Gefäß verbundenen K oord inaten
system  bestim m ten P unk t ist letztere der Größe nach gleich, der 
R ichtung nach entgegengesetzt der diesem P u n k t als G efäßpunkt 
zukommenden Beschleunigung.

M ultipliziert man die Grundgleichungen (Seite 35) m it dx,  d y ,  dz  
und berücksichtigt wieder, daß im allgemeinen p  örtlich und zeitlich 
veränderlich, daß also

ist, so erhält man durch Addition

— d p  =  K x d x - \ -  K y d y  ^  K z d z - \ -  dt ,  . . . . B 
Q ^

wobei die Gleichung gilt

8e =  o .
dt

Aus Gleichung A folgt ganz allgemein die Bedingung zeitlicher 
U nveränderlichkeit der Dichte der Flüssigkeit, und hierm it für den 
Fall, daß q abhängig von p  ist, auch die Bedingung zeitlicher U n
veränderlichkeit der Pressung, welch letztere Bedingung jedoch en t
fällt, wenn die Flüssigkeit üherhaupt inkompressibel, d. h. q konstan t 
angenommen wird. Aus Gleichung B folgt nun die für die Lösung 
obiger Frage wichtigste Bedingung für die M öglichkeit des B estandes 
relativer Ruhe; d a m i t  d ie  r e c h t e  S e i te  v o n  B zu  e in e m  t o t a l e n  
D i f f e r e n t i a l  w ird , m ü sse n  K x, K  , K z v o n  e in e r  P o t e n t i a l 
f u n k t io n  K  a b l e i t b a r  s e in , so daß sich ergibt

K —  —  K   —  K — d-  1 ^  —  —
dy  ’ d z ’ e  dt  ~  d t ’

Die W erte von K x, K y, K z ergeben sich wie folgt: in Abb. 10 *) 
sei £, y,  £ das m it der E rde fest verbundene K oordinatensystem , in 
dem sich das m it dem Gefäß verbunden gedachte K oordinatensystem  
X ,  Y,  Z  bewegt; diese Bewegung kann jederzeit als eine T r a n s l a t i o n  
m it für alle Punk te  des beweglichen Systems gleichen Geschwindig-

0  In  den X - ,  Y- ,  Z  - Achsen soll 33*, p* s ta t t  SB* ftr usw . stehen.
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keits- und Beschleunigungskomponenten, verbunden m it 3 D r e h u n g e n  
um  die Achsen O X ,  OY,  O Z  auf gef aß t werden.

Die K om ponenten der T ranslation sind

iß
dt  ’ 

d f

m it £,  y  und £ als K oordinaten 
des Punktes 0 .

D a die Grundgleichungen auf das System X,  Y,  Z  bezogen sind 
so sind auch die Geschwindigkeits- u nd  Beschleunigungskom ponenten 
nach den R ichtungen O X ,  O Y  und O Z  zu bestimmen.

W erden die R ichtungskosinuse dieser 3 Achsen gegen diejenigen 
des festen Systems nach beistehendem Schema bezeichnet

X  Y  Z

£ a 1 a 3 a 3

v K h
£  c t  c 2 C3
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so daß z. B. &2 =  dem Kosinus des Neigungswinkels von } gegen rj 
ist, so folgt für die K om ponenten der Translationsbewegung,

® x  = =  SS5 + 33 A
+  3 3 ^

* 1 =
=  a 3 + 3 3 ,A +  3 3 t f t

3 i = =  a 3 + 33 A

P x  = =  p «  « i + P A +  P f  c i

IISS)
■Q- =  P5 « 2 + Pc; ^2 A  P i C2

=  P s  a s + Pc; ^3 +  P t  C3

Die K om ponenten der Drehungen ergeben sich für einen Punkt, 
aus dessen K oordinaten x,  y ,  z aus den W inkelgeschwindigkeiten 
co , co , co, des bewegten K oordinatensystem s um dessen Achsen und 
deren ̂ Abteilungen coj,  coy', coj  nach der Zeit in folgender Zusammen

stellung. ^  ^  Z als Drehachsen

ägäi  v,x=o,
WJ |  } vy y = 0 ’
-3 a-g  Z \ v tx =  -\-ya>a, vzy=  — xco

V  =  — I—  Z CO , v =  —  V  co „u x y  \ y ’ ccz & z

UZ I zuz
V = 0

Y
■. aPh «

f l  00

I  §w -
m .2  
's  Pi

ß x x  =  0 ,  ß x y

ß y x  —  —  2 w x '  V  ® .tS > ß y y

ß z x  = =  “f" V  m x> 2  " x 2 > f t  y

X  CO i/ >=  Z C O s 

=  0 ,
=  — a; co,/ — z cov

G e s c h  w in -  
d ig k e i t s k o m -  
p o n e n t e n  d e r  

D r e h u n g e n

Z  a ls  D reh a ch sen

ßxZ= — mt’ y — x<o* 
ß y x  = - f  K C O / —  y  C0Z2

P z z =  0
---------------------  -̂---------------------------------------------J
B eschleunigungskom ponenten der D re h u n g e n .......................... d

Die K om ponenten der Schwerebeschleunigung in R ichtung X , Y ,  Z  
sind bei lotrecht entgegengesetzt der Schwere gerichteter positiver 
f  - Achse

7x =  —  9 ci> Yy =  —  9C.2, y2 =  —  9 c3 • • • • e

Das Bildungsgesetz für die Kom ponenten von R  ist hierm it 

K = y  — p —  ß
und m ithin

K x  =  7 x  —  P *  +  y  ° V  —  z a ) y J r x  ( « V  +  ® * " )

K y =  y y —  Vy +  zcoJ —  x a ) / +  2/(m/ - f c o / )

K z = V z —  Pz +  Xü>«' —  VWx + * ( ® . ,  +  0>v’)

Als abgeleitete einer Potentialfunktion unterstehen die Größen
K x, K  , K ,  den Bedingungen

d K ,  d K „ d K . .  d K , 8K_ d K
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woraus sich ergibt, daß

(Oz = ---  00, , OJx =  —  OJx , 00yy
oder

sein müssen, d. h. für den Bestand einer Potentialfunktion K  und 
dam it für die Möglichkeit des Bestandes relativer Ruhe ist nötig, 
daß die Drehungskom ponenten der Gefäßbewegung konstante W inkel- 
geschwindigkeit besitzen, woraus wieder folgt, daß die resultierende 
Drehachse sich nur un te r Parallelverschiebung bewegen darf.

Die Ausdrücke für K x. K  , K . reduzieren sich auf

Es ergibt dies als allgemeines In tegral von B die Gleichung

m it T  als einer reinen Zeitfunktion.
Aus dieser Gleichung lassen sich die w eiteren Bedingungen für 

die Möglichkeit des Bestandes relativer Ruhe entnehm en, wenn m an 
berücksichtigt, daß die Größen y und p, da dieselben nach den 
Gleichungen b und e die im allgemeinen von der Zeit abhängigen 
Richtungskosinuse a,  b, c usw. enthalten, ebenfalls Zeitfunktionen sind.

Man erkennt nun, daß in  allen Fällen, in denen —— =  0 seinot
muß (d. h. wenn die F lüssigkeit kompressibel ist), die W erte der 
Richtungskosinuse, so wie die in  px, py, p_ enthaltenen YSerte von 
ps, p(/ und p- von der Zeit unabhängig, also k o n s t a n t e  sein müssen, 
d. h. die Gefäßbewegung kann dabei entweder nur eine Translations
bewegung m it der Größe und R ichtung nach konstan ter Beschleu
nigung oder eine Drehbewegung um eine festruhende oder um eine 
m it konstanter Beschleunigung parallel verschobene Drehachse sein; 
da die K om pressibilität bei W asser und ähnlichen Flüssigkeiten nur 
eine sehr geringe ist, so erscheint der F a ll o =  konstan t als der 
praktisch wichtigere; in diesem Fall ist der B estand der M öglichkeit

c v
relativer R uhe nicht durchaus an die Bedingung —-  =  0 gebunden;

dt
führend wird hierbei vielm ehr die U ntersuchung der relativen Bewegung

Kx= (Yx— p*)+ (° y  +  )x
K y  =  ( Y y   P y )  T  ( 0 V  T  W x  ) y

K : =  (yz - 7  P2) +  (<o* +  (oy-) z

D
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der Niveauflächen; ist das Gefäß offen, die Flüssigkeit m ithin gegen 
die L uft durch eine freie Oberfläche abgegrenzt,• so muß die relative 
Lage derselben naturgem äß bei relativer Ruhe konstan t bleiben, im 
geschlossenen, voll angefüllten Gefäß entfällt letztere Bedingung.

2. Relative Ruhe in offenen Gefäßen
(mit freier Oberfläche).

Die angeführte Bedingung w ird in  folgenden Bewegungsfällen 
e rfü llt:

a) Die Bewegung besteht nur in einer lotrechten Translation, 
wobei jedoch die Beschleunigung zeitlich variabel sein kann; in diesem 
Falle reduziert sich die Gleichung D a u f1)

f - f r . - t \ , z + T ,

y wird —  —  g und pz =  p;; es ergeben sich die Niveauflächen als 
wagrechte Ebenen m it zeitlich veränderlichen Funktionsw erten, wo
bei die Bedingung zu berücksichtigen ist, daß der W ert der Pressung 
niemals negativ wird; bezeichnet m an m it p0 die Pressung an der 
freien Oberfläche und m it z0 den K oordinatenw ert der letzteren, und 
nim m t man UnVeränderlichkeit der Pressung an der freien Oberfläche, 
also T =  konstant an, so folgt:

V —  Vo.
1 (9 +  Pf) (zo —  z) —  (9 +  Pf) Ä>

und man erkennt, daß p  negativ w erden kann, wenn pf negativ und 
dessen Zahlenwert größer als g wird, d. h. für die M öglichkeit des 
Bestandes relativer Ruhe ist bei beschleunigter, lo trech ter T rans
lationsbewegung des Gefäßes notwendig, daß entw eder die Bewegung 
rein nach aufwärts (pf )>  0) oder aber bei Abwärtsbewegung, m it 
einer Beschleunigung

Pf <  9 ~

erfolgt; ist

Pf > 9

1<l  
q ■ h

Po
Q-h''

so bleibt die W assersäule im Gefäß gegen dasselbe zurück, und die 
relative Ruhe wird gestört. Eine Nutzanw endung letzterer Eigen-

!) M it ct =  0 , cä =  0 , C., =  1 en tsprechend  lo trech te r Lage der f- und d e r 
Z- Achse.
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schaft ist in der nebenskizzierten prim itiven Einventilpum pe (Abb. 11) 
zu erblicken, m it welcher Förderung durch rasches Auf- und Ab
wärtsbewegen des m it einem Bodenventil versehenen und  in Flüssig
keit tauchenden Gefäßes erfolgen 
kann.

b) In  allen Fällen gleichförmiger 
geradliniger Translationsbewegung 
des Gefäßes.

c) Die Translationsbewegung 
kann entsprechend Gleichung D 
auch eine gleichförmig beschleu
nigte sein.

Die Gleichung läßt sich durch die Annahme paralleler Richtungen 
zu zwei Achsen der Koordinatensystem e, und indem m an die Be
wegungsrichtung parallel z. B. zur -E bene legt, reduzieren auf

-?  =  — { y + \ > ù z J r T ’

bei T =  konstan t ergeben sich m it p  =  konstan t die Niveauflächen 
als Ebenen, die senkrecht zur Ebene und unter

tg  K = -------—--

gegen den H orizont geneigt liegen.
Man erkennt, daß eine Neigung nur vorhanden ist, wenn die hori

zontale Beschleunigungskomponente pf nicht = 0  ist; ist dies jedoch 
der Fall, so kann p> jeden beliebigen W ert annehmen, die Lage 
der Niveauflächen wird n icht gestört; es liegt also m it p: =  0 (wo
bei jedoch pj )>  0 sein kann) eine Verallgemeinerung des Falles a 
vor, naturgem äß auch m it der dort bestim m ten Begrenzung der 
Möglichkeit des Bestandes der relativen Ruhe.

I s t die Bewegung eine geradlinige, die Bahn unter dem W inkel ß

gegen den Horizont geneigt und som it —  —  t g ß  =  konstant, so folgt

tg «  =  -
g +  pf tg  ß

und wird, wenn pf bedeutend größer als g,  angenähert

tg  a  • tg  ß  =  —  1,

d. h. die Niveauflächen und dam it auch die freie Oberfläche stellen 
sich in diesen Fällen nahezu senkrecht zur B ahnrichtung ein.

W ährend der Anlaufs- resp. Ablaufsphase der Bewegung eines 
teilweise m it Flüssigkeit gefüllten Gefäßes kann zwar nicht voll-



kommene relative Ruhe, jedoch bei längerer D auer dieser Phasen 
und konstanter Beschleunigung resp. Verzögerung eine derartige e 
wegung der Flüssigkeit eintreten, daß die freie Oberfläche periodisch 
wechselnde Lagen um die der relativen Lage entsprechende freie
Oberfläche annimmt.

d) W ird das Gefäß m it konstanter W inkelgeschwindigkeit um 
eine lotrechte Achse gedreht und letztere dabei lo trecht derart be
wegt, daß =  konstant ist, so ist ebenfalls relative R uhe der N iveau
flächen vorhanden, und es kann daher eine freie Oberfläche in rela
tiver R uhe und hierm it relative R uhe überhaupt bestehen; die 
Gleichung D nim m t die Form  an:

. t ± t - ( g +  P

4 2  Hydrostatik.

— —  CO,

Setzt man x 1

m it T =  konstant

V  =  r*,

P 
Q

und p

so lau te t die Gleichung kürzer

T,

konstant ergeben sich die Niveauflächen 
als R otationsparaboloide um die 
Drehachse als geometrische Achse.

Auch hier un terlieg t pj der im 
F all a nam haft gemachten Beschrän
kung.

Die Lage der freien Oberfläche 
im Gefäß ist durch den Flüssigkeits
inhalt bestim m t; z. B. ergibt sich 
für ein kreiszylindrisches Gefäß m it 
der geometrischen Achse als D reh
achse das Volumen, das durch Zy
linderwand, Zylinderwandboden und 
freie Oberfläche abgegrenzt wird, 
Abb. 12, mit

V =  R ‘i n z  — R2 j i ‘

Es ist ferner für r  =  0 und z =  z0

für r =  R und z =  z0: 

hierm it:

Po
Q

Po

^  =  - g z 0 + T ,
Q

co.‘ - i  —  g z a +  T
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Aus der Volumsgleichung und m it V =  zr R" n  folgt

Za +  2 0 = 2Zr>
und hieraus

z = z  A * , zA =  z   ------- ,
° r ' 4ff 0 4 g

womit die Lage und Form  der freien Oberfläche bestim m t ist; aus 
den Gleichungen

f — * — ' • . + *

erhält m an durch Einsetzen des obigen W ertes für z0 und Subtrak
tion die Gleichung:

p  p0 , J r ~  R 2\

m ittels welcher für jeden P u n k t im Innern der F lüssigkeit und an 
der benetzten  Zylinderwandung die Pressung p  berechnet werden 
kann; übrigens ergibt sich aus denselben Gleichungen:

P ~ ~  Po f \ i » r 2
— y —  —  (Z0 - Z) +  °L

daß die Höhe der W assersäule, durch die der Ü berdruck in einem 
P unkte innerhalb der F lüssigkeit bestim m t wird, gleich ist der über 
denselben bis zur freien Oberfläche reichenden Flüssigkeitssäule.

Die A bhängigkeit der Höhenlage der Flüssigkeitssäulen za oder ze 
von tu. läß t sich zur E inrichtung von Zeigerwerken für U m drehungs
zähler verwerten.

Mit diesen Fällen ist die M annigfaltigkeit der Bewegungsarten 
von offenen Gefäßen erschöpft, bei denen relative Ruhe der in den 
Gefäßen enthaltenen Flüssigkeiten möglich ist.

3. Relative Ruhe in geschlossenen Gefäßen
(ohne freie Oberfläche).

Im Falle eines vollkommen geschlossenen und vollkommen an
gefüllten Gefäßes w ird die Bedingung der relativen Ruhe der N iveau
flächen gegenüber dem Gefäße hinfällig; es erscheint daher nach 
Gleichung D in diesem Falle der Bestand relativer Ruhe der Flüssig
keit möglich, wenn nur die durch die Gleichung D festgelegte Be
dingung erfüllt ist, wonach, sofern die Gefäßbewegung eine R otations
kom ponente überhaupt besitzt, die R otation m it konstan ter W inkel
geschwindigkeit zu erfolgen h a t; die Parallelverschiebung der Ro
tationsachse kann  hierbei einer beliebigen Translation entsprechen.
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Aus Gleichung D ist zu erkennen, daß die Niveauflächen im 
Falle reiner Translation des Gefäßes Ebenen, in  allen anderen 
Fällen Flächen zweiten Grades sind, deren relative Lage gegen das 
Gefäß sich im allgemeinen während der Bewegung des Gefäßes 
kontinuierlich ändert, d. h. die Niveauflächen bleiben nicht an die 
Flüssigkeitsteile gebunden wie in den früheren Fällen oder, was das

selbe ist, die Pressung 
ist in der Flüssigkeit 
örtlich und zeitlich 
variabel; es bleibt hier
bei jedoch durch die 
R eaktion der Gefäß
wände — sofern diesel
ben undeform ierbar sind 
— der B estand der re
lativen R uhe gesichert.

Von praktischer B e
deutung ist der Fall der 
R otation um eine ruhen 
de horizontale D reh
achse, Abb. 13; wählt 
m an die X -  Achse als 
Drehachse und läß t die
selbe m it der £- Achse 
des festen K oordinaten

system s zusammenfallen, so stellt sich in der £rj-  Ebene die gegen
seitige Lage des K oordinatensystem s nach beistehender Skizze dar 
und es werden

Pa =  Pv =  P; =  Q\  

Fr “  Py =  P. =  0 i
und hierm it

Yx =  0 ’ y y =  —  g s m u ,  , yz =  —  s r c o s a

dcc n n
cox =  Y t ’ a}y =  0 ’ w ° =  0

und es reduziert sich Gleichung D auf

^  =  (—  9 sin «) y  - f  m /  -V-  +  (—  g cos a) z - f-  cox2. ~  - f  T . 

Auf das feste K oordinatensystem  übergehend erhält man

y  sin a - \ - z  cos a =  f ,
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vund hierm it und  m it p =  —
9

4 5

T  und p  =  konstan t ergeben hieraus die N iveauflächen als ko-

rech t über der Achse liegt.

U n ter der Annahme, daß in  dieser Achse der D ruck p 0 herrscht,

Hiernach sind die R adien der zylindrischen Niveauflächen durch die

bestimmt.

Diese R adien sind hiernach für einen bestim m ten Bewegungs
zustand, also für einen bestim m ten W ert von cox proportional den 
Quadratwurzeln aus den Überdrücken.

Die absolute Lage der N iveaulinien ist aus Abb. 13 ersichtlich, 
aus der man auch erkennt, wie im Falle eines zylindrischen Ge
häuses, dessen geometrische Achse in der Achse liegt, bei Drehung 
desselben um diese Achse der Druck an der Gehäusewandung variiert.

In der Theorie der Zellenwasserräder werden die Niveauflächen 
in den einzelnen Zellen ebenfalls als koaxiale Kreiszylinderflächen 
angenommen; die E inführung solcher Niveauflächen ist in diesem 
Fall an sich unrichtig, da ja  in der Zelle nicht relative R uhe besteht; 
bei den geringen W inkelgeschwindigkeiten, die jedoch solche Räder 
besitzen, führt die Annahme solcher Niveauflächen doch auf praktisch 
genügend genaue R esultate; z. B. zur Bestim m ung derjenigen Zellen
lage, bei der Ausfließen beginnt.

axiale Kreiszylinderflächen, deren Achse im Abstand Z = - ^ l o t -

und hieraus durch Subtrak tion

2 g
oder durch M ultiplikation m it — „r»\ u

Gleichung:
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In  der Studie: „Der Druck auf den Spurzapfen der R eaktions
turbinen und K reiselpum pen“ von Dr. K a r l  K o b es-W ien , ’S er ag 
von Franz Deuticke, Leipzig-Wien, wird die Bestim m ung der F res
sungen auf die Gefäßwandungen un ter Annahme rotierender Flussig-
keitszylinder durchgeführt. .

Diese Studie gibt eingehenden Aufschluß über die A rt und Weise, 
wie Probleme solcher A rt zu lösen sind ; eine weitere Bearbeitung 
erscheint daher überflüssig.

Es soll im  folgenden n u r noch an  einem einfachen Beispiel das P rob lem  
des G leichgew ichtszustandes eines K örpers, d er in eine in re la tiv e r R uhe  b e 
findliche F lüssigkeit e ingetauch t ist, behandelt w erden.

E in  offenes Gefäß sei au f horizon taler 
B ahn  in  gleichm äßig besch leun ig ter Bewe
gung. A bb. 14.

N ach  F a ll C, S. 41 u . f . , is t re la tive  
R uhe  einer im Gefäß en th a lte n en  F lüssig
k e it m öglich; die D ruckg leichung  w ird  m it 

Vg =  —  und
ü

p . = 0  u n d  T —  k o n stan t

2 -  =  —  P- ^ x  —  z  +  T ,
7 3

die N iveauebenen sind u n te r  dem  W inkel tg  a  =  — y  gegen den  H orizon t ge
neigt.

In  die F lüssigkeit sei ein hom ogener zy lindrischer K ö rp e r e inge tauch t, 
dessen Q uerprofil eine Sym m etrieachse besitzt, u n d  zw ar v o re rs t in e iner solchen 
L age, daß die R ich tung  de r Z ylindererzeugenden  sen k rech t zu r f f -  resp. 
X Z -E bene und  die Sym m etrieachse des Profils senkrech t zu den N iveau
ebenen steh t.

D er K ö rp er sei gegen das Gefäß ebenfalls in re la tiv e r R u h e ; es ist zu 
bestim m en, u n te r  w elchen U m ständen  dieselbe b estehen  kann .

Auf den K örper w irken  1. die S chw erkraft in d er G röße gleich dem  Ge
wichte G des K örpers angreifend im Schw erpunkte  lo trech t n ach  abw ärts.

2. Die e rs te  E rg än zu n g sk ra ft d e r R elativbew egung, d. i. — p ? horizon tal, en t

gegengesetzt d er B ew egungsrichtung und angreifend  im Schw erpunk t des K ö r
pers. 3. D er A uftrieb  A  bei d er angenom m enen Lage des K örpers in  R ich tung  
der Sym m etrieachse  vom  In n e rn  der F lüssigkeit gegen die freie Oberfläche, 
d er A uftrieb  geht h ierm it ebenfalls durch  den Schw erpunkt, fü r den  B estand  
des G leichgew ichtes ist d ah er n u r nötig , d aß  die G röße von A  die R esu ltie ren 
den von G und  E,  also ,------- /

A  —  G ] /  1 +  [ ~ j  ist.

Mit p£ =  0 , also bei R uhe oder einfach gleichförm iger B ew egung des G e
fäßes (iig =  k o n stan t) w ird  A  =  G , w oraus m an  e rkenn t, daß d er A uftrieb  bei 
gleichförm ig besch leunig ter Bew egung des Gefäßes fü r den G leichgew ichts
zustand  des K örpers, also durch  die T auch tie fe  desselben größer sein m uß als 
bei R uhe des G afäßes; G leichgew icht ist ferner in jed e r Lage m öglich, bei d er

Abb. 11.
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die E rzeugenden  des Z ylinders paralle l zu den N iveauebenen, die S ym m etrie 
ebene sen k rech t zu denselben stehen , da  h ierbei G, E  u n d  A  doch im m er zum  
S ch n itt kom m en und  in derselben  E bene b le iben ; w ird die Lage des K örpers 
durch  eine kleine P ara lle l Verschiebung in der R ich tung  A  g estö rt, so ändern  
sich A  u nd  E  im gleichen V erhältn isse, deren  R esulierende b le ib t in  de r 
R ich tu n g  von A,  es t r i t t  schw ingende Bewegung in  dieser R ich tu n g  e in ; eine 
A blenkung im  Sinne e iner D rehung  um  eine in  d e r S ym m etrieebene und  
paralle l zu den E rzeugenden  liegende Achse b rin g t eine schaukelnde Bewegung 
h erv o r, w enn  die h ierdu rch  v e ru rsach te  V erschiebung der L age des A uftriebes 
m it d e r R esu ltie ren d en  von G und  G ein aufrich tendes M om ent erg ib t, im  
än d ern  Fall erfo lg t K ippen. In  w eiterer V erfolgung solcher S törungen  erkenn t 
m an, daß  q u a lita tiv  das V erhalten  eines solchen K örpers dem jenigen im  ru h e n 
den W asser analog  ist. D er w esentliche U ntersch ied  besteh t lediglich in  der 
fü r den G leichgew ichtszustand n ö tigen  g rößeren  T auchtiefe.

Es mag zum Schluß noch hervorgehoben sein, daß allen den 
erm ittelten Bedingungen für die Möglichkeit des Bestandes re lativer 
R uhe die H auptbedingung vorausgeht, daß die H erbeiführung eines 
solchen Zustandes überhaupt möglich ist; bei dem U m stand, daß 
die Ü berführung eines K örpersystem s aus dem R uhezustand in einen 
anderen Bewegungszustand nur durch beschleunigende K räfte  mög
lich ist, erscheint die unm ittelbare Ü berführung aus der absoluten 
in die relative R uhe nur in geschlossenen Gefäßen bei reiner T rans
lationsbewegung derselben möglich, eine Drehbewegung darf hierbei 
nicht auftreten, da auch bei geschlossenen Gefäßen die Bedingung 
konstanter W inkelbeschleunigung besteht, in welchen Zustand man 
aus der Ruhe doch erst durch Beschleunigung gelangen kann.

Den im letzten Beispiel angeführten Zustand der relativen R uhe 
bei gleichförmig beschleunigter, geradliniger Bewegung auf horizon
taler Bahn kann m an sich z. B. dadurch erzeugt denken, daß m an 
das Gefäß m it einem ebenen Deckel versieht, der m it der Neigung 
der N iveauebenen aufgebracht ist, das Gefäß m it Flüssigkeit füllt, 
in Bewegung setzt und dann, wenn der gleichförmig beschleunigte 
Bewegungszustand eingetreten ist, den Deckel abhebt.

Im offenen Gefäß ist die unm ittelbare H erstellung der geneigten 
Oberfläche nicht möglich; sie wird sich aber bei genügend langer 
D auer der Bewegung einstellen, wenn die beim Anfahren verursachte 
relative periodische Bewegung der Flüssigkeit durch die Reibungs
w iderstände bis zur relativen R uhe abgedäm pft wird.

Diese relative Übergangsbewegung wird jedoch un ter allen Um 
ständen von der Form  des Gefäßes beeinflußt.

Im  allgemeinen wird hiernach selbst bei E rfüllung der oben en t
wickelten Bedingungen für den nötigen Bewegungszustand des Ge
fäßes relative Ruhe nur dann eintreten, wenn die Reibungswider
stände die Ü berführung in diesen Zustand ermöglichen und die Form 
des Gefäßes dieser Ü berführung nicht hinderlich ist.



III. Hydrodynamik.
Die H ydrodynam ik untersucht die Erscheinungen in bewegten 

Flüssigkeiten m it Hilfe der im ersten K apitel sub B angegebenen 
Grundgleichungen.

Es sind zu unterscheiden:
a) Die Bewegung beim Ström en d u r c h  und u m  feststehende oder

selbstbewegte Räum e
b) Die Bewegung abgegrenzter Flüssigkeitsm engen in  feststehen

den oder bewegten Räum en.
Die Problem e selbst sind teils geometrischer teils mechanischer 

N atur, indem dieselben einerseits die Bestim m ung der Ström ungs
formen, anderseits die Bestim m ung der denselben entsprechenden 
Geschwindigkeits- und Pressungsverteilungen und der hierm it ver
bundenen Energieumsätze zum Zwecke haben.

A. Stationäre Strömungen durch feststehende 
Räume.

1. Geometrie der stationären Strömungen.
Es entspricht durchaus der natürlichon V orstellung, sich in 

erster Linie die stationäre Strömung durch einen z. B. kanalförm ig 
abgegrenzten feststehenden Raum  durch nebeneinander liegende, sich 
nirgends schneidende und im allgemeinen krum m e Linien als Bahnen 
von Flüssigkeitselementen anschaulich zu m achen; die K analbegren
zung um schließt dann dieses Linienbüschel; finden hierbei innerhalb der 
Flüssigkeitselemente k e in e  s e k u n d ä r e n  Bewegungen der einzelnen 
Teilchen derselben sta tt, so hat m an es m it g e o r d n e t e n S t r ö m u n g e n  
zu tun, wie solche bei reibungsfreien, reinen Flüssigkeiten oder auch 
unter dem Einfluß der inneren Reibung allein Vorkommen können; 
die Gesam theit der krum m en Linien stellt dann die w irklichen 
Bahnen der einzelnen Flüchtigkeitsteilchen dar; bei V orhandensein 
von sekundären Bewegungen, m it denen auch ein Austausch von 
Flüssigkeitsteilchen zwischen den einzelnen Flüssigkeitselem enten ver
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bunden sein kann, also bei tu rbu len ter Strömung, charakterisieren 
die krum m en Linien unseres geometrischen Strömungsbildes die 
H a u p t s t r ö m u n g .

Bei den  schon au f S. 7 e rw ähn ten  d iskontinu ierlichen  S tröm ungen  gehören 
auch die D iskon tinu itä tsflächen  zu den G renzen des L inienbüschels, jenseits 
derselben k ann  m an  sich eine andere  F lüssigkeitsm enge, en tw eder in R uhe oder 
ebenfalls in  S tröm ung oder als steh en d en  — den O rt n ich t verlassenden — 
W irbel vorste llen ; solche B ilder findet m an häufig bei E in b au ten  in offenen 
K anälen ; S tröm ungen  m it w andernden  W irbeln  sind n ich t als sta tio n äre  S trö 
m ungen zu b e trach ten .

Zu einem solchen Linienbüschel kann m an sich nun eine erste 
Schar von Flächen vorstellen, die die Linien überall rechtwinklig 
durchschneiden; es wird
hierdurch der m it Flüs- xF/äche
sigkeit erfüllte R aum  
bereits in bestim m ter 
Weise u n terte ilt, diese 
Flächen haben die 
E igenschaft von ortho
gonalen Q u e r s c h n i t t s 
f l ä c h e n 1) der Strö
mung. Abb. 15.

D enkt man sich wei
ter auf irgendeiner dieser 
Flächen zwei Scharen 
von Linien derart ge
zogen, daß die Linien 
der einen Schar diejeni
gen der anderen Schar 
schneiden, so werden 
durch diese beiden
Linienscharen und  die durch deren Punk te  hindurchgehenden B ahn
linien eine zweite und eine d ritte  Flächenschar gebildet, die den 
Raum  weiter unterteilen . Die einzelnen Flächen, dieser beiden 
Scharen haben die E igenschaft von S tr o m f lä c h e n .  Die letzteren 
F lächenscharen liegen gegen die erste F lächenschar rechtwinklig, 
untereinander im allgemeinen schiefwinklig; dieselben bilden zu
sammen ein System im allgem einen zweifach orthogonaler F lächen
scharen, in speziellen Fällen können auch die Flächen der beiden 
letzten Scharen rechtw inklig gegeneinander hegen, sie bilden dann

*) Es g ib t L inienscharen , fü r die o rthogonale  Q uerschnittsflächen n ich t 
ex istieren , z. B. die Schar de r um  eine G erade liegenden Schrauben lin ien  von 
gleicher S te igung; die E xistenzm öglichkeit von S tröm ungen  längs solcher L inien 
w ird  sp ä te r  n ä h er u n tersuch t.

P r á s il ,  H y d ro d y n a m ik . 2. A u fl. 4



m it der ersten Schar ein System dreifach orthogonaler F lächen
scharen.

Ein durch die Schnittlinien eines deratigen Flächensystem s ge
bildetes Liniennetz stellt ein im allgemeinen krum m liniges und zwei
fach orthogonales K oordinatensystem  dar.

5 0  Hydrodynamik.

Es seien nun die Flächen der ersten, zweiten und d ritten  Schar 
als cp-, xp- resp. ^ -F lächen ; die Schnittlinien der xp-und ^-F lächen, 
das sind die Bahnlinien als (^-Linien; die Schnittlinien der cp- und 

Flächen als y j -Linien, diejenigen der cp- und xp-Flächen als y - Linien 
bezeichnet und vorläufig auf ein kartesisches K oordinatensystem  be
zogen, indem m it cp, xp und y  außerdem  drei verschiedene, jedoch 
koordinierte Funktionen von x, y,  z bezeichnet w erden, durch die 
die drei Flächenscharen analytisch beschrieben sind.

E s  s o lle n  h ie r b e i  x , y , z d ie  V e r h ä l t n i s s e  d e r  K o o r d i -  
n a t e n l ä n g e n  zu e in e r  w i l lk ü r l i c h e n  L ä n g e n e i n h e i t  b e 
d e u te n ,  so d a ß  a lso  x , y , z  V e r h ä l t n i s z a h l e n  u n d  d ie  F u n k 
t i o n s w e r t e  cp, xp, y  u n d  d e r e n  A b le i tu n g e n  e b e n f a l l s  r e in e  
Z a h le n  s in d .

Die Funktionen cp, xp, y  werden als F o r m f u n k t io n e n  be
zeichnet.

F ü r die drei Funktionen gelten hiernach die drei to talen  Diffe
rentialgleichungen :

dcp
dx

d x +
dcp
dy

dcp
dz

dxp
dx

dx +
d y > 
dy

d y - \ -
dxp
dz

d_X
dx

dx +
d y

dy dy  +
d y

dz

txp —  —  a x - t - —  f t « - t - :— d z

dz

oder, wenn man die partiellen D ifferentialquotienten der K ürze 
halber m it

bezeichnet,

ai ß2 «3

ßx . Ä> ß 3
7i 7s

«i dx  k2 d y - \ -
dxp == /S1 d x  -)- |ß2 d y  -f- ß3 d z  

d y  =  y 1 d x - \ r  y., d y  -f- y 3 d z

V

Zwischen den einzelnen Differentialquotienten bestehen folgende 
Identitä ten :
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8ux d2 cp dez2 du2 _ dccs daA = dux
dy d x - c y dy dx dx ’ dz ' d y ’ dx = ~te

d ß x d*cp d2cp S ß i <>ßa__ d ß 3 J ß x
dy dx dy d y d x dx  ’ dz " dy  ’ dx dz

& X dy2 d y 2 _ d>7z ' ^ 3  =J>7x
dy dx dy d y d x dx ’ dz dy  ’ dx dz

Setzt m an
Ä* O I=  «i -j- 9 1tc2 - j - «32>

II

^ = V  +  r 2 2 +  732, 1)

cc ß  y .
so sind durch die Q uotienten — , — , — die W erte der Kosinuse der

A  Jlj O
Normalen im P unk te  x, y, z  an die Flächen <p, cp, % bestim m t; un ter 
Berücksichtigung des Kosinussatzes der analytischen Geometrie des 
R aum es; d. i.

cos (Mx) cos (Nx) cos (M ) cos (Ny) -)- cos (Mz) cos (Nt) =  cos (M M)

erhält m an wegen der O rthogonalität der cp- und Flächen gegen 
die (p-F lächen:

ai ß i  “f“ ß-2 H-  a3 ßs ® | JJJ

K 1  7 l  +  ß 2  +  « 3  7 3  =  0 1

und m it cd als W inkel der Norm alen im Punkte  x ,  y,  z  zu den 
Flächen cp und % folgt:

ßi  7i ß i  7a T~ ßa 7s —  & ^  cos 03 “) ...................

Die beiden Gleichungen I I I Q werden erfüllt, wenn

a i = ( ß a  7 a - — 7 « J a ) v

^  =  ( ß a 7 i ^ 7 s ß i ) v ^ ............................................  ^

ua == ißi  7« 71 ß i ) v

*) In  der e rs ten  A uflage w urde s ta tt  A 2, B 2 , C 2 n u r A ,  B ,  C eingesetzt, 
und  zw ar lediglich um  form elle Ü bereinstim m ung m it den, im  K ap ite l „K oor
d in a ten tran sfo rm atio n “ aus dem  5. A bschn itt des e rs ten  B andes „die partie llen  
D ifferentialgleichungen d er m athem atischen  P h y s ik “ von  H. W e b e r  aufgenom 
m enen T ransform ationsg le ichungen  zu e rh a lte n ; zur V erm eidung d er vielen 
h ierd u rch  in  d ie A b leitungen  gelang ten  W urzelzeichen w urden  hier die Q uadrate  
in  V erw endung genom m en u n d  d em en tsp rechend  auch  die T ransform ations
form eln  geändert.

2) S ind  die cp- und  ^ -F lä c h en  ebenfalls durchaus o rthogonal, so w ird 
cos a> =  0 u n d  die rech te  Seite von III*  w ird  gleich Null.



worin v eine vorläufig beliebige Funktion von x, y, z bedeu tet; m an 
erhält hieraus:

da,  d2cp R . d v  , /  Sys Z ß * _ ß  8_ Z l - y  dJ *
t e = t e > = W*ra— r , ß a) t e + v [ß2 t e + y »  8x ßa dx 72 dx  

dU2 d*<P__,ß _____ ' a ^ y j a  d_ h  l ,,
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und weiter durch Addition und Berücksichtigung der Id en titä ten  II  
und der Gleichungen IV

d*<f , g-> d * < p _ i ( d < p  dv  scp dv v
S 7 '"(f >~ ~  +  dy'2 +  dm2 ~  V  \ d x '  dx~T~ d y '  dy~*~ d z  '  d z ) '

als a l lg e m e in e  D i f f e r e n t i a lg l e i c h u n g  d e r  F u n k t i o n  cp.

Die Gleichung Va kann auch in der Form

2 dtp dn ^ d c p  dn . d c p  dn
^  ^  dx dx  ' dy  dy  dz  dz

geschrieben und n =  log v als Param eter einer Flächenschar betrach tet
( d n \ 2 / dn \ 2 ( d n \ 2 , ,. _.

werden; m it der E inführung N'2 =  y— J +  [̂ — J +  und die Be

zeichnung (<p,n) für den W inkel der Normalen im P u n k t x , y , z  an 
die Flächen cp und n folgt:

\ y ‘1cp =  A - N - cos ( c p n ) ......................................... V6

da . d (p jA =  - —  =  grad cp 
d s v

und ebenso N  =  grad n ist, so folgt schließlich die vektoranalytische 
Form der Gleichung

div grad cp =  grad cp ■ grad n .................................... Vc

Aus den Gleichungen I ' ergeben sich für die Bestim m ung der 
W erte von d x ,  d y , d z  m it der Determ inante

D  =  a i iß% 73 —  Yi ßz) +  a2 (ßz 7i — ßx 73) +  «s (ßi 72 — 7i ß t )

=  7  A ‘

die Gleichungen

— • A 2d x  =  dcp(ß2y3 —  y2ß3) - f  a2(ßs d y  +  ya dcp) - f  u3 {y.2dcp —  ß  dy)
V

1. Ci
_  . A 2d x  =  dcp -(- ( « 3  y2 — y8a2) dcp +  (u3ß 2 — a2ß 3 — a3ß 2) d y
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und ebenso

— • A 2d y  =  ~dq) ->r (a1y3 —  a3y1)dxp -f- {a3ß 1 —  axß3) d y

— ■ A 2d z  =  -A dtp - f  K  7i — ai f t ) d  V' +  (Ki ß i  —  ß i av) d X

. . .  VI

dx,  dy ,  d z  bedeuten in diesen Gleichungen die elem entaren Koor
dinatendifferenzen zweier b e l ie b ig e r  benachbarter R aum punkte und 
sind deren W erte bestim m t durch v und durch die W erte der par
tiellen D ifferentialquotienten der F lächenfunktionen im Punkte  x, y,  z 
und die Differenz dcp,dxp und d y ,  um die sich die Funktionsw erte ändern 
beim Übergang vom P u n k t x, y, z zum P unk te  (x-j- dx ) ,  ( y- \ -dy) ,  (z-f-dz).

B eachtet m an nun , daß beim Übergang von x,  y ,  z zu einem 
benachbarten P u n k t lä n g s  einer cp -L inie die Flächen xp und y ,  auf 
denen x, y,  z liegt, nicht verlassen, also hierbei dxp —  0 und d y  =  0 
und ähnlich für die Übergänge auf einer yj- resp. y -Linie dcp =  0, 
d y  — 0 resp. dq> =  0 ,  dxp —  0 zu setzen sind, so erhält man für die 
W erte der P rojektionen der elem entaren Längen der cp-, xp- und y- 
Linien folgendes Schema:

cp -L inie
dxp =  0 dx =  0

xp-L inie
dcp =  0 dx =  0

^-L in ie
dcp =  0 dxp — 0

dx “3 / 2  j ttißz asßci 7
v A i “ V » A 2

d y %  ¿ V
v « i Y »  —  «3 7i d a s ß i  — a i ß s  . dV A¡ axp A 2 1

dz «2 ^ 1  —  « if t  d . d
A 2 1

VII

Hieraus erhält m an entsprechend der allgemeinen Beziehung 
ds  =  } d x 2 -)- d y 2 -f- d z 2 nach entsprechenden Umformungen folgende 
W erte für die Linienelem ente d s v , d s w, d s x der cp-, xp- und Linien:

d s v =  — dcp

(j
d s v  —  v - - d x p

Jji
J ß

d s x = v - J d X

V III

hiervon steh t d s v  senkrecht auf d s v  und d sx, während d s v  und d sv  
im allgemeinen unter dem örtlich verschiedenen W inkel co geneigt sind.
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Durch Quadrieren der Gleichung I I I6 ergibt sich un ter Benützung 
der Gleichungen IV die Beziehung

A =  v B  ■ C sin  .............................................^

und hierm it der Flächeninhalt des die Seiten d s y, und ds x en thalten 
den elem entaren Viereckes

B G
d f  =  d s v d sx • sin co =  v2 - r y  siQ u>dipd%

y
d f  =  — d y d %

X

Der R aum inhalt des elem entaren Zwölfkantes m it den Seitenlangen 
d sv , dsw und dsx ergibt sich zu

dr  =  d f - d s v, =  ~ d ( p - d i p - d x ........................

D e n k t  m a n  s ic h  n u n  d ie  F lä c h e n  a l l e r  d r e i  F l ä c h e n 
s c h a r e n  d e r a r t  g r u p p i e r t ,  d a ß  d ie  D i f f e r e n z e n  d e r  a u f 
e in a n d e r f o lg e n d e n  F u n k t i o n s w e r t e  n ic h t  n u r  i n n e r h a lb  
d e r  e in z e ln e n  S c h a re n ,  s o n d e r n  ü b e r h a u p t  d u r c h a u s  g le ic h  
w e rd e n  u n d  g ib t  m an  d ie s e r  D if f e r e n z  d e n  e n d l i c h e n  (a b e r  
s e h r  k le in e n )  W e r t  Ae,  so daß Acp =  Axp =  A% =  A e w ird, so 
erhält man folgende Beziehungen:

A s w
=  v C

A Sęp 
A s x

— V ß
A S(p

Asx B
ASy, ~ ~ C

oder As<p-.Asw : A s x =  \ : v C \ v B

A f  =  —r A e 2 
A

X II

X III

A x =
A 2

XIV

Die Gleichungen V b und Vc, V III bis XIV sind dem Aufbau en t
sprechend koordinatenfrei und können daher auf jedes beliebige, 
passende K oordinatensystem  um form t werden, wofür die im Anhang 
aufgeführten Transform ationsgleichungen in Verwendung genommen 
werden können.

S o n d e r f ä l le ,  a) E ine wesentliche und praktisch wertvolle Ver
einfachung t r i t t  fü r r e i n  z w e id im e n s io n a le  F o r m e n  ein, die 
dadurch gekennzeichnet sind, daß z. B. die ^-Flächen parallele Ebenen
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und die cp- und xp- Flächen Zylinderflächen m it geradlinigen E r
zeugenden sind, die auf den ^-E benen  senkrecht stehen und die 
cp- und xp- L inien zu Leitlinien haben.

N im m t m an die ^-E benen  parallel zur N F -E b en e  des kartesi
schen K oordinatensystem s an, so kann m an £ = - j ~ z setzen, und 
werden nach Gleichung I

und da in diesem Falle co durchaus = 9 0 °  is t, so folgt aus Glei
chung I I I6: ß s =  0  aus der letzten  der Gleichungen IV: as =  0 und

Die Gleichungen IV d und Vrf entsprechen den Differentialgleichungen 
ebener orthogonaler Trajektorien und sind hierm it in diesem Fall 
die Schnittlinien der zylindrischen Querschnitts (cp-) flächen und Strom- 
(xp-) flächen orthogonale Trajektorien, für welche nach der ersten der

W ird v =  konstan t =  1, so gehen die Gleichungen IV d und Vd in 
die Differentialgleichungen der ebenen konformen Abbildungen über, 
deren allgemeines In tegral nach der Theorie der Funktionen kom
plexen Argum entes durch die Gleichung

gegeben ist, wobei f ( x - \ - i y )  eine beliebige Funktion  des Argumentes 
x - \ - i y  sein kann.

b) F ü r die analytische Darstellung von F o r m e n ,  deren Flächen 
um eine Achse gruppiert sind, erscheint vielfach das Zylinderkoordi
natensystem  m it Z als Achsen-, r als Radien-, ii als Bogenkoordinate 
besonders geeignet; m an erhält aus den Transform ationsgleichungen B z 
und Cz im K apitel „K oordinatentransform ation“ des Anhanges für 
die Gleichungen I I I a, IV , V und  fü r jene von A 2, B 2, C2 folgende

7i =  °> Fj =  °> 7s =  +  1 > C = l ,

ferner

ferner

Gleichungen X II: =  v ist.
Ascp

cp-\- ixp =  f ( x Jr i y )

Form en:



5 6 Hydrodynamik.

IVP

dcp 1 [dip d% dip dx
dz r \0 #  dr dr dft
dcp   1 idy) d% dip d%
dr r \0 z  dft dft dz
dcp   i (dip d i  dy> d%
dft \0z dr  dr dz

V72m _ ? V _ l _ ? V  | I
V  V dz2 ' dr2 ‘ r dr r2 d &

1 (dcp dv dcp dv , 1 dcp 0v\ y
v \ d z  dz dr dr ^  r2 dtt  5w

v

V

V

, d z )  1 \ d r )  ^  r2 \d&)  ’A2

^ = © + S T + M f J '  

cs=(S)+(l i / w
r 2

D a die Schnittlinien der cp- und ip- F lächen auf den * -Flächen ortho
gonale Kurvenschalen bilden, so werden auf diesen Flächen Netze 
aus krummlinigen Rechtecken gebildet, deren Seitenlangen durch die 
beiden ersten der Gleichungen X II bestim m t sind.

Das wesentliche R esultat dieser U ntersuchung ist folgendes:
D u rc h  d ie  d r e i  F lä c h e n s c h a r e n  cp, ip u n d  % w ird  d e r  

R a u m  im  a l lg e m e in e n  in  e le m e n ta r e  Z w ö lf k a n te  u n t e r t e i l t ,  
m it  ö r t l i c h  b e s t im m te n  V e r h ä l tn i s s e n  d e r  m i t t l e r e n  S e i t e n 
la n g e n ,  w en n  d ie  A u f e in a n d e r f o lg e  d e r  F lä c h e n  d e r  e i n 
z e ln e n  S c h a re n  d e r a r t  g e n o m m e n  w ird , d a ß  d ie  F u n k t i o n s 
w e r te  d e r  a u f e in a n d e r f o lg e n d e n  F lä c h e n  um  d e n s e lb e n  
B e t r a g  d i f f e r ie r e n .

Diese Eigenschaft bildet die G ru n d la g e  für die g r a p h is c h e  
N e tz k o n s t r u k t io n .

2. Graphische Konstruktion von Netzlinien.
Die auf einer %-Fläche befindlichen cp- und y>-Linien bilden ein 

Netz von orthogonalen Trajektorien, das die Fläche in elem entare, 
im allgemeinen krummlinige Rechtecke un te rte ilt; aus der ersten 
der Gleichungen XU folgt das Verhältnis der m ittleren Seitenlangen 
eines Rechteckes, Abb. 16 * „

——— = v ( J \
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durch denselben W ert ist die Neigung der Diagonalen der Rechtecke 
gegen die durch deren Schnittpunkte gehenden Bahnlinien bestim m t, 
indem  ,

, d  Sy,tg  r  =  =  v C

ist. Sind fü r jeden P u n k t der Fläche 
die W erte der Funktionen C und v 
und dam it von v C bekannt, so er
gibt sich folgende Grundaufgabe für 
die graphische Bestim m ung solcher 
N etze :

A u f e in e r  F lä c h e  d e r  S c h a r  
X i s t  e in e  < p -(B ah n -)L in ie  m it  
d e r , e in e r  k o n s t a n t e n  W e r t 
d i f f e r e n z  A <p =  A e e n t s p r e 
c h e n d e n  P  u n k t  e i n t  e i l  u n g 
0, 1, 2, 3 . . . u n d  a u ß e r d e m  Ahb' 16’
f ü r  je d e n  P u n k t  d e r  W e r t  v o n  v b e k a n n t ;  es i s t  d a s  a u f  
d ie s e r  F lä c h e  l ie g e n d e  N e tz  d e r  cp- u n d  y - L in ie n  zu  z e ic h n e n .

Die Funktion C ist durch die Gleichung C —  y12 -)- y 2 -f- y 2 =

Xdx) *3es^ m m t’ es m u^ a ŝ0 Flächenschar %

die Funktionsgleichung gegeben oder der W ert von C  sonst in irgend
einer Weise bestim m bar sein.

D enkt man sich diejenigen Punk te  der F läche zu Linien ver
bunden, in denen der W ert von v C  konstan t is t, so erhält man 
eine D arstellung der Verteilung dieses W ertes auf der Fläche; diese 
Linien können auch als L in ie n  g le ic h e r  D ia g o n a le n n e ig u n g  
bezeichnet werden.

Zieht m an nun durch die einzelnen T eilpunkte der gegebenen 
Bahnlinie die D iagonalenelem ente u n te r Berücksichtigung der Gleichung 
tg  r  =  v C,  so ergeben deren Schnittpunkte neue Bahnlinien m it Teil
punkten, von denen aus die K onstruktion  fortgesetzt werden kann; 
man erkennt, daß sich außer den Bahnlinien auch die yj-Linien, 
sowie die D iagonalenlinien einzeichnen lassen. Siehe auch Abb. 20, 
Seite 66, Abb. 23, S. 74.

D a das V erfahren auf Eigenschaften der F lächen aufgebaut ist, 
die nur deren Elem enten zukom m en, so w ird im Prinzip dasselbe 
um so genauer sein, je kleiner die E ntfernung der Teilpunkte auf 
der Ausgangslinie ist; werden bei fortgesetzter A neinanderreihung 
der Rechtecke die Längen A sy, und A s,p größer, so sind U nterteilungen 
anzuwenden, was an sich keine Schwierigkeiten bietet.



Das Verfahren ist direkt anwendbar, wenn die Flächen Ebenen 
sind; ist dies nicht der Fall, so ermöglicht das H ilfsm ittel der kon
formen Abbildungen die Netzzeichnung in einer Ebene.

Bezüglich der allgemeinen Theorie der konform en Abbildungen 
wird auf die entsprechende L iteratur und nam entlich auf die Origin a 
schrift von G a u ß  verwiesen, die im Jah re  1825 im 3. H eft von 
S c h u h m a c h e rs  astronom ischen Abhandlungen als Lösung einer 
Preisaufgabe un ter dem Titel erschienen ist: „Allgemeine Lösung der 
Aufgabe, die Teile einer gegebenen Fläche so abzubilden, daß die 
Abbildung dem Abgebildeten in  den kleinsten Teilen ähnlich is t.“ 

Die für den Gebrauch zur graphischen Netzbestim m ung wesent
lichste Eigenschaft dieses H ilfsm ittels kann folgenderm aßen gekenn
zeichnet werden:

Alle Netze o r th o g o n a le r  Trajektorien, auf beliebigen Flächen, 
die derart beschaffen sind, daß durch dieselben die Flächen in 
k ru m m lin ig e  R e c h te c k e  unterte ilt werden, deren D ia g o n a le n  
w ie d e r  u n t e r  s ic h  o r th o g o n a le  T r a j e k to r i e n  bilden und somit 
gegen die Linien der ursprünglichen Netze in jedem  Punkte  u n t e r  
4 5° geneigt sind, besitzen die Eigenschaft, daß Figuren in denselben, 
deren Linien die Netzlinien in gleicher Reihenfolge treffen und  hier
bei die korrespondierenden Netzlinienelem ente je im gleichen Ver
hältnis teilen, in ihren k l e in s t e n  T e i le n  ä h n l ic h ,  d .h . k o n fo rm e  
A b b ild u n g e n  s in d . D e r a r t ig e  N e tz e  k a n n  m a n  a ls  G r u n d 
n e tz e  d e r  k o n fo rm e n  A b b ild u n g e n  b e z e ic h n e n . Jedem  P unk t 
einer Figur in einem solchen Netze entspricht ein bestim m ter P unk t 
der konformen Figur in einem anderen Grundnetze; alle durch zwei 
derart zugeordnete Punkte gezogenen korrespondierenden, d. h. gegen 
die Netzlinien je gleich geneigten Linienelem ente der beiden Figuren 
haben gleiches Längenverhältnis; dessen W ert ist jedoch im allgemeinen 
für verschiedene P unk tpaare  verschieden.

Sind Figuren in verschiedenen G rundnetzen einer F igur in einem 
weiteren solchen Netz konform , so sind dieselben auch unterein
ander konform.

Die K onstruktion der Grundnetze ist analog derjenigen, die 
früher für allgemeinere Netze angegeben wurde; es wird hierbei nur 
t g T==vc =  konstant =  1 (also nicht wie im allgemeinen Fall von P u n k t 
zu P unk t verschieden). Das einfachste G rundnetz der konformen A bbil
dungen ist das e b e n e  r e c h tw in k l ig e  K o o r d in a te n n e tz  m it d u r c h 
w eg g le ic h e n  Abständen der Netzlinien; andere Form en ebener G rund
netzewerden im Abschnitt„Geometrie ebener konform erN etze“ dargestellt.

Die angeführte G rundeigenschaft der konformen Netze erm ög
licht die Einzeichnung solcher Netze in M o d e lle  von krum m en 
Flächen m ittels b ie g s a m e r  4 5 °  W in k e l l in e a le .

5 8  Hydrodynamik.
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Sind nun auf einer £ -Fläche die Linien konstanter Diagonalen
neigung gegeben, und ha t m an sich auf derselben ein G rundnetz ge
zeichnet, so kann m an diese Linien in ein ebenes G rundnetz über
tragen und m it Hilfe derselben ein ihnen entsprechendes konformes 
Netz von cp- und %p- Linien zeichnen, das nun wieder in das Grund
netz auf der ^ -F läche übertragen werden kann; die Eigenschaft der 
K onform ität sichert die geforderte E inhaltung der Flächenunterteilung 
in krummlinige Rechtecke m it dem Seitenverhältnis

Das konstru ierte und das übertragene Netz sind ebenfalls kon
form und hierm it jedes zwischen denselben in früher geschilderter 
Weise übertragene F igurenpaar; es ergibt sich hierin eine Verallge
meinerung der D arstellung konform er Netze.

Analoges gilt natürlich  für die D arstellung der Netzlinien auf 
einer der ip- oder der cp-Flächen entsprechend der zweiten resp. der 
d ritten  der Gleichungen XH.

Die G enauigkeit der K onstruk tion  ebener Netze läß t sich wesent
lich erhöhen, wenn m an die K rü m m u n g s r a d ie n  der N e tz l in ie n  
bestim m t und dieselben zur Einzeichnung elem entarer Bogenstücke 
benützt. Siehe Anhang.

3. Bestimmung von Formfunktionen.
Es werden im folgenden zur Orientierung über die bisher be

handelten Eigenschaften von Strömungsformen einige Beispiele m it 
besonderer Berücksichtigung der N etzdarstellung gebracht.

I. Rein zweidimensionale Formen.
Die £ -Flächen seien Ebenen parallel zur X Y -  Ebene des k arte 

sischen K oordinatensystem s; deren Gleichung ist: % =  z,  und dem
entsprechend:

7 i =  °> 72 =  °> 7 s =  1’ 0 = 1 .

Aus den Gleichungen IV folgt
dcp dtp
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das letzte R esulta t bedeutet, daß in diesem Fall cp unabhängig von
z, also nur eine Funktion von x und y  ist.

1. Annahme: v =  konstan t =  1.
Es werden:

dcp dyj n j  3cp dtp _ . —  „
« i = A  oder: T z d j  =  oder: ^  =

Durch partielles Differentiieren einmal der ersten dieser Gleichungen 
nach x,  der zweiten nach y ,  dann um gekehrt, folgen:

d x 2 ^  dy2
8 >  d2ip _
dx2 dy9

als Bestimmungsgleichungen der Funktionen cp und  xp; die erste der

selben ergibt sich ebenfalls aus Va m it r  =  1 und =  0; die zweite
derselben aus V b* m it G =  1.

Die allgemeine Integration dieser sim ultanen Differentialglei
chungen erfolgt nach der Funktionentheorie durch Umformung und 
Trennung der reellen und imaginären Teile von Funktionen des 
kom plexen Argumentes ( x - \ - i y ) .

Die cp-Flächen und die i/;-Flächen sind Zylinderflächen m it E r
zeugenden parallel zur z-Achse und ergibt hierm it die erste derselben 
nach der gewählten Bezeichnungsweise im Verein m it der Gleichung 
X =  z die xp- Linien, die zweite im Verein m it % =  z  die cp -L inien 
(Bahnlinien).

(In den Lehrbüchern der H ydrodynam ik werden im Gegensatz 
zu obiger Bezeichnung gewöhnlich die Bahnlinien als y -L in ien  be
zeichnet; bei der gewählten Darstellung erscheint obige Bezeichnung 
zweckmäßiger, da die Lage eines Punktes in einer bestim m ten B ahn
linie eben durch deren Schnitt m it einer cp -Fläche bestim m t ist.)

Es folgt ohne weiteres, daß in den Fällen % —  z die V~ und 
ę?-Linien für alle Ebenen kongruente K urven sind, so daß die 
D arstellung in einer der ^-E benen  vollkommen Aufschluß über den 
Verlauf aller dieser Kurven gibt; man nennt daher entsprechende 
Strömungen m it Netzformen dieser A rt z w e id im e n s io n a le  S t r ö 
m ungen .

1. B e is p ie l :  Aus der komplexen Funktion

x =  cp - f  i V  =  (* +  i y f  =  (z2 —  y2) -j- i ( 2 x  y) 

ergeben sich durch oben bem erkte A btrennung: 
cp =  x2 — y 2, xp =  2 x y .



H iernach sind die in der X Y -  Ebene gelegenen Leitlinien der cp- und 
xp-Flächen gleichseitige H yperbeln m it dem K oordinatenursprung als 
gemeinschaftlichen M ittelpunkt: Abb. 17
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Es werden

dsq> =  ~ =

dcp .
«, =  -  =  +  2 * .

A 2 =  4 (x2 -j- y 2) , 

dcp dcp

A  2 |x 2 -, xj-

A - g - M ,

B 2 —  4 (x2 -f- y 2) 

d s v  =  v ~ - d x p  

d i p d x

dxp

2 Ix2 - |-  y 2

d f =  dxpdx-
A  }x2 y -

und m it endlichen Differenzen:

A e  =  Acp —  Axp =  A% =  A z , 

A e 2
A f -

A T =

2 )x2 -j- y 2 

A e 3
4 (*• +  y 2) •



Ae =  Az  bedeutet, daß die Länge eines Elem entes der z-Achse als
Maß der Differenz der Funktionsw erte zu wählen ist.

Bestim m t man im obigen analytischen Beispiel x und y  a s
Funktionen von cp und xp, so erhält man

x2 =  - f - | - +  g V  +  V2

»■ =  - |  +  y l ^ + V

A 2 =  B 2 =  4 V  +  1/i2 .

Es wird nach der Theorie ebener orthogonaler T rajek tonen  (siehe 

Anhang) a  1
e v  =  j A  =  d Ä ' ’

d s v  dcp

nun ist längs einer cp -L inie xp konstant, also

d A   cp __8 cp
d  cp ( jp -  _|_ xp2 )^ -d3

hierm it  ̂ ^

^ = I 7 ’

und. m it den W orten von A. und cp ausgedrückt durch die Koordi- 
naten x und y  gelten ______

_  (*® +  y*) I x 2 +  y~ 
e y —  (x2 - y 2)

und so analog
(x2 - f  y 2) v'x2 - f  y 1 

^  2 x y

als Gleichungen der K rüm m ungsradien.

2. B e is p ie l :  Aus der komplexen Funktion

x =  sin i z ; z —  x - \ - i y

folgt m it Rücksicht auf die Beziehungen zwischen den Kreis- und 
hyperbolischen Funktionen, das sind c o s ix —  ßofx; s in ix  =  i© in x :

c p - \ - i x p =  — sin y  Eof x -j- i cos y  ©in x
und daher

cp =  — sin t/S o fx ; xp =  -f- cos y  ©in x ,

hiernach sind die in der X Y -  Ebene gelegenen Leitlinien der cp- und

ß2  Hydrodynamik.
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i/;-Flächen K urvenscharen (Abb. 18), die in Streifen zwischen y  =  -j-----
71 ^

und y =  — — sym m etrisch gegen die X -  und Y- Achse gelegen sind,
Lt

wobei die Äste der y -L in ien  die X -Achse als A sym ptote haben und 
die Y-Achse rechtwinklig schneiden, ausgenommen in den Punkten:

A b b . 18.

x = 0 , ? / =  +  —, wo das Schneiden un ter 45° sta ttfindet; die Äste
Li

71
d e r  9 3 - L i n i e n  h a b e n  d i e  G e r a d e n  y =  +  — zu Asym ptoten u n d

2
schneiden die X -  Achse durchwegs rechtwinklig. Es werden

dcp . n dcp
ax =  p2 =  —— =  sin y  ©in x ; =  — ßx —  —— =  — cos y  £of x

otc cy

A 2 = B 2=  sin2 y  ©in2 x  -j- cos2 y  ßof2 x =  ©in2 x - j-  cos2 y
dcp

ds.
dxp

) ©in2 x -\- cos2 y  4 l© in2 x - |-  cos2 y

dcp dxd f =
f© in2 x -[- cos2 y



und m it endlichen Differenzen
d e 2 .

Q4 Hydrodynamik.

] ©in3 * +  cos2 y ’ ©in2 x +  cos2 y
Mit

cp* =  sin2 y  S o f  x  =  l  —  cos2 y  -f- ©in2 x — cos2 y  ©in x 

xp*—  =  + c o s 2  y  *

erhält man:
cp* xp* =  1 — cos2 y  -j- ©in2 x
cp1* — xp* =  i  —  cos2 3/ —j— ( 1  — 2  cos2 y) ©in2 x ;

hieraus folgt

cos2 y  =  — |  (<p2 -f- V2 — l) -j- Fj («p2 +  V2 ! ) ' +  V“

©in2 x =  -j- |(<p2 +  y 2 —  l) +  F | (cp,  +  y;2 — 1) +  iy2

M2 =  2 F(<p2 -f- v 2 —  l ) ’  +  4v»*

^  __ J L  =  2 --------------- ^ ------— —------bei xp =  konst.
dcp Qv [ ( « ? 2 +  ^ 2 — i ) 2 +  4 V 2] 4

^  =  J l .  = ____(y 3 +  ^ 3 - 5 ) v j   bei =  konst.
<2 xp Q(p {(y* _j_ ^  _  1 } 2 +  4  v 2] i  

In den P unkten  x =  0 , y =  +  i r  werden
u

<gina: =  0, Eojx =  l ,  sin y =  +  1, cosy =  0 ,

1  1

T I ,  V = = 0 , —  =  °°> ^ = = 0 -kV

Die Krüm m ung der cp - Linien (xp =  konst.) ist in diesen Punkten  
unendlich klein, diejenige der xp-Linien (99  =  konst.) unendlich groß.

Diese Strömungsform is t das rein zweidimensionale Analogon einer 
achsensymmetrischen Form, die für die Verwendung an Turbinensaug
rohren geeignet erscheint und später bestim m t werden wird.

2. Annahme: v =  veränderlich, z. B. = e kx  mit k  =  einer 
Konstanten.

Es werden

__dcL _dxp_ d<p̂  —  dxp̂  x _ ^ _ 0
a' - d x ~ d y  ’ 9 dy  dx dz ~ U

durch partielle  Differenzierung wie im früheren Fall, erhält m an:
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als sim ultane Differentialgleichungen der Zylinderflächen cp und yj 
m it Erzeugenden parallel zur z-  Achse, deren Schnitte m it den 
^ -E benen  wieder die tp- resp. 9 9- Linien geben, die wie im  früheren 
Fall kongruent in allen ^-E benen  sind; solche Strömungsformen ge
hören daher auch zu den zweidimensionalen Strömungen. Die allge
meine In tegration  obiger Differentialgleichungen kann durch Potenz
reihen erfolgen; eine partiku läre  Lösung erhält m an m it

c p = y e k x ip: y- —  x.

Die ?/;-Linien sind hierbei transzendente Kurven, die cp -L inien in  der 
x-R ichtung parallel verschobene Parabeln, Abb. 19.

In den behandelten Fällen liegen Netze der y -  und cp- resp. der 
y -  und 1/1 -L inien auf Zylinder flächen, deren Entw icklung in Ebenen 
die konform en Abbildungen der Netze liefert.

G ra p h is c h e  B e is p ie le .

Aus der ersten der drei Gleichungen X II ergibt sich m it v =  1,

C =  1  As,,
t g r  =

As„
1 .

Präsil, Hydrodynamik. 2. Aufl.
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Die Netzlinien einer y -  Ebene grenzen m ithin krummlinige recht
winklige Vierecke ab, deren Diagonalen un ter 45° gegen die cp- und 
xp- Linien geneigt sind und bilden hierm it konforme Grundnetze.

F a l l  a. Abb. 20.
Gegeben sind eine cp-Linie und auf derselben diejenigen Punkte, 

in denen dieselbe die cp-Flächen durchdringt, deren Funktionsw erte 
nach einer arithm etischen Reihe zunehm en; es seien 0, 1, 2, 3 , . . . 
solche Punk te  auf der Linie ab;  zieht man durch diese P un k te  Linien, 
die un ter 45° gegen die Tangenten in diesen Punk ten  geneigt sind, 
so erhält man in deren Schnittpunkten zwei weitere Punktreihen, 
die wieder auf Bahnlinien liegen, und kann man von denselben ab 
das Verfahren wiederholen.

W ird nun der W ert der Differenz Ae  angenommen, so folgt aus 

der dritten  der Gleichungen VIII, d .i .  A s x —  v A y ,  m it v = l  und 

A y  =  A e , und weil A =  B  ist

A s x =  Ae =  A z  =  A y ,

d. h. der W ert Ae  ist ein Maß der Abstände der ^-E benen . Aus 
der ersten der Gleichungen V III ergibt sich m it r = l  und  Acp =  Ae

A s v =  ^  und wegen A s <p =  A s v>,
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wodurch die W erte von A  in den einzelnen P unkten  aus den 
Längen As,p und dem W ert Ae  bestim m t sind; es w erden hiernach

A f = A s v -Ae  —  A s v -Ae  

A t =  (A sv )2 Ae  =  (Asv )2 A e .

Mit R ücksicht darauf, daß die W erte von x,  y,  z und hierm it 
auch sv , sv , sy V erhältnis werte sind, werden die wirklichen W erte 
der entsprechenden Längen durch M ultiplikation m it dem Längen
werte der Bezugseinheit a und ferner der wirkliche Flächenwert 
durch das P ro d u k t a2 A f  und der wirkliche Volum w ert A durch das 
P rodukt a3-A r bestim m t,

F a l l  b. Abb. 21.

Sind eine Bahnlinie und die W erte von A  längs derselben ge
geben, so kann man die Punktverteilung für gleiche Differenzen

Acp =  Ae  auf der Bahnlinie durch Berücksichtigung der ersten der 
Gleichungen V III erhalten, aus der sich ergibt:

b
(Pb —  <Pa =  f  A d s va

Streckt man daher die gegebene Bahnlinie in eine Gerade aus, träg t 
auf derselben die A-  W erte auf und bestim m t sich durch P lani
m etrierung die Integralkurve, so gibt deren Endordinate bX IV  den 
W ert von <pa —  <pb) teilt man diese O rdinate in eine Anzahl n gleicher

5*



Teile ein, projiziert die Teilpunkte auf die Integralkurve und die 
so erhaltenen Punkte derselben wieder auf a b ,  so erhalt m an îe 
Punktverteilung 0 1 2 3 auf ab  entsprechend der Funktionsdifferenz

=  E. 
n

F ür die Bestimmung der K rüm m ungsradien ist in den Gleichungen
A'  und B '  Seite 283 des Anhanges

j u =  1, 3 1 =  A ,  d s a =  d sv ,

und dem entsprechend
Qa =  Qv” Qß =  Qv

zu setzen; m an erhält:
A    A

^  =  n —  J d Á V  —  q f d A

{ d ś y j

Man kann daher entsprechend der ersten Gleichung in derselben
Abbildung, in der bei gegebenen W erten von A  die Bestim m ung der
Punkteinteilung erfolgt, auch die Bestim m ung von qv vornehmen. 

Aus der zweiten Gleichung folgt:
d A   A
d Syj Qq>

d. h. man erhält im Q uotienten —  ein Maß für die Veränderlichkeit
Q < p

von A  längs der die cp -Linie schneidenden %p- Linien.

ü . Achsen-symmetrisch zweidimensionale Formen.
Das System der Flächen sei durch ein, die z-Achse als ge

meinschaftliche Schnittlinie enthaltendes Ebenenbüschel gebildet; die 
allgemeine Gleichung eines solchen Systems ist hierm it bestim m t 
durch ( v

ywobei F  noch eine beliebige Funktion des Argum entes — sein kann; 

es seien vorerst folgende zwei spezielle Annahmen gem acht:

yv =  konst. =  1 , x =  arctg — .

Hiermit, und wenn m an x2 - f  y l =  r i einsetzt, werden

y i *  n 1
7 i ~  ra > r 2 =  +  ^ >  Ï3 —  °> C — 7 2

ßg  Hydrodynamik.
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und  som it entsprechend den Gleichungen IV

d p  x d p
Cil dx r dz

d p  y  d p
2 dy r dz

dtp x dxp . y  dtp"Y __ ^Y_ i
„3 i „2dz r2 dx dy

Es erscheint in diesem Fall zweckmäßig auf das Zylinder-Koordi
natensystem  überzugehen, und es ergeben sich m it der Bezeichnung 
z,  r ,  & für die neuen K oordinaten die Transformationsgleichungen 
nach B.  (Seite 285 des Anhanges):

dcp dcp PO0
dcp sin &

dx dr
bUo U

dft r

dcp dcp
sin & -\-

d p cos x)
dy dr dW r

dcp dcp
dz dz

dip
dx

II cos #  —
dxp
dü

sin $  
r

dcp
dy

dxp
dr

sin $  -(-
dxp cos #  
dfi r

dxp dxp
~dz dz

dx_
dx

_ dz
dr

cos #  — dx
d&

sin & 
r

dz
dy

dx
dr

sin (9 — dx
dxf

cos x9 
r

dx dx
dz dz ‘

Da y =  a rc tg  — =  t SjC
d z

=  0 , ^  =  0 , 
d r

8_Z
d& =  1 ,

also y  unabhäng ig  v o n  r und  z und  gleich d e r B ogenkoord inate, d .h .  bei A y  — Ae  
=  konst. h ab en  die E benen  des Büschels gleichen B ogen-A bstand; m an  w ird

2  Tt
dienlicherw eise A e =  —— w ählen, wobei i eine ganze Zahl ist und  die Anzahl

i
d er E benen  des B üschels um  die Achse bedeu te t.

Die Transform ationsgleichungen der Ableitungen von cp und ip 
vereinfachen sich noch bei der d ritten  speziellen Annahme, daß cp und p
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dcp dxp =  O seien.unabhängig von der Bogenkoordinate, also ^  ,| ^

Dies bedeu tet, daß die cp- und xp-Flächen Umdrehungsflächen sind 
m it der 2 -Achse als geometrische Achse. Die Schnittlinie dieser 
Flächen m it den Ebenen geben ebene und kongruente Netze der 
xp- und cp -Linien in den ^-F lächen; es genügt deshalb wieder die 
Zeichnung eines Netzes in einer Ebene.

Mit der letzten Annahme erhält man

d cp d cp
dx dr
dcp dcp .
—c- =  -4— — sin 1?,
dy  dr
dcp   . dcp

qCOS V  , —  =
dxp
dx
dxp
dy
dxp

exp
dr

cos #

_  i dxp 
dz dz

und hierm it aus den Gleichungen a

dcp   , d x p  s in2#
dz dr r

dxp cos2# 
dr  r

dcp . . dxci s in #
Sm #  = ---------------- ,

dr dz r
oder

dcp
H l

1  dxp 
r dr

dcp
dr

,l_d_xp_ 
r dr

dcp _ dxp cos #
—— COS #  =   --------
dr dz r

1  dxp 
r dp

es werden ferner

B 2 =

B  =  r  A

dcpY
d r )
dxpV
d r )

Durch partielles Differentiieren können diese beiden Gleichungen wieder 
umformt werden; m an erhält:

d2 cp
HH ’
d2xp
dz

d2cp 1  dcp _  
' dr2 ^  r dr

d2xp
Hr2 r  dr

als sim ultane Differentialgleichungen zur Bestimmungen der Funktionen 
cp und xp und somit der Netze der xp- und <p-Linien.



Man kann Ström ungen und Form en solcher A rt als einfache 
Ström ungen in Rotationshohlräum en oder als achsensymmetrische 
M eridionalströmungen bezeichnen.

Siehe hierüber auch P r ä s i l :  „Über Flüssigkeitsbewegungen in 
R otationshohlräum en“. Schweiz. Bauztg. Bd. 41.

Die in  dieser Abhandlung eingehend untersuchte Lösung m it den 
Gleichungen:

cp =  2  z3 — r~; tp =  2  z r3

ist das zweidimensionale achsensymmetrische Analogon, zum Beispiel 
auf Seite 63.

Praktische Lösungen kann m an auch durch zweckdienliche An
nahmen für die Gleichungen C erhalten, z. B.:

Aus

—  =  ß c o s z , —t- =  0 1 sm z,
dz dr

worin R und 01 noch zu bestim m ende Funktionen von r allein sind, 
folgt wegen

-->2
——  =  — ^  die Gleichung: R'  cos z =  di cos z
d z d r  d r d z

und m ithin R ' =  .

Die erste der beiden Gleichungen d gibt:

— R s in z  4 - 9 i 's in z - |-  — sinz  =  0 oder 01'------------R  =  0 ,i i  r r

somit ergibt sich für die Bestimmung von R  die Differentialgleichung:

R ”     R  —  0 .
r

Mit R =  2  Cnrn folgt für die K onstan ten  Cn die Rekursionsformel
n= 0

hieraus

Bestim m ung von Formfunktionen. 71

C n-n =  C'„_2;

n — 2 4 6 8 1 0

Cn 1 1 1 1 1

C0 4 16 36 64 1 0 0

n  = 3 5 7 9 1 1

1 1 1 1 1

9 25 49 81 1 2 1
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Abb. 22.

Mit der Bedingung der Symmetrie gegen die Achse müssen die 
Glieder m it den ungeraden Potenzen von r verschwinden; es wird 
somit C1 =  0, während C0 noch beliebig z .B . = 1  gewählt werden 
kann; m an erhält die Gleichungen

( r2 r l \
,p =  ( l + T  +  -  +  . . . ) ,m *

/ j-2 j.4 j.8 \

^ - U + i - 4  +  6 " 6  +  - ) “ “

für die m anschettenartige, für Turbinensaugrohre geeignete Form , auf 
die schon auf Seite 64 hingewiesen worden ist.

TZDie Eigenschaften in den Punkten  r =  0 , z  =  ±  - sind die gleichen
71 ^

wie dort in den Punkten * =  0 , y  =  +  —. Siehe Abb. 22 u. Abb. 18.
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F ü r die graphische N etzkonstruktion in einer ¿-E bene erhält man

das Verfahren bleibt dasselbe, wie in den früheren Fällen; es ist 
zweckmäßig die Länge des dem A nfangspunkt der Linie zukommen
den R adius als Bezugseinheit für die Längen zu wählen.

E in entsprechendes Beispiel ist in Abb. 23 durchgeführt.

Man erhält ferner

A £
/ ¡ S(p== A s w =  r A e ,  A f  —  A s v - A e ,  A r  =  A s (p2 Ae

A.

. 2  71
oder m it A e =  —r-

Soll das Netz die Achse als 9 9-Linie enthalten , so geht m an am 
besten von derselben aus; es versag t aber vorläufig das allgemeine 
V erfahren, da an der Achse r  =  0, also t g r  =  oo wird; überhaupt 
tr i t t  an der Achse insofern eine Abweichung auf, als die der Achse 
zunächst liegende ¿-F läch e  eine Röhre m it vollen Kreisquerschnitten, 
zwei andere yj-Flächen Röhren m it kreisringförm igen Querschnitten 
bilden.

Aus Gleichung X III ergibt sich m it v =  1 als Maß des F lächen
inhaltes eines R ingquerschnitt-E lem entes

hierin ist derjenige W ert von A  einzusetzen; der dem durch die 
Diagonalen des Elem entes bestim m ten P unk te  zukom m t, und da in 
einer Ringfläche sämtliche D iagonalenschnittpunkte auf einem Parallel
kreis liegen, so h a t A  für alle diese Punkte denselben W ert; i A f  ist

• ^ 71
ein Maß des Flächeninhaltes der ganzen Ringfläche und m it A e =

v

wird somit 4  ^
(i ■ A f ) A  —  —7— =  konst.,

d. h. das P roduk t aus Ringflächeninhalt in den zugehörigen W ert 
von A  ha t für alle zwischen benachbarten  Flächen auf den cp -Flächen 
liegenden Ringflächen denselben W ert; bestim m t m an nun die der 
Achse zunächst liegende xp- Fläche derart, daß für die von derselben

A s x =  r
2  71

l
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auf den q>-Flächen abgegrenzten Kreisflächen ebenfalls die zuletzt ge
fundene Beziehung gilt, so lassen sich die Punk te  der Meridianlinie 
dieser i p-Fläche bestim m en, wenn die Verteilung von A  längs der 
Achse bekann t ist.

Achse

Ab
b. 

23
.
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Die an den durch die P unk te  der Achse gezogenen y -  Linienele
m enten abzutragenden sxpp-Längen sind zu rechnen aus der Form el

Man erhält durch Aufträgen der Längen 8V1 die M eridianlinie der der 
Achse zunächst liegenden y -  Fläche und  kann hiernach un ter Verwen
dung des allgemeinen Verfahrens das Xetz vervollständigt werden.

iX atürlich muß die Anzahl f der um die Achse gleichmäßig ver
te ilten  £ -F lächen so groß gewählt w erden, daß der Flächeninhalt 
der K ugelkalotte von der Bogenlänge sv l  noch gleich n  gesetzt 
werden kann .|

Die Xetze der / -  und cp-L inien auf den y -F läch en  u nd  die
jenigen der y-  u nd  y -  Linien auf den cp -F lächen bestehen aus Parallel
kreisen und  M eridianlinien; über deren konforme D arstellung in  
Ebenen siehe P r ä s i l :  Zur Geometrie der konform en Abbildungen 
von Schaufelrissen. Schweiz. Bauztg. Bd. 52. Xr. 7 und 8 . E in Auszug 
hiervon ist als Anhang dem Buche beigegeben.

Xoch allgemeinere Form en erhält m an, wenn m an v gleich einer 
Funktion von r  oder von z oder von r und z w ählt; es wird hier
bei das graphische Verfahren der X etzbestim m ung zur Anwendung 
kommen.

IIL AeLseu-symmetriseh dreidimensionale Formen.
Eine Verallgemeinerung der früheren Annahm e erhält man, wenn 

m an das System der ^-F lächen  dadurch bildet, daß m an eine Fläche 
von gegebener Form  um  eine Achse, z. B. um die z-Achse, dreht: 
im Zylinderkoordinatensystem , m it der z-Achse als Umdrehungsachse, 
stellt die Gleichung F  [z, r, (»? — 0o =  0 m it <>0 als Param eter ganz 
allgemein solche Flächensystem e dar: die Auflösung nach d 0 ergibt 
m it &0 =  y  die Form en der ^ -F u n k tio n

y = d  —  f r ,  zi.

i lm früheren Beispiel war f  — 0.)

E s soll n un  die spezielle Form
2 71

in B etrach t gezogen, d. h. die ^ -F lächen  als S c h r a u b e n f lä c h e n  
m it  k o n s t a n t e r  S te ig u n g  h und g le ic h e m  B o g e n a b s ta n d  an 
genommen werden.



Man erhält:
dj, =  2n  ̂ ?Ä =  1 ^  =  0

dz  h ’ dft ’ dr

und hierm it und aus der zweiten der Gleichungen H Iaj) Seite 55 
die Differentialgleichung

2  n dcp 1  __ q
h dz  r 2 d-d

als Bestimmungsgleichung für die Funktion  cp; es ergibt sich hieraus

<p =  R ■ <2> (Í) +  S  m it |  z  — r 2 &

wobei R  und S  beliebige Funktionen von r , und <P (ß) eine beliebige 

Funktion des Argum entes f -  z — r2ß )  ist.
\¿ 71 /
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Die einfachste Form  erg ib t sich bei R  oder =  0 m it cp — S ; es w erden

d t p   dop __ 8<p _  d S
1 7  ’ d & ~  ’ dr  d r  ’

d .h .  die ^ F lä c h e n  sind konzentrische Zylinderflächen um  die z-A chse; aus
dw

der e rsten  der G leichungen III,,* folgt h ie rm it ^— =  0 , d .h .  die F u n k tio n s

form en von yj sind von r  unabhängig .
Die beiden  e rsten  der G leichungen IV .' w erden  iden tisch  e rfü llt; aus der 

le tz ten  derselben fo lg t:
d S  1 fdyj  2 ii dip\
d r  r \ d z  h dft)

Aus d er G leichung Vaz fo lg t, daß  in  diesem  Falle  v n u r  eine K o nstan te  
oder eine Funk tion  von r sein kann  und  h ierm it aus d er le tz ten  Gleichung, daß
cp eine lineare F u n k tio n  von z und  # ,  also von d er Form

cp =  # -j- lcz

sein m uß; d. h. die y -F läch en  sind ebenfalls Schraubenflächen m it k o n sta n te r  
S te igung; es w erden h iern ach  die cp-L in ien , d .h .  die S ch n ittlin ien  d e r cp- und
/-F läch en , zur Z-Achse senkrech te  G erade, die cp- u n d  /-L in ien  sind  S chrauben
lin ien  au f den  (p-Flächen.

N im m t m an die / -F lä c h e n  als Leitflächen einer S tröm ung a n , so w äre 
h iernach  d u rch  diese F o rm  eine rad ia le  S tröm ung  zwischen den /-F lä c h e n  
bestim m t. Diese S tröm ungsform  h a t  keine p rak tisch e  B edeu tung .

Eine weitere Form ergibt sich m it 8  =  0; Ä =  —|— 1, <25 =  £,

hm ithin durch 

es werden
(p =  2 ~ n - Z ~ r
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und folgt h ierm it u nd  aus der ersten der Gleichungen I I I a p die 
Differentialgleichung

_ * _ . ? v ? _ ? v _ 2 r 0 ? v  =  o
2 n  dz  d& dr

zur Bestim m ung der F unk tion  xp.
H ieraus ergibt sich nach den bekannten Methoden der Integration 

partieller Differentialgleichungen erster Ordnung

t p = ' F ( ß ,  r¡) m it |  • z +  &J

i) =  (&2 —  lg r),
d. h. xp ist eine beliebige Funktion  der Argum ente £ und r¡ oder 
da £ genau die Form  der Funktion  y  besitzt

V =  ^iX’ v)-
Bei d er A nnahm e: i p=* P( %)  w ird  y  =  k o n s ta n t, w enn /  k o n sta n t ist; 

d. h. die y -F lä c h e n  dieser F unk tio n sfo rm  sind  d er F orm  nach  iden tisch  m it 
den /-F lä c h e n , besitzen  jedoch andere  Z uteilung d e r Funk tionsw erte .

Eine weitere einfache Form  der xp-Flächen ist bestim m t durch: 
xp =  r¡ =  — lg r ,

d. i. die Gleichung von Zylinderflächen m it Erzeugenden parallel 
zur z - Achse, deren in der (a;j/)-Ebene gelegenen Leitlinien obiger 
Gleichung in Polarkoordinaten m it xp als Param eter entsprechen. 
Die cp-Linien sind die Schnittlinien dieser Zylinderflächen m it den 
2 -Flächen.

Das Gleichungssystem
h  2 <1Cp =  Z -—- T V

2 71

xp =  $ 2 — lg r ............................................... a

□ , 2 yr
+ x z

stellt daher vorläufig in le d ig l ic h  g e o m e t r i s c h e r  H insicht eine 
mögliche Strömungsform zwischen Schraubenflächen als Leitflächen 
dar, wobei cp die Querschnittsflächen sind.

Diese F u n k tio n en  ergeben  aus den  G leichungen IV p
h  v  „ 2 ji 2 1? L, ___ , h r -
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A S(p Łj i \
Asx hr2
A =  V B = O-- V
Asx B _ r / [ ( 2 * )« + !]  

-  C r [(2 *r/I r) 2 -)- Ä'2]

A
h r 2  A,

2 ji i A \
.2 jt!

+  r2+ ( 2 n ? ) 2

A x
A 2

Z l i 3  :
¿ r 2

2  71 f j+ '* -2r&)
■ A b3

F ür die o r th o g o n a lp r o j e k t iv i s c h e  D arstellung z. B. der in 
einer Fläche gelegenen xp- und cp -L inien erhält m an durch Elim i
nation von z aus den Gleichungen für cp und ^ m it:

cp

Die Gleichung der Projektionen der xp-Linien auf die K oordinaten
ebene r, #  (Ebene senkrecht zur z-  Achse); die Gleichung xp =  ft‘i - -  lg r 
gibt an sich die Projektion der cp -L inien auf dieselbe Ebene; sind 
diese Projektionen gezeichnet, so b ietet die D arstellung im Auf- und 
Seitenriß keine weiteren Schwierigkeiten. E ine axonom etrische D ar
stellung eines solchen cpxp-Liniennetzes auf einer Schraubenfläche 
gibt Abb. 24; in derselben ist z s ta tt p  zu lesen.
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Die k o n fo rm e  D a r s t e l l u n g  des in einer /-F lä c h e  gelegenen 
(p, ^ -N etzes  ergibt sich, in Anlehnung an die Entwicklungsweise für 
die konforme Abbildung von Rotationsflächen, wie folgt.

Die Länge ds  eines beliebigen Linienelementes auf der /-F läch e , 
Abb. 25, is t bestim m t durch die Gleichung

d s t ^ d z '  +  ^ d & f  +  dr*

\

ME'

t; äS 
if-DE
e Dt' 
0

und aus der Gleichung der Fläche folgt
2  ^

d y — dft  - — ^ - d z  =  0  oder d z =  d§;
h 2 n

hierm it
d s 2 = d&-  — dr2 .

Die Länge d S  eines Linienelementes in der Ebene ist in Polar
koordinaten R,  Q bestim m t durch die Gleichung

d S *  =  R * d * P  —  d R 2.

Für zwei zugeordnete Punk te  muß entsprechend der K onfor
m itätsbedingung das V erhältnis

h \ 2
2 71,

r2 d d 2 -f- d r 2

Rr dS - - \ -d R "-



derart beschaffen sein, daß es nur abhängig von den K oord inaten  
der zugeordneten Punkte  ist.

Das wird u. a. erreicht, wenn m an @ =  #  w ählt und zwischen 
r und R  die Beziehung besteht

dr  d R

gO Hydrodynamik.

i M 9.
,2 n )

R

denn dann w ird tatsächlich

( A Y - j - r 2

d8‘.i \ 2  n) ^

d S * =  R 2 '

Man erhält som it durch Integration obiger Gleichung und Zuordnung 
der R adien r 0 und R 0 __________y(B+-+- y(Ä)+’'o',+’'0

Rechnet m an aus der letzten  Gleichung r als Funktion von R 
und setzt den erhaltenen Ausdruck in die Gleichungen

y, =  &‘i — log r

h

R
R

<P =  W - J ( x -

ein, so erhält man die P o la r g le ic h u n g e n  d e r  cp- u n d  ^ - L in ie n  
d e r  e b e n e n  k o n f o r m e n  A b b i ld u n g  d e s  in  d e r  ^ - F lä c h e  l i e 
g e n d e n  cp- u n d  y -N e tz e s .

Die erhaltenen Gleichungen vereinfachen sich formell, wenn man 
die Länge von r0 als Bezugseinheit für die Längen, also r 0 =  1,

T
ferner R n =  rn—  1 wählt und —  =  tg  e setzt, dann folgt 

0 u 2  n

I sin2 e -f- r 2 cos2 e -f- r  cos e 
R  —  . |

1  cos e

und hieraus für r =  0 ;
sin e

R  =  9t =
1 -j- COS E ’

d. h. d e n  P u n k te n  a u f  d e r  z -A c h se  d e r  ^ - F lä c h e  s in d  in  
d e r  k o n fo rm e n  A b b ild u n g  d ie  P u n k te  d e s  P a r a l l e l k r e i s e s
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m it  d em  R a d iu s  91 z u g e o rd n e t .  Dieser Kreis sei m it Achsenkreis 
bezeichnet (siehe konf. Abbildung). Man erhält ferner

cos e 1  — cos e 1  
R  —

2  cos e 2  cos e B
und hierm it

v ,  =  » » - i g f 1 - ^ O 8 C . . B - 1 ~ C 0 S , A  

V 2  cos e 2  cos £ R

t a \*  2 (1 ~\~ COS £ 1 —  COS£ 1 \ 2
*  =  (*-«> *e- ' - p s i S T ’* — äiSTi-J

als die gesuchten Polargleichungen der Linien des ebenen konformen
cp- und xp-N etzes, in welchem xp und cp die Param eter der cp- und
y-Linien sind und für % die K onstante derjenigen ^-Fläche zu nehmen 
ist, deren A bbildung bestim m t werden soll. Abb. 26 stellt die ebene 
konforme Abbildung des Netzes der Abb. 24 dar; xp, cp, % sind Zahlen
werte in arithm etischer Reihenfolge, z. B.

•P =  V> =  X =  0 , 0,25, 0,5, 0,75

oder m it Rücksicht auf eine im Kreise ganzzahlig aufgehende 
Teilung des Raum es durch xp- und Flächen als Bruchteile von 2 n  
entsprechend der Form el

2  n nV
cp

X

wo i und n als ganze Zahlen zu wählen sind; q kann als Bogen
koordinate ebenso berechnet werden. Setzt man also z. B.

2 n  2 n
(P = ----- 2 , xp —  - ~ - - o ,  7  =  0 ,
^  20 20 ^

so gilt die Gleichung cp fü r die d ritte  Linie ab der durch xp =  0 be
stim m ten Anfangslage der y-Flächen, diejenige für cp fü r die zweite 
t/;-Linie ab der entsprechenden Anfangslage der cp-Fläche (cp =  0). 
D a die y -F läch en  Zylinderflächen m it Erzeugenden parallel zur 
Z -  Achse sind, so ist die D arstellung des Netzsystemes auf derselben 
einfach durch Entw icklung in eine Ebene durchführbar.

Es ist hierm it der Verlauf der Netzlinien festgelegt.

N im m t m an die K reiszylinderflächen um die Z-Achse als y-Flächen, 
also xp =  R , wobei R ganz allgemein noch eine beliebige Funktion

2 71
von r i s t , ferner die Schraubenflächen % —  &-\— p z wieder als

P r ä s il ,  H y d ro d y n a m ik . 2. A u fl. O
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Leitflächen an , so werden die Schnittlinien der xp- und ^-Flächen
Schraubenlinien und

| r _ o .  dJ L = B ', | r = o .
dz dr d v

Die Gleichungen IV^ ergeben:

8 r  _ r B . V l r .
dz r dr dft h

D am it die Id en titä ten  bestehen können:

d2<p d ĉp d2<p di cp

Kinematik stationärer Strömungen. 8 3

m üßten sein

also

d z i r  d r d z ’ drdf t  d&dr  

R ' v
 =  K.  =  einer K onstanten,

r

r R '  v =  K„ =  einer K onstanten, 

r K x K., -11R , — r R , oder r —  |/  —  =  konst.,

d. h. die Gleichungen IV  sind bei dieser Annahme nicht für ein 
S y s te m  von K reiszylindern als Stromflächen erfüllbar, oder zur 
Schar der S c h r a u b e n l in ie n  m it konstanter Steigung gibt es keine 
cp -F lächen, also keine orthogonalen Querschnittsflächen. Siehe S. 49.

Die vorstehenden Beispiele zeigen im wesentlichen die M ethodik 
zur Bestim m ung der Form funktionen und  hierm it von Netzsystemen 
zwischen Teilflächen, die für die analytische Beschreibung bzw. 
geometrische D arstellung von Ström ungen in K anälen dienen können, 
deren Grenzflächen den Scharen der xp- und -Flächen angehören.

4. Kinematik stationärer Strömungen.
Aus der Gleichung X III folgt, daß bei der verwendeten R aum 

teilung durch das Netz der cp, xp, ^-F lächen  bei Jcp =  Axp =  A x  =  A e  
—  K onstan t das P roduk t

^  I s  A 2— ■ A f = A e * ,
v

für alle Querflächen-Elemente denselben W ert hat; m ultipliziert man 
die Gleichung m it einer im Strom gebiet konstanten  Größe G und 
einer Funktion / ,  deren Argum ente die F unktionen xp und y. sind, 
so daß also À längs einer cp-Linie konstan t bleibt, so folgt

G — - X A f  =  G k - A e -
V

6*
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d. h. das P roduk t aus G — X in die Fläche A f  ist innerhalb eines
v

e le m e n ta r e n  K a n a ls  des Strom gebietes konstant.
E rteilt man dem W ert G die Dimension einer Geschwindigkeit, 

wobei hinsichtlich der Länge dieselbe Bezugseinheit zu nehm en ist, 
m it der die K oordinaten gemessen werden, so kann m an den Aus
druck

XV
A

v  =  G — X
v

als die Bestimmungsgleichung für die S t r ö m u n g s g e s c h w in d ig 
k e i t  im Strom gebiet cp,xp,% definieren; denn es wird dann

v - A f = G X A e 2 =  A q ....................................XVI

das Maß der durch einen elem entaren K anal fließenden s e k u n d 
l ic h e n  F lü s s ig k e i t s m e n g e ;  die <p-Linien sind die Bahnen der 
Strömung; die Kom ponenten von v ergeben sich für die kartesischen 
Koordinaten: g ¿

vx =  ö  • r-------* dx v

dcp X 
v =  G' — —  

y dy v

G-

fü r die Z ylinderkoord ina ten

dcp X 
dz v

X

XVII

ri d,Pvz — G---------
d z  v

dtp X vr =  G- • — 
o r  v

dtp X 
vu =  G- — 5 —  rcir v

X V IIr

Die Kontinuitätsgleichung für inkompressible Flüssigkeiten

dv,  -  f  dv, , dv„ , « , dv..i? ü » .  
dx dy

=  0 resp. =  0dz \  A dz  ' dr ' r 1 rd f t j

wird tatsächlich durch obige Geschwindigkeitswerte erfüllt; es er
geben sich nämlich z. B. in kartesischen K oordinaten die Gleichungen:

^ , G dcp fd X dtp . d X  d%
v dx \dtp dx dx dx.

2 1 G_ dcp (dX dyj dX dx
v dy \dtp dy  dx dy

v dz \dtp dz ' dx dz

G

1

s-j1

G dcp dv
dx V dx2 V2 dx dx

dVy _ G  d*cp G dcp dv
dy V dy2 V2 dy dy

dv, G G dcp dv
dz V dz2 v2 dz dz
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und wird bei A ddition derselben die rechte Seite un ter Berücksich
tigung der Gleichungen V0 und I I I a gleich Null, somit auch

i &vv i 8v. x  _j y  _j z  _ _  q

dx  1 dy dz

Die Gleichung XVI ergib t m it v als Param eter die D arstellung der 
Flächen, zu denen sich diejenigen P unkte  des Strom gebietes ver
einigen, die gleiche Geschwindigkeit besitzen; dieselben seien als
I s o t a c h e n f l ä c h e n  bezeichnet, deren Schnittlinien m it den cp-, ip-
und ^-F lächen  ergeben hierm it die I s o ta c h e n  in letzteren Flächen.

G l
Sind l  und v konstan te  W erte, so daß man den W ert —

v
G )i

als konstanten F ak to r der Funktion cp ansehen , also P  =  —  cp
v

setzen kann, so erhalten  die Kom ponenten-Gleichungen die Form

_ d P   d P  _ d P
Vx~ ~~ dx ’ Vy~ ~ d y ’ Vz~ ~ d z ’

es sind som it formell die Geschwindigkeitskomponenten solcher Strö
mungen in gleicher Weise als Abgeleitete der Funktion  P  zu be
stim m en, wie dies hinsichtlich der K raftkom ponenten bei B estand 
einer K räftefunktion  zu erfolgen hat; eine solche Funktion P  ist 
daher das G e s c h w in d ig k e i t s p o te n t i a l  der Ström ung und m an nennt 
derartige Ström ungen P o te n t i a l s t r ö m u n g e n .

Die K ontinuitätsgleichung nim m t die Form  an 
t f p  t f p  p p

dx 2 dy 2 dz 2

in kartesischen Koordinaten,

= 0 ...............................XVIII

d * P  d * P  1 8 P  P P  Q
02s +  a r s t r    *

in Zylinderkoordinaten.
Es sind dies Strömungsformen, deren Querschnittsflächen durch 

die Gleichung V 2 <P =  0 zusam m engefaßt sind.
G

I s t  nur v konstant, so daß m an m it — =  k
v

V = i c X dJ P ,  v h X dJP v k x dT. 
d x  ’ » d y  z dz

erhält, so ergibt sich aus der K ontinuitätsgleichung
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wobei jedoch, da X eine Funktion der Argum ente y> und % is t, in 
folge der Gleichungen Ü Ia der zweite K lam m erausdruck identisch 
gleich Null wird, also wieder die Grundgleichung für die Q uerschnitts
flächen resultiert: xj? ^  — q ,

d. h. solche Strömungen sind der F o rm  nach identisch m it P o ten tia l
strömungen, aber nicht hinsichtlich der Geschwindigkeitsverteilung.

Z. B.: Die Parallelström ung in einem zylindrischen R ohr mit 
geradliniger Achse ist bei gleich großer Geschwindigkeit in säm t
lichen Punk ten  des Ström ungsgebietes eine P o te n t i a l s t r ö m u n g ;  
die Parallelström ung m it parabolischer Geschwindigkeitsverteilung, 
wie solche unter dem Einfluß der R eibung in einem solchen Rohr 
eintreten kann, solange die m ittlere Geschwindigkeit un ter einer 
bestim m ten Grenze (dem kritischen Geschwindigkeitswert) bleibt, 
ist nur der F o r m  nach eine Potentialström ung; dasselbe kann in 
einem solchen R ohr für die H auptström ung bei tu rbu len ter Bewegung 
der Fall sein.

B esitzt hierbei die Funktion X nur e in e  der F unktionen % und 
y; als Argument, so kann die Geschwindigkeitsverteilung als eine 
geschichtete betrachtet, die Ström ung als eine S c h ic h t s t r ö m u n g  
bezeichnet werden, während man Ström ungen, bei denen X eine 
Funktion  b e id e r  Argumente y> und % ist, als F a d e n s t r ö m u n g e n  
bezeichnen kann.

Die Darstellung der Schnittlinien der Isotachenflächen m it den 
<p-, ip- und £ -Flächen gibt bereits ein Bild der Ström ung.

I. Zeitüächen.
Ein weiteres Bild erhält man, wenn m an sich zur Zeit t =  t0 

im Strömungsgebiet eine Fläche abgegrenzt denk t und dieselbe der
a rt sich fortbewegen läßt, daß jeder ihrer P u n k te  in  jeder seiner 
Lagen gerade diejenige Geschwindigkeit besitzt, die ihm vermöge 
der Geschwindigkeitsverteilung im Gebiet zukommt; es ergeben sich 
als geometrische Orte der P unk te  nach gleichen Zeiten wieder Flächen 
und werden dieselben durch einen Funktionsausdruck darstellbar sein, 
der die K oordinaten x,  y ,  z als Variable und die Zeit t als P a ra 
m eter enthält. Diese Flächen kann m an als Z e i t f l ä c h e n  bezeichnen. 
Die Bestim m ung des Funktionsausdruckes dieses Flächensystem s T  
wird verm ittelt durch das System der drei sim ultanen D ifferential

gleichungen: d x  =  Vxd t ,  d y  =  vy d t ,  d z  =  v , d t ,

7 dx  d y  dz
oder d t  =  — , ä t  —  — , a t  —  — ,

vx «„ vz

worin dx,  d y ,  dz  die Koordinatenelem ente der Bahnlinie sind.
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W enn man fü r vx, vy, vz die Ausdrücke aus Gleichung X V III ein
setzt, die in denselben als Funktionsausdrücke in x , y , z  erscheinen, 
so ist im  allgemeinen nicht sofort die Integration möglich.

D a aber jeder P u n k t des Gebietes entw eder durch seine K oor
dinaten oder durch die drei Funktionsw erte cp, xp, % derjenigen N etz
flächen bestim m t ist, die sich in ihm schneiden, so kann immer 
x =  X {cp, xp, y ) \ y  =  Y{cp, y>,x); z —  Z  {cp, xp, X) gesetzt, aus einer dieser 
Gleichungen <p berechnet und in die anderen eingesetzt werden, so 
daß dann irgend ein Funktionsausdruck in x, y ,  z  in einen solchen 
in x,  xp, x oder in y,  xp, x  oder in  z, xp, x  um gew andelt werden kann. 

H ierdurch kann  m an erreichen, daß

vx als eine F unktion  von x, xp, x und X

Vy xx xx xx xx V > V x X xx ^
V Z  X X  X X  X X  X X  Z X  Vx X X X  ^

erscheint, so daß bei der In tegration  der sim ultanen Gleichungen xp, 
X und X als K onstan te  zu betrach ten  sind, da dieselben eben längs 
einer Bahnlinie konstante W erte besitzen.

M it der Zuordnung t =  tQ; x —  xQ; y  =  y 0; z —  zQ erhält m an 
drei Funktionen  zwischen x,  x0 , t,  tQ, xp, x> X resp. y,  y 0, t, t0, xp, x> 'X- 
resp. y ,  y 0, t,  tQ, xp, x  und a^s denen x 0, y0, z0 als Funktionen 
von x resp. y  resp. z und  xp, X, X bestim m t werden können.

Is t nun T ( x Q, y0, z0) =  0 der Funktionsausdruck für die Fläche 
des Systems zur Zeit f =  f0 — dieselbe w ird in  der Folge als A u s 
g a n g s f lä c h e  bezeichnet —  so erhält m an die Gleichung des F lächen
systems, wenn m an für xQ, y 0, z0 die oben erhaltenen Funktions
ausdrücke einsetzt und in denselben xp, x,  X 
wieder durch deren K oordinatenfunktionen er
setzt. (Siehe nachfolgende Beispiele.)

D urch geeignete W ahl der Ausgangsflächen 
und Abgrenzung bestim m t geform ter Kaumteile 
durch solche Flächen kann m an, wie folgt, den 
Ström ungsverlauf in  verschiedener Weise ver
anschaulichen.

W ird ein R aum teil durch eine geschlossene 
Fläche abgegrenzt, so bleibt bei der Deform ation 
dieser Teile dessen R aum inhalt konstant, wie 
sich aus folgendem ergibt:

Es sei als Ausgangsform ein von je zwei benachbarten xp und 
¿ -F läch en  und zwei Querschnittflächen cpx und <p2 begrenzter K anal 
angenommen, Abb. 27. Nach Gleichung X III besitzen die auf cp1 resp. 

abgegrenzten Flächen die Inhalte:
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dfx =  drp d%,

V
df<2 =  ~ d y d x -  

2

Die Flächenelem ente bewegen sich m it den Geschwindigkeiten

v . = G  —  resp. v„ =  G —
V 1 '  V2

weiter, so daß von denselben im Zeitelem ent d t  die Volumina

dxt =  - j -d ip  d%G —  Adt ,  dr„ =  -~-dy> d% G —̂  Adt
A x v x A,2 r 2

durchlaufen werden; A b leibt hierbei konstan t; es ist also dxt =  d r 2 

der Inhalt des elem entaren K anals bleibt konstant. D a nun der In 
halt jeder geschlossenen Fläche als Summe der Inhalte  solcher Teil
kanäle betrach tet werden kann, ist zu schließen, daß die Form 
änderung dieser Fläche ohne Inhaltsänderung stattfindet.

1. B eisp ie l: Abb. 28. Die Form funktionen seien (entsprechend 
dem Beispiel S. 61)

(p =  x ‘i —  y \  yj =  2 x y ,  * =  z.



Es werden hierbei:

v = l ,  a, =  2 i ,  cs =  — 2«/, «s =  0 : J  =  4(x2 — y-)

und bei der A n n a h m e  2 =  1 : vx —  2 G x ,  vy =  — 2 G y ,  vt =  0 .  

Man erhält die Isotachengleichung:
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v = 2 G |x 2 - |- y 2 = 2 G r.

Die Isotachenflächen sind hiernach konzentrische K reiszylinder um
v

die Z -  Achse m it den Halbm essern r =  —— .
2 G

Das System  sim ultaner Differentialgleichungen zur Bestim m ung 
der Zeitfunktion wird

d x  du dz
d,= 2G-*’ d' —  d y -  Ö

und können dieselben in  diesem Falle d irekt in tegriert werden; m an 
erhält

Ä 1* * ’ 0 = z - z»
und hieraus

x0 =  x e ~ iG{t~l*) , y0 ~ y  e~2G(l~'*>, z0 =  z .

W ird als Ausgangsfläche eine K u g e l  m it den M ittelpunkts
koordinaten r0, t)0, Jq und dem Radius r angenom m en, so daß die 
T-  F unktion  zur Zeit t =  t0 die Form  erhält

(¿0 — lo)' +  (y0— %T — • 20 — äoVJ — r" =  0 •
so ergibt sich als Gleichung des Flächensystem s, durch das die im 
Laufe der Zeit stattfindende D e f o r m a t io n  der Ausgangsfläche d ar
gestellt wird, m it:

( x e-* e «-<.) _  ^  _|_ {y e+s (*-« _  ^  +  (z -  fc) 9  -  r9  =  0 .

Dieser Gleichung entspricht eine Folge von E l l i p s o id e n ;  die M ittel
punktskoordinaten derselben sind

f  =  r 0 e - i  6  « - '• > ,  t) =  t)0 e - S G l i- ' * l ,  ä =  a o -

F ührt m an die auf den jeweiligen M ittelpunkt als K oordinaten
ursprung bezogenen K oordinaten  T], £ m it Hilfe der T ransfor
m ationsgleichungen

* =  !  +  £> Ji =  — t), z =  f  — j,

ein, so erhält m an
e-4 6 I t-tJ  ^2 g+4 G ( t - t j _|_ g i _  t 2 =  0
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a ls  M i t t e lp u n k ts g le ic h u n g  d e r  E l l ip s o ïd e ;  d e r e n  H a u p ta c h s e n  s 
p a r a l le l  z u  d e n  K o o r d in a te n a c h s e n  f , , ,  f .  u n d  ( d a  d ie  T r a n s f o r m a t io n s 
g le ic h u n g e n  e in e r  P a r a l l e lv e r s c h ie b u n g  d e s  u r s p r ü n g l ic h e n  K o o r d i n a te n 
s y s te m s  e n ts p r e c h e n )  a u c h  p a r a l le l  z u  d e n  K o o r d in a te n a c h s e n  * ,  y ,  z . 

D ie  L ä n g e n  d e r  H a lb a c h s e n  d e r  E ll ip s o ïd e  s in d

a  =  r e +2 g  («—i0) ? b =  t e ‘ 2 e ( i ' i , ) , c =  r .

Die a -Achse verlängert sich m it der Geschwindigkeit
d a

d t

d ie  b -A c h s e  v e r k ü r z t  s ic h  m it  d e r  G e s c h w in d ig k e i t

d b
Üj. = d t

C _ y U; 71 t

die c-Achse bleibt in der Länge unverändert.
Das Volumen des Ellipsoides ist

F = = | 7 r . a . & . c  =  | 7r r e+2 e<<- « - r e - 2 G «-<o> =

es findet also, entsprechend der allgemeinen Ableitung auf Seite 8 8 , 
eine Volumänderung n i c h t  sta tt.

Die Scheite lkoordinaten  der Achsen sind

=  E ±  a 2/g =  t) zi =  h
zv =  i 
zf = î  ±  C,

deren w irkliche G eschw indigkeitskom ponenten
Uyçz= — 2Gt)

=  — 2 ßi)oe" 2ö(Ho) =  0

=  — 2 G (t)0 ±  r) e~ 

=  - 2 Gi)

2O(t-t0) v = 0  z j;

Vj. j =  2  G (j ±  a)
’ = 2 G ( E 0 ± r )  e+2ff«-*o)

 2 r  V == — 2 6r (?/ i  &)

=  2 G j 0 e2G «-*o)

«a... =  2 G j
s = 2 G j 0 e2ö(i_io) ! — 2 G t)0 e - 2 ö ( i~ <o) **5

Die G eschw indigkeitskom ponenten des M itte lpunk tes sind 
vxm =  2G% vym =  — 2Gt)

_  2g  j 0 e "*"2 ® = __ 2 G t)0 e 2 ö (( «o> —  0 ,

d ah er die re la tiv en  G eschw indigkeitskom ponenten  d er Scheitel gegen den 
M itte lpunk t

=  0
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Die Scheitel in  der f  - R ich tung  besitzen  de r Größe nach  eine R elativgeschw indig
ke it gleich jen e r de r V erlängerungsgeschw indigkeit der f-A chse , jene d er »/-R ich
tu n g  eine solche d er V erkürzungsgeschw indigkeit d er »/-Achse. D ie Scheitel in 
d e r f  - R ich tung  bewegen sich re la tiv  zum  M itte lp u n k t n icht, ebenso wie die Ge
schw indigkeit der L än g en v erän d eru n g  dieser Achse gleich N ull ist. Die Zeichen 
±  bei u'x 5 u n d  bei wyv  geben die R ich tu n g  d er R elativgeschw indigkeiten 
d ieser P u n k te  in B eziehung au f das K oord ina tensystem  f »/ f  an:

zu r Zeit t =  t0 sind  t>„ = -j-2 (? r , Bj== — 2 Gr,  £><, =  0;
m it diesen G eschw indigkeiten beg in n t h ierm it die D eform ation  in den Scheitel
p un k ten .

2. B eispiel. Abb. 29. Die Form funktionen seien entsprechend 
dem Beispiel S. 65

o+kxV =

yj =

Es werden hierbei

v —  ekx, a i = k y e +kx,

2/ e 1 

k

x =  z -

k x 0,  A =  ( k y 2- \ - l ) e

und  m it der A n n a h m e  2 =  1

vx =  G k y ,  vy =  G, vl —  0.



Man erhält die Isotachengleichung
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v —  G \ k y '2 -)- 1 ;

die Isotachenflächen sind Ebenen parallel zur X O Z - K oordinaten
ebene, ihr Abstand ist ______

i  - , /V2

Das System sim ultaner Differentialgleichungen zur Bestim m ung der 
T -Funktion wird

dx  dy  7 dz
d t  =  ~GVy' ~G’ d z - ~ Ö -

Aus der zweiten Form funktion ergibt sich

y =  ̂  { (V’ +  x)

und erhält man für die Integration  der ersten D ifferentialgleichung

dx
d t  =

worin ip als konstant erscheint; m it der Zuordnung t —  tQ, x  —  x 0 wird

1 l° G yf (yj + xo

die beiden anderen Differentialgleichungen sind d irekt integrierbar; 
m an erhält

(* — to) =  Q (y —  %)» 0  =  z z0 .

Setzt m an für ip wieder den Funktionsausdruck ein, so wird 

G ( t — t0 =  y —  ^ / y 2 —  j ( ?  —  xo)

und m ithin

k G \: x0 =  k - G (t t0) y -------—  (f —  tQ)

y0 ^ y  — G (t —  t o)
zn =  z .



Mit d e r s e l b e n  K u g e l  als Ausgangsfläche erhält m an als gesuchte 
Gleichung des Flächensystem s die Gleichung zweiten Grades:
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x  k G i t *o) V +  ~ 9 (( —  0  —  Eo
1 2

- ( t  t A  r

+  [y —  G (t — i0) —  t)02] 2 +  iz —  ä o ?  —  r 2 =  0 .

Die Ausführung der angezeigten Quadrate und Ordnung ergibt die all
gemeine Gleichung der Flächen zweiter Ordnung

*i i 2:2 +  “ 22 V2 +  * 3 a z2 +  2  al 2 x y -f- 2  a2 3 y z - f  2  a3 , z x +  2  a, x -j- 2  a2 y
- j- 2 a3z +  a =  0

mit folgenden Konstanten:
ai i —  1  > * 2 2  —  k2 G{t  £0)- —j— 1 , a33 =  1  ,

°i 2 — k G (t £0), a2 3 =  0, a3l =  0,
&ß2 , rk2G3 1

®i 2  ^  E°> «2 =  i~ 2 ~ (l — to)3 — kG( t—<0)Eo+ö(^—¿ol +  Du

* 3 = ä o ,  « =  ^ ( < - < o ) 2 - i o ] 2 + [ ö ( < - < o )  +  t)o]2 + ä o 2 - t 2

und hiermit aus den Gleichungen
“ i  i  E “ T  a i 2 >) ~f~ a i3  ä “ I-  * 1  =  0

*21 E “ f “ *22 9 “ t-  *23 5 +  ®2 =  0 

®3 1 E *3 2 t  “ f~ *3 3 5 "4~ *3 == 0

die Mittelpunktskoordinaten
i; ß 2

E =  Eo +  * G (t — t0) h  2 ~ — «o) 2

0 =  Do +  G (t — f0) 
ä =  äo-

Das sind aber die Gleichungen der Bahnlinie des Punktes j0, l}0, ä0, d. h. des 
Mittelpunktes der Kugel.

M it den Transformationsgleichungen:

* =  f  +  E> y  =  'V +  'Q: z =  £ +  8

erhält man in

[ ^ - \ - k G ( t ~  t0) r j f  -j- £ 9 — r 2 =  0

oder £ 2 -(- [ P  G (f — f0) 2 +  1 ] r f  - f  £ 2 — 2 k G (t — t0) £ r, — r  =  0

die M ittelpunktsgleichung der deform ierten F lächen; diese sind hier
nach wieder E l l i p s o id e ,  wobei jedoch wegen Bestandes des Gliedes 
— 2 k G ( t — 10) nu r d i e j e n ig e  H auptachse parallel verschoben wird, 
die der Z  - R ichtung entspricht, während die beiden ändern H au p t
achsen in ihrer Ebene, d. i. die im A bstand t)0 parallel zu X O Y  
liegenden Ebene um den M ittelpunkt verdreht sind; der V erdrehungs
winkel k ist aus der Gleichung zu bestimmen:

— 2 a , a 2
t g  2  a  =  -

a 2.2 k G ( t  —  f0)
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die Längen der H auptachsen ergeben sich aus den Gleichungen:

9 a  9b

m i t  g 2 a =  1  { [ F  G ' 2 ( t  -  t 0f  +  2 ] }  ±  i [ P G 3 ( i - i 0 ) a  + 2 7  -  4  ,  

es wird gf • g£ =  1

und m ithin das V o lu m en  des Ellipsoides

4 r r 4 3

V = ~ n  r =  ö 7rT ’
3  9 a  9b

d. h. wieder konstant gleich dem Volumen der K ugel.

N un könn te  m an, wie früher, die  R elativgeschw indigkeiten  d er Scheite l
p u n k te  bestim m en, indem  m an  die K o o rd in a ten  derselben such t, in  die Ge
schw indigkeitsform eln diese u n d  die M itte lp u n k tsk o o rd in a ten  e in se tz t und  die 
entsprechenden K om ponen ten  su b tra h ie rt; e infacher kom m t m an jedoch zum 
Ziel, w enn m an berücksichtig t, daß  im  vorliegenden Fall die K om ponenten  der 
G eschwindigkeit in  d er y- R ich tung  im  ganzen S tröm ungsgebiet denselben 
W ert G besitzen, die R elativkom ponenten  in  dieser R ich tung  daher gleich Null 
s ind ; es wird die R elativgeschw indigkeit fü r  irgendeinen P u n k t m it d er O r
d inate  y den  W ert G(y —  tj) besitzen und  para lle l zu r « - Achse hegen.

Es ist so fort ersichtlich, daß  die R elativgeschw indigkeiten  in den Scheitel
p u n k ten  n ich t m ehr, wie früher, in  die R ich tung  d e r H aup tachsen  fallen, da 
sie eben  überall paralle l zur «-A chse, die le tz te ren  jedoch u n te r  den  W inkeln  a  
resp. 90 +  a  gegen die «-A chse geneigt s in d ; m an  k ann  ab er in  jedem  
Scheitel die zugehörige R elativgeschw indigkeit in  zwei K om ponen ten  zerlegen, 
von denen die eine in  die R ich tung  d er H au p tach se  fä llt, die andere  dazu 
senkrecht is t;  le tz te re  K om ponente  b esitz t d an n  gegenüber dem  M itte lp u n k t 
eine W inkelgeschw indigkeit.

I s t  y„ die O rd inate  des E n d p u n k tes der a - H au p tach se , so w ird  in  dem 
selben

w =  kG (ya — t)) =  JcGa sin a, 

die Komponente in der Achsenrichtung ist
uoa— w cos a  =  G k a  sin a  cos a ,  

die dazu  senkrechte K om ponente  w , a ist

w ta —  w  sin cc =  G k a  s in2 a ,  

fü r die b -H au p tach se  folgt

w b =  w cos (90 - f  - a) =  — G k b  sin a  cos a  

w , b —  G k b  cos3 a 

und die Winkelgeschwindigkeiten

  Ci b «in2 r/
COa - \ - ( ü b G k

wat /a i • ocoa = ------=  Gk  sin- a
a

wb =  =  Gk  cos2 u
2
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Zur Zeit t =  0 ist tg 2  c  =  x  : er =  4ö*; a =  b r; cos er =  sin tr =  — .

Gk r <
0  9 ir* =  —
~

G l G l
2 ’ "* =  -V

m i t h i n

G ir n— , ir, =  0 ,

<öf =  0 :

d. h. bei Beginn der Deformation findet in der Ebene 59 an den unter 45 und 
225* gegen die X -Achse geneigten Kadien eine Verlängerung derselben mit der

Geschwindigkeit — an den unter 135* und 215* geneigten Radien eine

Verkürzung mit der Geschwindigkeit — statt; gleichzeitig besitzen die

Scheitelpunkte eine Winkelgeschwindigkeit in bezug auf den Kugelmittelpunkt 
G iim Betrage von —  , im Sinne einer Verkleinerung des Winkels c; derselbe ist

unabhängig von den Längen der Achsen und es ist daraus zu schließen, daß die
selbe Winkelgeschwindigkeit allen Punkten in den beiden Ebenen zukommt, 
die durch die zur Z- Achse parallele Hauptachse gehen und gegen die Z 0 F - 
Ebene unter 45 resp. 135* geneigt sind. Es unterliegt aber keinem Anstand, 
dieselbe Winkelgeschwindigkeit auch allen anderen Punkten der Kugelfläche 
zuzusprechen, die daraus für die einzelnen Punkte entstehenden Tangential
geschwindigkeit als die eine Komponente der dem Punkte entsprechenden 
Relativgeschwindigkeit zu betrachten; die andere Komponente steht nun nicht 
mehr zur Tangentialkomponente senkrecht. Bei dieser Zerlegung kann man 
der Kugel zur Zeit t t das B estreb en  einer Drehung um die C-Achse mit der 
Winkelgeschwindigkeit nnd das B estreb en  einer Deformation zu einem 
Eüipsoid zusprechen, wobei die Deformationsgeschwindigkeit der einzelnen 
Punkte der Kugelfläche von deren Lage abhängig ist.

Im ersten Beispiel besteht die Deformation lediglich in einer 
Dehnung der Kugel zu EDipsoiden mit ständig parallel bleibenden 
Hauptachsen; im zweiten Beispiel in einer Dehnung jedoch verbunden 
mit einer Drehung der Hauptachsen.

In den bisherigen Beispielen ist der Wert von 1  k e in e r  Be
schränkung unterworfen; die Kugel deformiert sich bei j e d e m  Wert 
von r in Ellipsoide, es ist dies eine Eigenschaft s o l c h e r  S t r ö m u n g s 
formen. bei denen z 0. y0. z0 l i n e a r e  Funktionen nach z ,  y.  z sind.

Letzteres ist jedoch allgemein nicht der Fall, und es nimmt daher 
auch im allgemeinen die Kugel mit endlichem Kadius kompliziertere 
Formen beim Fortschreiten an.

Bei derart kleinem Radius der Anfangskugel, daß die Funktions
formen für z 0. yü. z0 durch Reihenentwicklung und zulässiger Ver
nachlässigung höherer als linearer Glieder in linearen Gleichungen 
dargestellt werden können, erhält man wieder Deformationen nach 
EUipsoiden.



3. B eispiel. Bei einer Ström ung in der Form  des ersten Beispiels 
tre te  eine durch die Funktion X bestim m te G e s c h w in d ig k e i t s v e r t e i lu n g  

(Schicht- oder Fadenströmung) ein, es werden

g g  Hydrodynamik.

vr =  2 GxX,  vy —  — 2 GyX - 0 .

l  ist nach früherem  eine Funktion von % oder von y  oder von 
beiden zugleich und hat in jedem Falle längs einer Bahnlinie on- 
stanten W ert.

Die Isotachengleichung erhält die Form

v = 2  G A l ^ + 'p .

Die sim ultanen Differentialgleichungen

dx  dy—  d f =  —
d i ~ 2~ÖTV  2  G y V  0

ergeben
x0 =  xe ~ 2iG^~to), y0 =  y e +20X(t ~t°) , z0 == z

und m it derselben K u g e l  als Ausgangsfläche die Gleichung des 
Flächensystems

(a.e - 2 e r (i - i0) — j o ) 2 _)- ( ye+20(t- {o) —  t)0) 2 +  (z 8o)“ r  =  0 ’

worin nun für X der Funktionsw ert einzusetzen ist.
Nimmt m an z. B. X als eine Funktion von % =  z an, also etwa

2  =  (z  Zi).(z  — z2), wobei z1 und z2 konstante W erte besitzen, so
ergibt sich als Gleichung des Flächensystem s

[ 3.  g  -  2 G  (2 -  Zj) (z -  2 ,) (i -  io) .—  _ j -  ^ y ß + Z G ( z - Z i ) ( z - z ^ ( t - t 0)  

+  ( z - 50f - r 9 =  0 ,

die im allgemeinen n ic h t  m e h r  eine Folge von E l l ip s o id e n  dar
stellt.

II. Die Hauptsätze der infinitesimalen Deformationen.
Die hierm it an drei Beispielen erörterten  Deform ationserschei

nungen werden ganz allgemein für verschwindend kleine Lagen- und 
Form änderungen in der Theorie der l i n e a r e n  in f i n i t e s i m a l e n  D e 
f o r m a t io n e n  beschrieben und wird diesbezüglich auf die bestehende 
L itera tu r verwiesen, nam entlich auf H e lm h o l tz :  Vorlesungen Bd. 2, 
„Dynam ik kontinuierlich verbreiteter M assen“, 1 . Teil, Seite 1— 54; 
W e b e r , H e in r ic h :  „Die partiellen Differentialgleichungen der mathe- 
m athischen P hysik“, Bd. I, 9. Abschritt.

Die für die Orientierung über die Bewegungsvorgänge wichtigsten 
R esultate dieser Theorie sind folgende:
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1. Die infinitesimale lineare D eform ation eines verschwindend 
kleinen Raum elem entes kann im allgemeinen als Superposition 
m ehrerer Deform ationen aufgefaßt werden.

2. In  der H ydrodynam ik wird insbesondere eine einheitliche De
formation als die Superposition einer D r e h u n g  und einer D i l a t a t i o n  
(D e h n u n g )  betrach tet. Die Drehung ist bestim m t durch die augen
blickliche Lage der D rehachse des Elem entes und der W inkelgeschwin
digkeit um dieselbe oder wegen der Möglichkeit der Superposition 
durch die W inkelgeschwindigkeiten um drei zueinander senkrechten 
Drehachsen.

3. W erden letztere parallel zu den K oordinatenachsen angenom
men, so sind die schon auf S. 27 eingeführten Winkelgeschwindig
keiten Q x, ü  , Q .  um dieselben analytisch bestim m t durch die Aus
drücke in kartesischen K oordinaten:

' dvz dv„
,dy

o  = _

^ 1 / d v .  
y 2

o = i f e
2  Va*

dz  

dv2 

dx  

dv_? 
dy

=  W inkelgeschwindigkeit an der æ-Achse

y-

Z-

4. Die Lage der resultierenden Drehachse des Elem entes ist 
durch die Kosinuse der Richtungswinkel bestim m t, d. h.

gegen die a>Achse

cos a

cos u.

1 p  2' “ X 2* y
Qy

iß ;- ’ +  Û /
o" z

y-

|IQ ■3 r  Q  3 I Q  s
' x  I y  I 2

für die Quadratw urzeln ist hierbei das 
gleiche Vorzeichen zu nehmen.

5 . Die resultierende W inkelge
schwindigkeit ist

Q  =  ) Q *  +  Q *  +  Q * .

6 . W ird die Q uadratwurzel in den + x  
Ausdrücken für die Kosinuse absolut 
und die positiven K oordinatenachsen nach Abb. 30 gerichtet ange
nommen, so entsprechen positiven K osinusw erten rechtsdrehende 
W inkelgeschwindigkeiten Q x, ü y , Q z und Q  gegenüber den positiven 
R ichtungen der K oordinatenachsen und der resultierenden Drehachse.

Präsil, Hydrodynamik. 2. Aufl.

Abb. 30.
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7. Die resultierende W inkelgeschwindigkeit wird gleich Null, d. h. 
die Deformation erfolgt ohne Drehung, wenn Q x =  0; Q y =  0;  
Q z = 0 , also

dvz __dvy dvx   8vt dvy  dvx
dy dz  ’ dz dz ’ dx dvy

sind. Dies ist aber der Fall, wenn für die Geschwindigkeiten eine 
Potentialfunktion existiert, d. h. wenn

_ d& _  d& _ d < P
y dx ’ Vy dy  ’ V* dz

sind.
8 . H ierm it ist die Grundlage für eine Klassifikation der Defor

mationen in solche o h n e  und solche m i t  Drehbewegung gegeben.
Die erste Klasse bilden die Strömungsformen m it v — 1 und  

Ä = l ,  d .h .  die v o llk o m m e n e n  Potentialström ungen.
9. Die Dehnung erfolgt im allgemeinen derart, daß die Verbin

dungslinie irgendeines Punktes des betrach teten  Elem entes m it dessen 
M ittelpunkt eine Längenänderung und eine Lageänderung erfährt; 
es gibt jedoch jederzeit 3 P aare von Punkten, deren Verbindungs
linien m it dem M ittelpunkt keine Lageänderung, sondern im allge
meinen nur Längenänderung erfahren; die Verbindungslinien dieser 
Punktpaare  stehen aufeinander senkrecht und heißen die H a u p t 
a c h s e n  d e r  D e h n u n g . —  In  den durchgeführten Beispielen m it 
Kugeln als Ausgangsflächen sind dies die H auptachsen der Ellipsoide, 
resp. die denselben entsprechenden Grenzlagen in den Kugeln.

10. Mit der Dehnung kann im allgemeinen eine Volumänderung 
verbunden sein; ist jedoch

^  +  =  o
dx  r  dy ^  dz

so findet k e in e  V o lu m ä n d e ru n g  s t a t t .

Diese R esultate der allgemeinen Theorie bezüglich der Größe und 
R ichtung von ü x, Q yi Q  , Q ,  c o s a y, cosay, cosaz sind unabhängig 
von der Form des Ausgangselementes und geben bei stationärem  
Zustand die W erte dieser Größen als Funktionen des Ortes an.

Bestim m t man hierm it die Gleichung derjenigen Linien, zu denen 
die den Punkten  derselben entsprechenden Drehachsen Tangenten 
sind, so erhält man Linienscharen, deren e in z e ln e  L in ie n  n a c h  
H e lm h o l tz  a ls  W irb e l l in ie n  bezeichnet werden; eine aus s o lc h e n  
W ir b e l l in ie n  g e b i ld e te  R ö h re  h e iß t  W irb e lrö h re .
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Die W irbelünienscharen sind allgemein durch das System simul
taner Differentialgleichungen dargestellt

d x  d y  d z

cos (t cos a cos u
*  y z

■ d s ,

oder wenn m an die Ausdrücke für die Kosinuse in den drei ersten
Teilen einsetzt 7 7 ,d x  d y  dz

Q  =  ~Q~ =  Q  '
x  y  z

E s folgt daher fü r das zweite Beispiel m it

ß = 0 .  ß = 0 ,  ß =  ^
X  y  ? z  2

•— G k d x  =  0 , — G k d y  =  0 ,
—  G k x  =  konst., — G k y  = k o n s t . ,

d. h. die W irbellinien sind Gerade parallel zur Z - Achse; jede W irbel
linie bleibt daher auch beim Fortschreiten der Punkte, die sich zur 
Zeit t0 auf derselben befunden haben, Wirbellinie.

F ü r das d ritte  Beispiel folgt:

ß *  =  Gy [2 z (zx -J- zä)]

O v =  G x [ 2 z - ( z , +  z 2)]

ß* =  o
dz  =  0 , z =  konst.
dx  x  „

, x'- — V =  konst.,
d y  y ’ ”

d. h. die W7irbellinien sind in diesem Falle die Schnittlinien der 
(p - Flächen m it den £ - Ebenen.

U ntersucht man nun  die Deform ation einer solchen Schnittlinie, 
d. h. nim m t m an als Gleichungen der, eine W irbellinie zur Zeit t =  iQ 
bestimmenden Flächen

xo2 — y<? =  <P0 > z 0 =  Z0 =  konst-
und setzt hierin die dem  Fortschreiten entsprechenden W erte für 
xQ und y0 ein, so erhält m an

x*e-4Gi ( t - ta)  y ° e+-iG/.(t-t0) __ fp  ̂^

und es ist zu erkennen, daß die einzelnen Flächen dieses Systems 
n ic h t  m ehr Querschnittsflächen bleiben; d. h. eine Linie, die zur Zeit 
t =  t0 W irbellinie war, verliert bei ihrem  Fortschreiten diese E igen
schaft.

W irbellinien w andern immer dann als solche m it den Punkten  
fort, wenn die M assenkräfte, die im Ström ungsgebiet wirksam sind, 
einer eindeutigen K räftefunktion  unterw orfen sind (siehe S. 30).
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D a dies beim dritten  Beispiel nicht (wohl aber beim zweiten) 
der Fall ist, so ist zu schließen, daß bei der Ström ungsform  m it 
Geschwindigkeitsverteilung nach dem dritten  Beispiel die Existenz 
von K räften, die n i c h t  einer K räftefunktion unterw orfen sind, an
zunehmen ist; zu solchen K räften  gehören die Bewegungswiderstände 
der R e ib u n g  und der T u rb u le n z .

E in  anderes B ild  von den S tröm ungsvorgängen erh ä lt m an, w enn m an 
die D eform ation einer d u rch  Querschnitts-(<p-)Flächen abgegrenzten  Schicht be
trach te t.

E s genügt, fü r die h ieraus abzu leitende  Schlußfolgerung zwei typ ische  Bei
spiele zu b e trach ten , näm lich die S tröm ung d u rch  kreiszylindrische gerade 
R ohre bei einer G eschw indigkeitsverteilung einm al en tsp rech en d  de r re ibungs
losen idealen  F lüssigkeit, d. i. der P o ten tia ls tröm ung , das andere  Mal bei 
Schichtström ung u n te r  dem  E influß von R eibung.

Die Form funk tionen  sind im  Z y lin derkoord ina ten :

es h e rrsch t im ganzen G ebiet S tröm ung p aralle l zu r p -  Achse m it durchaus 
gleicher Geschwindigkeit.

D ie P u n k te  jeder <p-F läche bewegen sich m it derselben  G eschwindigkeit 
w eite r; zwei sich gleichzeitig bew egende cp -F läch en  b eh a lten  s tän d ig  denselben 
A bstand, eine D eform ation  findet n ich t s ta t t .

W ie schon auf Seite 86 bem erk t, k an n  d ie S tröm ung  d urch  ein gerades 
R ohr bei B estan d  innerer R eihung  ebenfalls als P a ra lle ls trö m u n g  b e tra ch te t 
w erden, bei d e r jedoch  die Geschw indigkeit eine F u n k tio n  von  r  is t ;  w ird  mit 
ra d er lichte R ad ius des R ohres, d. i. d er R ad ius d er von F lüssigkeit benetzten  
R ohrw and  bezeichnet, so e rg ib t sich fü r v  d e r A usdruck  v =  O (r„‘- — r").

D a yj =  r2 ist, k an n  m an  r„~ — r- =  w a — w se tzen ; es e rschein t d an n  ge-
A

m aß der Form el vz =  v =  G -  • A die Differenz y>a — y> als d er F u n k tionsausd ruck  

fü r  / ;  siehe h ierüber Seite 84 u. f.

Die sim ultanen  D ifferentialgleichungen fü r die F läch en d efo rm atio n  red u 
zieren sich auf die Gleichung

es w ird  hierbei

u n d  da
d̂ cp . d'2cp . 1 dcp 
dz2 8r'2 r dr

ist, so h a t  die S tröm ung P o t e n t i a l f o r m .  
F ern er w erden:

A =  1;

die G eschw indigkeitskom ponenten d er P o ten tia ls trö m u n g  sind

vz =  G, vr =  0 , Da =  0 , v =  G;

d t
dz
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es w ird  m it d e r Z uordnung

t  =  t0 , z =  z0, <p =  <Fo, 
z  — z0 =  G (xpa — y>) ( t  — <0) UI1<1 h ierm it 
Z —  Zg  —  G (r„2 — r2) ( t  — t0) ,

die gesuchte G leichung des F lächensystem s de r Zeitflächen, d. h. d ie Q uer
schnittsflächen deform ieren  sich zu R o tationsparabo lo iden , deren Scheitel in der 
R ohrachse liegen, d i e  j e d o c h  i m m e r  d u r c h  d e n j e n i g e n  K r e i s  gehen, der 
dem  S chnitt d e r  R ohrfläche m it d e r <p0- Ebene en tsp rich t. D en k t m an  sich eine 
benachbarte  cp -F läche  gleichzeitig  bew egt, so ä n d e rt sie sich in  g leicher W eise; 
es b leib t die Dicke d er Schicht gem essen in  d er Z -R ich tu n g  wohl konstan t, 
aber norm al zu  den  deform ierten  F läch en  gem essen w ird  die D icke im  Laufe 
der Zeit um  so k leiner, je  n äh er gegen die R ohrw and  h in  dieselbe gemessen wird.

D urch  diese D eform ation  lassen sich aber auch die von R e y n o l d s  er
h a ltenen  T urbulenzerscheinungen  u nd  d e r B estand  einer k ritischen  Geschw indig
keit e rk lären , nam entlich  u n te r  B erücksich tigung  der gefundenen T atsache, daß  
die E rscheinung  d e r T urbu lenz  bei ruhigem  Zufluß im m er e rs t in  re la tiv  großem  
A bstand  von  den Z uflußm ündungen t r i t t ;  m an  k an n  sich vorstellen, daß, wenn 
die D eform ation  w eit genug v o rgesch ritten  ist, u n te r  dem  Einfluß z. B. von 
festen Beim engungen d er Z usam m enhang de r defo rm ierten  Schicht g estö rt u n d  
ein A ustausch von F lüssigkeit s ta ttf in d e t, d e r die tu rb u len te  Bew egung erzeugt, 
die m it d er H au p ts trö m u n g  m itsch re ite t.

Es is t w eite r noch fo lgender Schluß zu ziehen: Ström ungserscheinungen 
m it lokal großem  R ichtungsw echsel sind  m athem atisch  wohl auch darste llb ar, 
da ab er jedenfalls bei so lchen S tröm ungen  die D eform ationen  re la tiv  sehr 
groß w erden, so is t es einerseits unzulässig, die T heorie d er infinitesim alen D e
fo rm ation  bloß  au f lineare  Ä nderungen  zu besch ränken , andererse its  lä ß t die 
Größe de r D eform ation  au f e rh ö h te  M öglichkeit von T urbulenz, also d a rau f 
schließen, daß  die G rößenordnung  d e r tu rb u le n ten  S tröm ung an  diejenige der 
H au p tströ m u n g  h erankom m t u n d  dem gem äß der m athem atischen  B ehandlung 
vorläufig eine G renze se tzt. F ü r  die E rk en n tn is  so lcher S tröm ungserscheinungen 
steh t zu r Zeit n u r  d e r V ersuch zur V erfügung.

Is t die Strömungsform in  Zeichnung derart dargestellt, daß m an 
auf den cp (Stromlinien) von einer Ausgangsfläche ab. die Längen srp 
messen kann, und sind weiter die Isotachenflächen derart eingezeichnet, 
daß m an die für jede Strom linie die Geschwindigkeitsverteilung graphisch 
darstellen kann, so gibt die Ausführung der graphischen Integration

<p

ähnlich wie auf S. 67 das H ilfsm ittel an die H and zur Auf-
v 

o
Z e ic h n u n g  der t -  F l ä c h e n .

Umgekehrt kann aus dem Verlauf von Zeitkurven, die auf dem 
Wege des Versuches erhalten sind, die Geschwindigkeitsverteilung 
einer Strömung bestim m t werden. Beistehende Bilder zeigen derartige 
im M aschinenlaboratorium der Eidg. Techn. Hochschule in Zürich auf- 
genommene Zeitkurven, und zwar
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Abb. 31a, b, c für eine geradlinige K a
nalström ung,

Abb. 32 für eine Saugrohrström ung en t
sprechend der Strömungsform von Seite 63.

Die H erstellung und Benützung solcher 
Zeitkurven wird im K apitel „H ydrodynam i
sche V ersuche“, S. 266 u. f. beschrieben.

5. Dynamik stationärer 
Strömungen.

Es werden die auf Seite 30 angegebenen 
allgemeinen Bewegungsgleichungen \ w,
I I Iw benutzt, aus denen jedoch wegen des 
stationären Zustandes die partiellen Ab
leitungen nach der Zeit ausfallen.

K r, K y, K_ sind die K om ponenten der 
Schwerkraft pro Masseneinheit, m ithin der 
Größe nach bestim m t durch die Projektionen 
von g auf die K oordinatenachsen, es wird

K x d x  K y d y  -\- K _d z  =  — g d z ,

wenn m it dz  die geodätische Höhendifferenz der E ndpunkte des 
Längenelementes d s =  Ydx2-\- dy ^ - j -d z1* bezeichnet wird. (Die K räfte
funktion der Schw erkraft ist — g z ).

Bezüglich der Beschleunigungen Wx, W , Wz sei vorläufig nur 
angenommen, daß dieselben von den Bewegungswiderständen her
rühren sollen; dieselben werden dem entsprechend m it negativen Vor
zeichen eingesetzt werden; für die ideale, widerstandsfreie Bewegung 
sind Wx —  Wy = W 2 =  0 zu setzen.

p  sei allgemein als ein M ittelwert der Pressung im P unkte  x,  
y ,  z m it der Eigenschaft angenommen, daß derselbe eine stetige 
Funktion der O rtskoordinaten sei, so daß

d p  =  —  dx  -j- —  d y  -j- dz  
8x dy oz

zu setzen ist; bei der w iderstandsfreien Bewegung ha t p  gleichen 
W ert für alle durch den P u n k t gezogenen Richtungen.

p =  — w ird wie auch bereits in der K ontinuitätsgleichung auf 
9

Seite 84 konstan t angenommen, d. h. es wird die Zusam m endrück
barkeit der Flüssigkeit als verschwindend klein vernachlässigt.

A b b. 32.



Es wird im allgemeinen turbulente Bewegung vorausgesetzt; die 
Geschwindigkeitskomponenten vx, vy, vz der H auptbew egung und hiei- 
m it auch die Geschwindigkeit

v  = ^ V  +  vy +  Vz 

werden ebenfalls als stetige Funktionen der O rtskoordinaten ange
nommen, entsprechend

=  +  +  USW'* dx dy  dz

Bei w iderstandsfreier Bewegung und Ström ungen ohne Turbulenz 
sind dies die den einzelnen Punkten direkt zukommenden Geschwindig
keiten.

I. Umformung der hydrodynamischen Grundgleichung.
Der Ausdruck für §  in der ersten Form  der hydrodynam ischen G rund- 

gleichung B, Seite 27, kann durch Benutzung der Gleichungen XVHI

unter Verwendung der Abkürzung ¡u = — und Berücksichtigung der

Gleichung Va um form t werden; man erhält z. B. für

x \ d y  dzJ  d y \  ‘ c z  J d z \  cy

=  gZ<P OJX __
cz dy  dy  dz

9  o  - ^ ±  —  VJLd±
* f i d y  ,u 8z

2  Q  =  —
" y dz fi dx

„  v„ du v ,  du
2  Q  —  - ~

z fi dx fi dy

und m it diesen W erten nach Einsetzen derselben in  den Ausdruck 
für 2 Sg und Ordnen

2

2  ^  =  —  dfi  - |-  G2 fi* V 3 <p2 d(p —  G fi {A2 d u  fi V 2 <p dcp) .

Setzt man dies in  Gleichung B //; ein, berücksichtigt, daß wegen
^ V

stationären Zustandes 11 =  0 ist, und führt entsprechend der all- 
dt

gemeinen Form  I a, I I a, 1H a der Grundgleichungen die W iderstands

1 0 4  Hydrodynamik.



kraft TT d  — TT d —  W d = g  ic da  ein. so folgt;  x  i ji j| r  x J  j  ~

-
dz  — d ~ — d ^ ----- i f j r fa  u A ' d u  —  u ~ i q dqr) =  0 .  . B .

als eine ebenfalls koordinatenfreie Form der hydrodynamischen Grund- 
gleichung für widerstandsfreie stationäre Strömlingen.

Die Gleichungen B in ihren verschiedenen Formen werden zur 
Diskussion der Pressungsverteilung im Strömungsgebiet verwendet 
werden.

II. Die hydraulische Gnmdgleichuiig.
Bezieht man die Differentiale auf ein Bahn-Element, so ver

schwindet der Ausdruck A d  u — 11 d  c .wie  sich aus folgendem  
ergibt:

Dynamik stationärer Strömungen. 1 0 5

Setzt man in1

A d  u =  A  —  d x  —  <- ^ d y  —  Ĉ - d z \  
cx ' c y  c z  Jcy

die Werte von d x . d y . d z  aus dem Schema VII ein. d. h.

dx =  ~-d<f  usw..

(  du cu  du\
so folgt: -1 d u = !  f.'j —  —  * ~^y — *3 ~F~J ’

/. , c u  1 «  x er
mit u =  — werden —  =  —  t-------- j  —  und sonnt

>■ cx r cx r- cx

~ 1 f  ci. cx c i '  ii e r  , e r  er '
A d u =  — c .  ------ c , - —  —  — K -  r ‘c* —  — as —J  d(T■I r  v xdx - dy  dz r  V* cx - cy  *dz  J

nach früherem ist jedoch der Ausdruck unter der ersten runden
Klammer identisch =  0 und im zweiten Ausdruck wird nach

Gleichung V — n,     (-3 - =■ ‘ e  ■ so daß also
c »• V 1 cJ‘ ' c y  cz

A d u —  i i  T 2^ dq =  0

wird, was zu beweisen war.
In Gleichung B r wird da =  d s.. . irj =  ic . und man erhält

dz  —  d — —  d -  ir d$9■ =  0
7 - 9

und durch Integration längs der Strombahn:

s — — —  -    I ic., ds. =  konst.................... XIX
7 2o J
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D enkt man sich diese Strom bahn als Achse eines elem entaren K anals 
zwischen \p- und ^-Flächen, also eines Stromfadens, durch welchen 
die sekundliche W assermenge Aq  ström t, so ist durch

A L  =  y A q (̂ z -)- — -|- -j- ^  wn> d s<pj • • • XX

die hydraulische Strömungsenergie der elem entaren Flüssigkeitsmenge 
bestim m t; enthält ein K anal von endlichen Dimensionen i solcher 
Elem entarkanäle und definiert m an die M ittelwerte der Größen

z,  — , v,  | wcp ds,p durch
7

y ^ - A q .  .
2 z t A q f p m_ ^  y q' v j _ _ ^ 2 q

m Aq  ’ y ¿ 9  ’ 2  9  Aq

h = 2 J wi d 8v - A q t  “  J  Li =  L  =  konst.,
“ Aq Aq

so erhält m an 2
. Pm 1 Vjm I h =  k o n st

m ' y ' 2 q '  wm 

als hydraulische Grundgleichung der stationären Strömung, und in 
der Form

h . - v > + f c - * )  +  ( g - £ ) + * * - 0 • • 3X1
die B e rn o u ill is c h e  Bew'egungsgleichung; hierin sind p0, v0 die dem 
Bewegungszustand in einem bestim m ten Ort z0 entsprechenden W erte 
von v und p.

Sie wird nach wie vor entw eder in ihrer Form  als Differential
gleichung, oder in tegriert überall dort m it Erfolg angewendet werden, 
wo es auf die Bestimmung von m ittleren Ström ungszuständen und 
auf die W irkung der ström enden Masse als Ganzes ankom m t, und 
daher die Form  der Strömung von untergeordnetem  Einfluß ist, 
resp. die durch Störungen der Strömungsform verursachten Be
wegungswiderstände durch entsprechende Anpassung des W ertes von 
Ws genügend berücksichtigt werden können.

111. Widerstandsfreie Strömung'.
Das Fehlen von W iderständen ist durch Ausfall der Größen W , 

HA W, aus der Gleichung B 7 , also m it Wx =  0; Wy =  0 ; W, =  0 
berücksichtigt.

a) V o llk o m m e n e  P o te n t i a l s t r ö m u n g .  E ine vollkommene 
Potentialström ung tr i t t  (siehe S. 85) ein, wenn die Form funktion 9?
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der Gleichung en tsp rich t: 2 cp =  0  und wenn /. =  1  is t : die Gleichung
n immt  die Form  an

g t*~
— d p  — d - — 'r g d z  =  0 ................................XXH
7 2g

enthält hierm it n u r to tale  Differentiale: vollkommene Potentialström ung 
kann daher w iderstandsfrei sein. In teg riert und mit  g dividiert ergibt 
die letzte Gleichung m it der Zuordnung 2 0. p0, r 0

»-»■
Die letzte Gleichung gilt mm aber nicht nur längs der Bahnlinie, 

sondern zwischen beliebigen P unkten  des Strömungsgebietes und be
deutet, daß die Sum m e der Pressungsenergie, der kinetischen Energie 
und der potentiellen Energie der Masseneinheit der p ro  Sekunde 
durchström enden Flüssigkeit im ganzen Raum  konstan t ist.

Die Gleichung X X II ist also die G r u n d g le ic h u n g  d e r  s t a t i o 
n ä r e n  v o llk o m m e n e n  P o te n t i a l s t r ö m u n g .

Die klassische H ydrodynam ik h a t in  weitem U m fang die E r
scheinungen der Potentialström ung untersucht und Methoden fin
che Bestim m ung von Strömungsformen und die dam it verbundenen 
Erscheinungen angegeben, die naturgem äß auf den Gesetzen der 
Potentialtheorie basieren.

Xac-h Formel X II . Seite 54. besteht zwischen den Seitenlangen 
von Potentialström ungsnetzen m it r  =  1  die Beziehung

á  8V: A sv : J  sz =  1 : C : B ,

die als G rundlage für die g r a p h is c h e  D arstellung solcher Xetze 
dienen kann : weiter gibt Gleichung XTTT m it r  =  l  in

J e 2

J ^ = X
ein Maß der elem entaren Querschnittsflächen: da w eiter durch jeden 
elem entaren Kanal des Xetzes dieselbe Flüssigkeitsmenge durch
ström t. so ist aus derselben u nd  dem W erte von J  f  die Strömungs
geschwindigkeit in allen Teilen des elem entaren K anals einfach zu 
bestimmen.

Die geom etrischen Orte der P unk te  m it gleichen Geschwindig
keitsw erten bilden die I s o t a c h e n f l ä c h e n  und entsprechend der 
Gleichung



die geometrischen Orte der Punkte gleicher W erte von i —̂  -f- z j > (lie

Flächen gleicher Pressung, m ithin die N iv e a u f lä c h e n  der Strömung.

b) W id e r s t a n d s f r e ie  W irb e ls t rö m u n n g e n . Dieselben sind 
dadurch charakterisiert, daß /i eine Funktion der O rtskoordinaten ist, 
es sind zwei Fälle zu unterscheiden:

1

1 . v = l ,  /* — *, 2 . 1 = 1 , ,u =  — .

1 . F a l l :  /x =  X =  eine Funktion von ip und % (oder von y  resp. 1  

allein). Die Gleichung X X III erhält die Form :

1 0 8  Hydrodynamik.

F ührt man 

ein, so folgt 

und hierm it

g-  d v  +  d -  +  g d z  —  G U  A°- d i  =  0 .

v2 G2
v =  GA- X,  =

d — =  G2 X A 2 d l  °  d A 2
2  ' 2

— d p ^ - g  d z  — —J — d A 2 =  0 ;

da nun d p ,  dz  und d A 2 gemäß ihrer Einfuhrungsweise bereits totale 
Differentiale sind, so kann X nur eine K onstante sein, d. h. bei wider
standsfreier Bewegung kann eine stationäre Potentialström ung nur 
eine v o l lk o m m e n e  Potentialström ung sein.

2 F a l l :  X = l ;  u  —  — die Strömungsformen entsprechen der
' v

allgemeinen Form  der Gleichung V, d. i.

_ 2 1  idqp dv . d c p  dv  , dcp dv
^  v \dx dx  dy  dy  ' dz dz

die Gleichung B F erhält die Form

d p  - \ - d  — - \ - g  d z  — G2

Der K lam m erausdruck muß ein totales D ifferential sein, d. h. 
von den durch die allgemeine Gleichung Y bestim m ten Ström ungs
formen sind bei w iderstandsfreier und stationärer Bewegung n u r solche 
Form en möglich, die auch der eben aufgestellten Bedingung genügen.



L n te rsu c h t m an  z .B .  die S tröm ungsform  des zw eiten Beispiels, wo
k<P =  ye*z ,  y>= ~  y2 — x, X — z, v =  ekx>

Dynam ik stationärer Strömungen. 1 0 9

sind, so e rh ä lt m an

^  =  kyekx,
d z  a ’

c-<f>
dx2

—  — ekx, cqp
= 0

Sy dz
■ 2kx

^  =  0 ,
&(p

= 0dy - dz-
V 2<p =  k2y ekx

- l  =  e - i x ,  ( - L ) * = e - 2 * z ,  d ( ^ j ~ =  —  2 k e - * k x d x ,

dcp ~  lc y ekx dx ekx d y , \  d y  =  k ye~kxdx  — e-kx  dy

a * , ( 1  v

(-*-) V s <F d<F =  —  & y- dx 4 -  k2 y dy
und  m ith in

2 d i -|7 i —  ^ )S P < p d < p  =  k2y d y  — k d x  =  d '^-JL _  £ ,

d. h. in  d iesem  F a ll ist d ie zweite B edingung erfüllt.

E s g ib t h iernach  die In teg ra tio n

y h ^ h~ = konst = K
und  m it v2 =  G2 -4  =  G- {kr y2 —  1) i n :

JL
y

■ konst. =  K  — z — ^  2 kx  - | -  1 j

die G leichung d e r  X i v e a u f l ä c h e n ;  d a  p  y eine lineare F u n k tio n  de r K oordi
n a ten  w ird, so sind  in d iesem  F a ll d i e  X i v e a u f l ä c h e n  E b e n e n .

Einen allgemeinen A nhaltspunkt über die Bedingung, un ter 
welcher stationäre w iderstandsfreie W irbelströmung möglich er
scheint, erhält m an aus der Gleichung BiF, wenn man in derselben 
1  c r
 gleich Xull setzt.
9 c  t

Die Gleichung nim m t die Form  an
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Im  letzten Beispiel ist, wie leicht zu erkennen,

G2 K  ( K y -  \  G2 K
© = ------ 0  — x) =  - — -ip

9 V 2 1 y
Bei rein zweidimensionalen Strömungsformen m it 2 = 1  ist Q  

immer senkrecht zur Strömungsebene und sind die cp- und ip-Flächen 
Zylinderflächen; v liegt m ithin in den Schnittlinien der y>-Flächen 
m it den Strömungsebenen y  und ist daher überall senkrecht zu Q;  
es fallen somit die © -Flächen in die Schar der y-F lächen.

Bei dreidimensionalen Strömungsformen m it 2 =  1 , deren y -  
(oder «p-)Linien W irbellinien sind, is t Q  immer senkrecht zu v und 
fallen daher die © -Flächen in die y>- (resp. %-)Flächen; in solchen 
Strömungsformen kann m ith in  w iderstandsfreie, wirbelbehaftete 
Strömung stattfinden. Diese Form en besitzen Querschnittsflächen.

In  den Beispielen m it Schraubenflächen als Leitflächen erhält man

im Fall der Bewegung nach Abb. 24 aus cp —  -  z — r2 ft die Glei-
2  n

chungen für die Kom ponenten der Geschwindigkeit

v = - \ - G — , v —  — G 2 r $ ,  v = — G r .
~  2  n r u

Die K om ponenten der W inkelgeschwindigkeit 2 Q  sind ausgedrückt 
in Zylinderkoordinaten

dv V 8 V 
2 Q  =  —- -I—   Achse parallel zu v

d r ' d r  r c i )  F

dv., d v ,
2 Q

dz rd f t  

dv .  d v„n Q  z __
9' dr  dz  ” ” ”

hierm it erhält man m it obigen Geschwindigkeiten Q  =  0 .

Die Bewegung ist m ithin eine reine Potentialström ung und kann 
daher widerstandsfrei sein; im ganzen Ström ungsgebiet ist

P ryi
z - f- - -4 =  K  =  k o n stan t;

7  2 g
hieraus folgt die Gleichung der Niveauflächen:

p  , G2 f h2
-  —  konstant =  K  — z —
7 2  g

Im Fall der Bewegung in Schraubenlinien gibt es keine Quer
schnitts -cp-Flächen, man erhält aber un ter der, die K ontinuitäts-

_ |_4 rS 0 a _ L rt 
.4 TZ*



bedingung befriedigenden Annahme für die Kom ponenten der Ge
schwindigkeit j

V' ^ G 2 7i ’ Vr =  0 ’ v„ =  ra>,

d. h. durch Zusam m ensetzung der axialen Ström ung v.  und der 
rotierenden Bewegung m it e> als W inkelgeschwindigkeit

-Q. =  « ,  Q r =  0 , _Q *=  o  oder -Q +  0 ,

also w irbelbehaftete Strömung. M it ^ — = t g c c ,  d .i. die Steigung im 

Abstand r , wird vt =  vu tg u , r cos u =  d u o , hierm it 

£> =  v Q  sin w  cos 0  da  

und wegen u =  90 — w

§  =  vu o) cos 0 d a  =  r oj- cos 0  d a .

Die Normale zur Ebene [d._Q] ist radial; m it 0  =  0 , cos 0 = 1  wird 
d a  =  d r  und hierm it 2 £  =  2 rc o " d r  =  d & ,  also ein vollständiges 
Differential, d. h. die Ström ung längs Schraubenlinien kann ebenfalls 
widerstandsfrei sein. Im  ganzen Gebiet ist

7  2  9  2  g

hieraus folgt die Gleichung der Xiveaufläehen

-  - konstant =  K  -  z  —  k -  J -  .
7  2 g  i n -  2 g

Da innerhalb einer Stromlinie r denselben W ert h a t, so folgt in 
derselben
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P v -  r- o j - '

Z ~ y ~ 2 g = K + 2  ~2 i j  =  koDstant> 

d. i. die Bemoullische Gleichung der Stromlinie.

Aus den durchgeführten Beispielen ist zu erkennen, daß und wie 
eine Strömung mit Hilfe der Formfunktionen und der Gleichungen B 
analysiert werden kann.

Für den Bestand dieser Strömungen bei endlicher Kanallänge 
ist es natürlich nötig, daß am Ein- und Austritt bereits die für diese 
Stellen nach obigen Gleichungen bestimmten Gesc-hwindigkeits- und 
Pressungsverhältnisse herrschen.

W i d e r s t a n d s l o s e  B e w e g u n g  k ö n n t e ,  w enn ü b e r h a u p t  
p h y s i k a l i s c h  m ö g l i c h ,  nur be i  P o t e n t i a l s t r ö m u n g s f o r m e n  
und be i  b e s t i m m t e n  wirb e i h a f t e n  S t r ö m u n g s f o r m e n  s t a t t 



f in d e n ;  g e s t a t t e t  d ie  K a n a lb e g r e n z u n g  o d e r  d ie  Z u s tä n d e  
am  Zu- u n d  A b flu ß  d es K a n a ls  d ie  A u s b i ld u n g  s o lc h e r  
F o rm e n  n ic h t ,  so k a n n  d ie  S trö m u n g  n u r  u n t e r  S to r u n g e n  
e r f o l g e n ,  d ie  T u r b u le n z  e rz e u g e n , d a h e r  a p r i o r i  m it  Wie e r 
s t ä n d e n  b e h a f t e t  s in d , o d e r  es t r i t t  d i s k o n t in u i e r l i c h e  
S trö m u n g  ein.

Beistehende Abbildungen bestätigen diese In terp retation : die
selben zeigen die Strömungen durch ein L eitrad  m it Blechschaufeln,

■q o  Hydrodynamik.

Abb. 33.

die als logarithmische Spiralen m it 25° Neigung gegen die Parallel
kreise des Gebietes ausgeführt sind; Abb. 33 stellt die Strömung bei 
angestrebtem  stoßfreiem E in tritt, d. h. tangentialer Zuführung zu den 
Schaufeln, Abb. 34 eine Strömung m it Zuführung ohne tangentialen 
E in tritt dar; im ersten Fall ist es tro tz mehrfachem Versuche nicht 
gelungen, die ganz typische Turbulenz wegzubringen; im zweiten 
Fall bildete sich längs der konvexen Schaufelfläche eine W irbel
schicht aus, die deutlich von der eigentlichen Ström ung durch eine 
Kontinuitätsfläche getrennt ist, und sozusagen eine selbständige 
W asserschaufel bildet; in der eigentlichen Ström ung ist die typische 
Turbulenz verschwunden.
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Die Erscheinung läß t sich dahin in terpretieren , daß sich im 
zweiten Fall eine Strömungsform geringsten W iderstandes ausge
bildet hat.

Längs einer Bahnlinie wird, wie auf Seite 105 allgemein erm ittelt 
wurde, der K lam m erausdruck der Gleichung B v  identisch gleich Null, 
d. h. es besteht längs der Bahnlinie die Gleichung

o oQ V p V
— d n - f - d  r q d z  =  0  oder — -| l-z  =  konst.
7 2  7 z g

Bei der vollkommenen Potentialström ung ha t die K onstante den
selben W ert für alle Bahnlinien; bei der wirbelbehafteten Strömung 
kommt jeder Bahnlinie im allgemeinen ein besonderer W ert der 
K onstanten zu.

Es folgt hieraus, daß in allen Fällen w iderstandsfreier Strömung 
die äußere Energie, d. i. die Summe von Pressungsenergie, kinetischer 
und potentieller Energie der durch einen elem entaren K anal ström en
den Flüssigkeit konstant bleibt.

IV. Strömungen mit Widerständen.
Entsprechend den auf Seite 32 aufgeführten Gleichungen fü r die 

W iderstandskom ponenten sind dieselben im allgemeinen je aus zwei 
Teilen zusam m engesetzt, wovon der eine durch die innere Reibung 
verursacht und durch die N e w to n sc h e  H ypothese über die Größe 
der denselben entsprechenden Tangentialspannungen q uan tita tiv  be
stim m t ist, w ährend der andere Teil einem T ransport von Be
wegungsenergie infolge der Turbulenz entspricht.

Die Ausdrücke für die Einführung der inneren Reibung sind in 
gleichem Sinne aufgebaut, wie diejenigen der allgemeinen E lastizi
tätstheorie und en thalten  naturgem äß die durch das Experim ent zu 
bestimmende physikalische K onstante der inneren R eibung; S trö
m ungen, bei denen nur die innere Reibung zu berücksichtigen ist, 
heißen lam inare S tröm ungen, ihre m athem atische Bestim m ung wird 
nur durch Integrationsschw ierigkeiten begrenzt, die durch den Auf
bau der Gleichungen selbst und weiter durch die notwendige Be
rücksichtigung der Grenzbedingungen sich einstellen; zumeist muß 
das H ilfsm ittel der Vernachlässigung von Gliedern untergeordneten 
Einflusses in Verwendung gezogen werden.

Die exakte m athem atische Form ulierung des zweiten Teiles wäre 
bei K enntnis der durch die Rauhigkeiten verursachten Bewegungen 
im Prinzip wohl möglich, ist aber bei der M annigfaltigkeit der Rauhig
keitsform en und anderer Grenzbedingungen, wie z. B. die Bedingungen 
des Zu- und Abflusses praktisch nicht durchführbar; es können aber

P ráS il, H y d r o d y n a m ik . 2. A u fl.



unter Verwendung geeigneter H ypothesen und empirisch bestim m ter 
Zahlwerte für Exponenten und Koeffizienten Form eln aufgestellt 
werden, die weitgehende Annäherung von R echnungsresultaten an 
M essungsresultate ergeben.

Am zutreffendsten dürften die bestehenden Schwierigkeiten durch 
den Beitrag von Th. v. K a r  m an-A achen  zu den V erhandlungen aus 
dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik an der Zusammenkunft 
in Innsbruck im Septem ber 1922: „Über die Oberflächenreibung von 
Flüssigkeiten“ gekennzeichnet se in 1), dessen Schlußsatz folgender
maßen lau te t:

„Man sieht im allgemeinen, daß es einer ausgedehnten Reihe 
system atischer Versuche m it weiten V ariationsbereichen bedarf, um 
über dieses verwickelte Erscheinungsgebiet vollen und klaren Ü ber
blick zu verschaffen. Es fehlt dabei die sicher führende H and der 
Theorie; solange die G rundaufgabe: die m echanischen Gesetze der 
turbulenten Reibungsübertragung zu finden, n icht gelöst ist, besteht 
wenig Hoffnung, das empirische M aterial völlig durchblicken zu 
können. Es ist wahrscheinlich, daß zur Lösung dieser Grundaufgabe 
die statistische Betrachtungsweise herangezogen werden muß. Zur 
D urchführung der U ntersuchung bedarf m an jedoch ebenso wahrschein
lich einer glücklichen Idee, welche bisher nicht gefunden worden is t.“

U nter diesen U m ständen erscheint die Aufstellung einer verwend
baren eindeutigen Theorie der Strömung m it W iderständen vorläufig 
ausgeschlossen und es kann sich nur darum  handeln, allgemein 
theoretische Grundlagen für die hydrodynam isch begründete Dis
kussion der R esultate von Versuchen zu schaffen, die einerseits die 
Erkenntnis der Erscheinungen und deren Ursachen, andererseits die 
System atik empirischer Gebrauchsformeln zu fördern im stande sind.

a) O b e r f lä c h e n k r ä f te ,  D is s ip a t io n .
Die W iderstandskräfte kommen am M assenelement durch die 

Veränderung der Pressungen gegenüber w iderstandslosen Zustand 
und durch A uftreten von Tangentialspannungen zur W irkung; ihre 
Bedeutung und ihr Zusammenhang ergibt sich aus fo lgendem :

Wie schon im 1 . K apitel bei Anführung der allgemeinen Funda
mentalgleichungen hervorgehoben wurde, bedeutet in denselben p 
einen M ittelwert der Pressungen, die sich in einem P u n k t des Strom 
gebietes nach verschiedenen Richtungen einstellen, und zwar ist dies 
das arithm etische M ittel aus den drei Pressungen in drei zueinander 
senkrechten, aber sonst beliebigen Richtungen.

l) Siehe: „V orträge aus dem G ebiete d er H y d ro - u n d  A ero d y n am ik “ von 
Th. v. K a r m a n - L e v i  Civita. B erlin : Ju liu s  Springer, 1924.

1 1 4  Hydrodynamik.
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Die Zulässigkeit dieser Annahme ergibt sich aus folgendem:
W ie auf S. 98 bem erkt, besitzt jedes Elem ent drei aufeinander 

senkrecht stehende H auptdehnungsachsen und ist daher anzunehmen, 
daß auf den zu diesen Achsen senkrechten Flächen nur Normaldrücke, 
also reine Pressungen (keine Tangentialspannungen, d. s. die W erte 
der Tangentialkom ponenten pro 
Flächeneinheit), wirksam sind; 
es seien nun in Abb. 35 in dem, 
bei 0  vollkommen rechtw ink
ligen T etraeder 0 abc  die F lä
chen Oab,  0 ac,  Obe  solche zu 
den H auptachsen senkrecht 
stehende Flächen m it den 
Pressungen p 1 , p„ , p 3 ; die Rich- 
tungskosinuse der Flächen
normalen gegen die Koordi
natenachsen seien , m l , n1; 
l9, «V  n >; l3, ms , n3 . Die 
Dreiecksfläche abc  steh t senk
recht zur X -A chse und p x sei der Betrag der Pressung in dieser Fläche, 
dann besteht die Gleichung

px (abc) =  p 1 ( 0  ab) ■ \  +  p .2 ( 0  ac) m 1 - f  p 3 {Obc)nx 

und da (Oab) =  (abc) -l1; ( 0  ac) =  (abc) -m1] ( 0  bc) =  (abc) -n1

Px =  Pi li 2 +  P* mi +  Pa V  •
F ü r T etraeder in analoger Lage gegen die Y- und Z - Achse folgt

Py =  Pi V  +  P-2 ma +  Pana 

Pz =  P i la2 +  Pa ma + P a ns*»
woraus sich durch Addition und Berücksichtigung von

li* +  lS  +  h* =  1 > +  »1* + » , a +  «»a== 1
e rg ib t: px -j- py +  pz =  px +  Pa +  Pa ■

In  dieser Gleichung kommen die Richtungskosinuse nicht mehr 
vor; sie gilt daher für eine beliebige Lage der K oordinatenachsen 
gegen die H auptachsen und folgt daraus, daß in einem P unk t die 
Summe der Pressungen nach drei zueinander senkrechten, aber sonst 
beliebigen R ichtungen einen konstanten  W ert h a t; der M i t te lw e r t ,

d. i. P =  1l3 ( P * + P y + P : )  =  ' / « ( P l + P s  +  Ps) ,iS t d e r  1 1 1  d e n  
G r u n d g le ic h u n g e n  d e r  B e w e g u n g e n  m it  W id e r s tä n d e n  e in 
g e f ü h r t e  P r e s s u n g s w e r t .  (Diese Darlegung ist aus L a m b s  
H ydrodynam ik, S. 660, entnommen.)
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Es ist hierbei n icht ausgeschlossen, daß in drei bestim m ten zu
einander senkrechten Flächen die Pressungswerte gleich groß sind.

F ü r die Tangentialspannungen ergibt sich ebenfalls eine bestim m te 
Eigenschaft. Sind am Parallelepiped Abb. 36 m it den Seiten d x , S y , 

d  , P  und P XI  die Kom ponenten der Oberflächenkräfte, die von 
der Tangentialspannung auf der Z  0  T- Rechteckfläche herrühren, also

P X y = P x y d y d z ’ P x z = P x z Ö y Ö z
und ebenso

P y z = P y A d x ’ P y x = P y x d z d x

P z y  =  P z y d x Ö y ’ P z x = P z x d x 8 y>

so müssen un ter Vernachlässigung der Momente der M assenkräfte, 
die gegenüber den Oberflächenkräften unendlich klein höherer O rd

nung sind, die Moment
gleichungen bestehen:

d .
P y z  2 zy 2  ’

c c 8 y  s c  8 z
Pyz8zdx J  =  Pzydx8y-g .

m ithin: p yz =  Pzy und eben-
P z x  P x z ’ P x y  P y x ’ 

d.h. die Tangentialspannun
gen, die an zwei F lächen
elem enten wirksam sind, die 
sich an einer gem einschaft
lichen K an te  un ter einem

rechten W inkel schneiden, haben gleiche Größe.
Der Kürze halber seien diese Spannungen entsprechend der ge

meinschaftlichen K ante m it px, p , p. bezeichnet, so daß z .B . p yz =

Pzy =  t>x is t-
Die Flächen und Richtungen, in denen die Pressungen px, p y , p.  

und obige Spannungen wirken, ergeben sich aus beistehendem  Schema.

Es wirken in R ichtung................... X Y Z

in der Fläche Y O Z ................... P x P*
„ z o x . . . . . . . . . . . . . . . . . p. Py Px

„ „ „ x o y ................... py Px P z

Die K om ponenten der Oherflächenkräfte, die in den zu den drei 
R ichtungen X ,  T ,  Z  senkrechten F lächenpaaren wirken, sind hiernach 
in der
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d- ^ 8  8 8  — —  8 8 8 —  d~ 8 x 8 8z
d x  x y 2 d y  y d

^ - 8  8 8 — 8- ^ 8  8 8 —  ~ x8 8 8 z
d x  x y z d y  x y 2 d z  x y 2

8- ^ - 8  8 8 — ^  8 8 8 —  - ^ 8  8 8
d x  x y 2 d y  x y 2 d z  x y

Y- „ P y =  —  ^ ± 8  8 .d„ —  "-^-d„8..8_ —  - ^ d „ d „ d ,  X X III,

2- „ P z

P  , P  , P _ sind hiernach die wirklichen K om ponenten der Ober
flächenkräfte am Volumelement 8x 8y 8z , die das Massenelement

<5 = ^ - d  8 8 . im Verein m it der Schwerkraft beschleunigen; es be-
9 X y

stehen daher folgende Id en titä ten :

P,+ K,s
d t

d v 9_ dp  
y  d y

\ y dx)  ”

X X III,

l _d_V \  
y  d y /

—  ^ . + V £ >

x x m

Aus den Gleichungen X X M a und c folgt das Gleichungssystem:

■L K  +  Vi-  x ' d x
d p x
d x +

0 P,
d y +

dpy
dz

dP, + dpy 4 - dl *
dx 1 d y d z

dpy
dx +

dp*
d y +

dPz 
dz

d p  

d y

r , + %
2 ' GZ

XXIV

Die Gleichungen desselben bilden im Verein m it der M ittelwerts
bedingung die Bestim m ungsgleichungen für p x, p x, pz und lpx, py, pz> 
bei gegebenen Ausdrücken für die Kom ponenten W und bei b e 

kannten W erten von —  usw., wobei noch andere durch die Form  und
0 X

A rt der Bewegung bestim m te Bedingungen zu berücksichtigen sein 
werden, z. B. das Fehlen von Oberflächenspannungen bei Schicht-
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Strömung in den die cp -L inien enthaltenden und Schichtflächen 
schneidenden Stromflächen.

Die A rbeit der Oberflächenkräfte wird in folgender Weise er
halten :

Am Volumelement dxdydz ist die Arbeit der am Flächenpaar öydz 
wirksamen Pressungen und Spannungen pro Zeiteinheit bestim m t 
durch die Gleichung:

—  ^  ( P« V *  +  W y  dy ̂  +  V *  dy d*

=  — ¿  (Pxvx +  +  V * ) 8y 8*

und an den beiden anderen Flächenpaaren:

— ^  ( M .  +  Pyvy +  M *)

O

resp’ — äz ( V * +  ^  '

A ddiert m an diese drei A rbeitsw erte, so erhält m an nach Aus
führung der angezeigten Differentiationen, Berücksichtigung der Aus
drücke für P x, P  , P z in den Gleichungen X X IIIa und entsprechender 
Ordnung, die elem entare A rbeit der O berflächenkräfte in  der Zeit
einheit :

Nun ist nach Gleichung X X IV 6:

gleich der A rbeit, die zur Änderung der kinetischen Energie der 
H auptbewegung des Elem entes nötig ist, soweit h ierfür n ich t schon 
die Schwerkraft dienlich ist; es stellt m ith in  der Sub trahen t der



dAirechten Seite des Ausdrucks für d - z — d e n je n ig e n  B e t r a g  d e r
d t

s c h e in b a r  v e r lo r e n e n  E n e r g ie  d a r ,  d ie  im  E le m e n t  t e i l s  a ls  
W ä rm e , t e i l s  a ls  k in e t i s c h e  E n e r g ie  d e r  t u r b u l e n t e n  B e 
w e g u n g  e n t s t e h t .

D e r  B e t r a g  d e r  s c h e in b a r  v e r lo r e n e n  E n e r g ie  h e iß t  d ie  
D is s ip a t io n  d e r  E n e rg ie ;  der gesamte B etrag derselben in einem 
abgegrenzten Strom gebiet ergibt sich m it

+  +  ^  ( § + & ) ]  • x x v  

und muß gleich sein der im Gebiet verschwundenen äußeren Energie.

b) B e s t im m u n g  d e r  W id e r s ta n d s k o m p o n e n te n .

Die Gleichung B iF  nim m t m it g  =  z als P o tentialfunktion für
"d d

die Schwerkraft m it — =  0 wegen stationären Zustandes und m it 
d t

lt) als Vektor für den Gesam tw iderstand die Form  an:

grad [z  - f  ^  +  tu — j  0  rot ö] =  0 .

Ist der V ektor 1

tu [ö - rot öl,
9

der Gradient eines Skalaren V  also =  grad U, so folgt:
*> <?V" V

2 -1- - — I U —  konstant.
y 2  <7 1

F ür Gleichung B v bedeutet dies, daß

wad a  — ^ - ( Ä 1 f i d f x -{- jx“ V 2 (pdq>) = d U

sein m uß; da wa die P rojektion von w auf die R ichtung von da  ist, 
so ergibt sich aus der letzten  Gleichung un ter Berücksichtigung von

1  (d(p dv , d c p  dv . d t p  dv
J ^  v \ 0 a: dx d y  dy  dz  dz.

dcp d \ g v  dcp d l g v  dtp d \ g v

Dynam ik stationärer Strömungen. 1 1 9

dx dx dy  dy  dz  dz  

—  A  ■ N  cos (A N ) ,
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worin ■ j / VY  I ( ^ g r y  | (8 lg_v
\ dy \  dz

is t, und des Schemas:

Richtung cp p 7

da d s cp —  i  d p
Q

ds<p =  v -  d p
B

d s y =  v  — d y  
A

wa wrp «V w7

wegen v =  G P A * / i * :  

d ü  1

dcp

d u  c

d p  

d ü  B  

87.

J « V

VA W'>’

* Ä W*

d lg fj, , N  
. dcp

COS ( A N ) ........................Br;
2  9

■ 2 *  ’C A L .................................................... B ,
2 <J

..........................................   . B,
2 9 8 %

N un ist
<7 lg /u 1 dju v . C v

d p  ¡jl d p  x  d p

1  dv
v d p

N

also

=  — A N  cos ( A N )  =  — ^  cos ( A N )

Man erhält somit für die Bestim m ung der drei Projektionen von 
w auf die Richtungen p ,  p  und y, die Gleichungen

W„ +  A™_
d p

A d \ g n  , A dU v- d lg w

tO 
I C

,
■8* 

1
 C! . Blf

d ü
dsw

. Bv

d u
. Byds7 '

w  == 2 _____1________ “  __ o _ü_
2 g v C  d p  v C d p  2 g dsv

w  o V~ A 8 1 g / /  1 ^  3 P _ g  «3 g i g f t
2 g v B  d% v B  d y  2 g  ds7

Sind nun in dem durch die Flächen der Form funktionen resp. deren 
Schnittlinien bestim m ten K oordinatennetz A,  B ,  C und hierm it bei 
bekanntem  G auch v als Funktionen von p ,  p ,  x bekann t, so 
können entweder die W erte w,p, wy, und w7 bestim m t werden, wenn 
für U ein geeigneter Funktionsausdruck gefunden wird, oder es kann
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U  bestim m t werden, wenn fü r irT. tcy  und icz geeignete A nnahm en 
gemacht w erden können.

Bei gegebener L ase  des K oordinatensystem s <p. y .  i  gegen ein 
kartesisches K oordinatensystem  x ,  y ,  z können die entsprechenden 
Transform ationsform eln aufgestellt und  m it deren Hilfe un ter Be
nützung der Gleichungen B die Ausdrücke fü r die W iderstands
kom ponenten bestim m t und  deren physikalische Berechtigung geprüft 
werden: dies w ird aber am  besten an  geeigneten Beispielen erörtert.

B. Strömungen in geraden zylindrischen Rohren.
Sowohl die Untersuchungen von P o i s s e u i l l e  als auch diejenigen 

von L o r e n tz  gehen von der Annahme aus. daß die Bewegung in  
geraden R ohren m it kreisförmigem Q uerschnitt a l s P a r a l l e l s t r ö m u n g  
mit einer derartigen G e s c h w in d ig k e i t s v e r t  e i lu n g  betrach tet 
werden kann, daß die S t r ö m u n g s g e s c h w in d ig k e i t  l ä n g s  e in e r  
g e g e n  d ie  R o h r w a n d  k o n z e n t r i s c h e n  Z y l in d e r f lä c h e  k o n 
s t a n t  i s t ,  in den verschiedenen Zylinderflächen aber verschiedene 
W erte h a t; dem entsprechend kann m an die Strömung als k r e is -  
z y l in d r i s c h e  S c h ic h ts t r ö m u n g  m it  g e r a d l in ig e r  P a r a l l e l 
s t r ö m u n g  a ls  G ru n d fo rm  auffassen. Ferner ha t die Erfahrung 
ergeben, daß in  solchen Rohren, abgesehen vom Einfluß der Schwer
kraft infolge des geodätischen H öhenunterschiedes der einzelnen 
P unkte im  Strömungsgebiet, die Pressung in sämtlichen Bahnen 
längs derselben um  den gleichen B etrag  pro Längeneinh eit abnim m t 
und hierbei in  den einzelnen Q uerschnitten konstan t ist.

L a  m b ha t die U ntersuchung auf die Ström ung m it Reibung im 
Rohr vom elliptischen Querschnitt ausgedehnt und gezeigt, daß sich 
auch für diesen Fall Schichtströmung m it elliptisch zylindrischen 
Strömungsflächen annehm en läß t: es ist daher zu erwarten, daß 
ähnliches auch für andere Profile möglich ist. Die folgenden L nter- 
suchungen werden daher un te r der Annahme des Bestandes von 
Schichtströmung durchgeführt.

W ird die m it den E rfahrungen sich deckende Annahme gemacht, 
daß die Größe der W iderstände von der Pressung selbst nicht be
einflußt wird, sondern nur abhängig von der relativen Geschwindig
keit der F lächen der Flüssigkeitselem ente resp. von der Geschwindig
keit der Deform ation derselben, so wird die Pressungsverteilung durch 
die Schw erkraft nur entsprechend der geodätischen Höhenlage der 
P ank te  des Ström ungsgebietes beeinflußt, und m an kann daher das 
Glied g - d z  vorbehaltlich späterer W iedereinführung weglassen; dies 
vereinfacht die m athem atische D arstellung wesentlich und soll daher
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im folgenden verwendet werden; bei Problemen, wo die W irksam keit 
der Schwerkraft einflußnehmend auf die Form  der Strömung ist, 
darf dies natürlich nicht geschehen (wie z. B. beim Problem  der 
freien Oberflächen).

I. Bestimmung der Formfunktionen.
Die cp-Flächen sind Ebenen senkrecht zur x-Achse, deren Glei

chung lau tet daher <p =  x A

Die \p- und ^-F lächen sind Zylinderflächen m it Erzeugenden p ar
allel zur Achse, die W andfläche gehört einer der beiden Scharen an; 
im folgenden wird dieselbe immer als eine xp- Fläche angenommen 
werden; die Schnittlinien der xp - und ^-F lächen m it den cp -Ebenen 
sind ebene Kurvenscharen, für die O rthogonalität angenommen wer
den kann, so daß im kartesischen K oordinatensystem  X ,  Y, Z  nach 
Gleichung III  b und der ersten von IV

« ,- f f - i ,  A = H = 0' = = “=?> cos<“ = °
werden und der Zusammenhang zwischen den Funktionen xp und y

und ,  durch ä V . S l  , 8 V . 8  X =0  B
dy dy  dx dx

■v =  1   Cidxp dy  dxp d y >
\ d y  dz dz d y )

bestim m t ist.
Die Annahme der Gleichung

d^xp d*xp n

w + ^ = x .....................................
m it y. =  einer K onstanten ermöglicht die Bestim m ung von Funktionen 
der oben angegebenen Art.

Man erhält eine partikulare Lösung durch

y>p =  a y i - \ - b z ‘* ...............................................E

und hierm it bereits die Gleichung einer zweiten Form funktion; ferner 
wird
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2ay^? —262^=0  
¿V c z

als Differentialgleichung für ,? : derselben « 'rd  durch jede beliebige 
F unktion des Argumentes

i
1 1  2 **« =  — ̂ 7lo? y — ̂ loe:= Ioe —  

y7*
entsprochen.

D am it auch für negative W erte von y oder : endliche W erte für 
Zf  sich ergeben, kann  man setzen: j_f =  arctg  e": man erhält hiermit

X
2 »

y =  a rc tg — — .............................................. F

y^
als Gleichung einer d ritten  Form funktion, es werden

2 . -L — —

cz»  y -»»»  cZr y - 23»

Gleichung B ergibt

CM _L _L —  ’  C Z  1
j * — i ä a y - y 3* y* —  2 * 2 b z - y ia

hierm it entsprechend Gleichung C:

-  :  -  L i L _  = 1

2 6 2  ' 2 . 1 ±  2 au  2 . * 1  I
y« - [ - 2 * y2« y« — 2 * j r  *

und hieraus 1  1  1

y « —  z* y 3* ai fbz
* ---  1 * i ' ä J »■» _■»

1  _L a~ —  r r
y* =iS

cos* 1

s in * ; a y 6 2  

6 2  a y

D er Gleichung E  entsprechen bei gegebenen W erten von a und . 
wenn 0 <  a  =  b >  0  ist. ähnliche Ellipsen m it den M ittelpunkts-
koordinaten y =  0 ; 2  =  0 . die m it a =  b in  K reise übergeben: in

1

diesem Fall erhält m an z ,  =  arctg r  als Gleichung der c  - Eimen, 

d. s. die R adien durch den K reism ittelpunkt, resp. die Gleichung der
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-Flächen, d. s. das Ebenenbüschel m it der X -Achse als gem ein
schaftlicher Schnittlinie.

Setzt m an nun im Sinne einer Funktionenaddition

entspricht und a0 ■ ■ ■ ai konstante Zahlwerte bedeuten, so ist Glei
chung H die allgemeine Lösung der Gleichung D , wobei es nun möglich 
ist, durch entsprechende W ahl der Funktionen y>. die verschieden
artigsten Profilformen m it ihren Schichtlinien (^-Linien) m ittels 
analytischer oder graphischer Funktionenaddition zu bestimmen.

1 . D a s  K r e is p r o f i l .  Mit a =  b =  § werden im kartesischen Koor-

W =  K 0 Vp +  U1 V>i +  V«.-H---------\r ui V i .......................H
worin y> der Gleichung E , hingegen jede der Funktionen

, y>, ■ • •
der Gleichung ga

Beispiele von Formfunktionen.

dinatensystem : cp =  x A*

E ,
z

,  =  a rctg —

v =  -j- 1  =  konstan t 

im Zylinderkoordinatensystem  werden

i/2 - f  z2 =  r “; -  =

mithin

v —  -)- 1  =  konstant charakterisiert reine Potentialform .

2. D a s  e l l ip t i s c h e  P r o f i l  (Abb. 37).

Mit a  =  —; & =  —  | : e j> 0 : |  werden im kartesischen Koordinaten- 
2 2 s
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die Funktion
c o s ;
sin3 7 » y

e —
G.

hat den Charakter einer x-Fnnktion, da y  im d z  als Funktionen 
von V' und y  darstellbar sind: die Form fuuktion Af, E f und  F f ent
sprechen hierm it auch einer Potentialform .

3. S to l l e n p r o f i l e  Abb. 38 . Als Beispiele graphischer Funktionen
addition entsprechend Gleichung H.

Die Gleichung E  kann durch den Ansatz:

W  =  °  y  +  mr- +  b ( z - h » )a

mir m imd n  als K onstanten  einer K oordinatentransform ation e n t
sprechend! zweckmäßig verallgem einert werden, denn dieselbe en t
spricht ebenfalls der Differentialgleichung m it

Mit

wird
0  =  5 =  5

1  =  2 1 a  -j- b) . 

m =  0 . n =  —  1 ,

« o i  =  4 .c 0 v , =  [sr +  (z — 1 ']>

Durch diese Gleichung werden Kreise beschrieben m it den M ittel- 
punktskoordinaten y0 =  0 .  z0 =  -f- 1 und m it den Radien rp =  I <r0 v p -

Die Gleichung ______
Vi =  log I!T“h
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entspricht der Differentialgleichung J, indem im polaren K oordinaten
system <p1 =  log r und m ithin

 d ‘2 y j 1

d y 2

wird; m it cix =

dz2 0 r2

0,48 erhält man

 } .  i 1  =  o

r 8r r 2 r 2

a1 yj1 =  —  0,48 log 1 y-  +  z2 0,48 log r .

Hierdurch sind Kreise beschrieben m it den M ittelpunktskoordinaten 
y 1 —  0 , zx = 0  und den R adien r 1  =  ea>vi.

Durch Addition von a0 yjp und a 1 yj1 , und behufs zweckmäßiger 
W ertverteilung einer entsprechend zu bestim m enden K onstanten C 
erhält man den Ansatz:

yj =  C - j -  [(z — l ) 2 -f- r ]  — 0,48 log 1 z2 -j- y2 .

Die W ertverteilung von yj längs der Ordinatenlinie y  =  0 ist bestimmt

xp —  C - \ - ( z  —  l ) 2 -  0,48 log z ;durch



r

cy_
cz

=  2 z — 1

wrd: dies zibt 

= =  1 .2 : V =  - —  0-04 — ;.+!■ log 1-2 =  C — 0-' 4 7 ä .

^ ■ ■ 1  u  C = 0 , 0 4 7 5 .  s o  w i r d  i m  P u n k t e  j =  ;  1 - 2 ,  y = 0 ,

d. h. das analytische Mirirnuin der t- -Werte ha: den Wert Nu: Es
ist also:

i  =  [». c 4 7 5  —  :  —  1  1 —  « * ] - 18 log 1 =  y* . . .  E

M y  erhalt z. B.

=  — -J-0 ,10 —  0.20 —  0 3 0 —  0.40 —  0JX>
r — OJOOO 0-316 0,447 0.54n Q£32 0.705

=  - 0 , 2 0 —  0,10 -f-OyOO — 0,10 — Ct20 —  Ö.3Ö

=  0 .6 5 9 0 8 1 2 1.232 1,518

Z  B  d e r V e rb rn d m ig g lin ie  re r S c h n ittp u n k te  d e r K re is e

■ -,=  0 ,4 , 0 ,3 , 0l2

r , =  0 » . 0 ,1 , 0,0
e n ts p rich t YP —  F i  =  ".-2, 0 ,2 . Oj ?

n n d  m it

C =  f»,0475.

W = c + W r  —  ¥ ,
- 0 .2 4 7 5 .

Mül UDfe von ( i l V bimgR 
kann wie früher die Funk
tion j  und mit Hilfe von 
GHr-fitm? C die FcLnkrixi 
• : • _ e: ’ en _ =
bleib: wie früher.

am*. * .
4. D a s  r e c h t e c k i g e  

P r o f i l  Abb. 3 ° .  Als Beispiel der inalydsehen Bestimmung der 
5cci-:htHmeD bei gegebener Profflfoim-

Famktionan von der Form

CZ  COS CH oder ¿ f  c e y  c o s  CcZ

erfüllen mit ■  , he. ■ , e und c als rodaadg noch beliebigen Kort- 
-t-inten die Gleichung J . denn netn erhält z. 3 .



—- Kof (cej/) cos(c£ 2 ) =  — mn (ce) 2 &of(c£ÿ)cos (< 
o z ‘

d 2

1 2 8  Hydrodynamik.

C £ Z)

-  m ßof ( c e y )  cos ( c e z )  —  -f- mn ( c e ) 2 (£o\  ( c e y )  c o s  ( c e z ) ,
d y

daher die Summe =  0 1).

Der Ansatz

yj =  C  -f- y>p +  2  mn Kof (c z) cos (c y) +  ^  nt„ Sof (c £ y) cos (c £ z),

worin C eine K onstante und, entsprechend Gleichung E, ipp —  a y 2 -)- bz- 
ist; die Gleichung D wird:

ä >  +  ? V =  2  (a +  h ) _

dy2 ^  dz2 y ^  ’

W ählt m an c =  ( 2 n + l ) -  , m it n als Reihenindex von n =  0 bis
2

n —  oo,  so folgt: 

yj =  C -(- a y '2 +  bz2 - f  2 ' m„ Soi (2 » + l )  y * cos (2 » + l ) Ç

2 ¡mn So| (2 w + l  ) j e y cos f ( 2 ra +  l ) y  £ Z

Es werden, da cos(2 ?i - f - 1 ) — =  0 2) ist, fü r alle W erte von n
u

für y  =  1

y > j=  G +  a +  6z2 +  2 > „ (S c f  
o

1
für z — —

cos ' ( 2  n — £Z
L ¿

yj = C  +  a y 2 - { - ^  +  J X C o f  ( 2 n +  l ) y - y  
e o l ú t

71
cos ( 2  n -)- 1 ) —- y  j .

x) Die angenom m enen Funk tionsfo rm en  sind die reellen F ak to ren  der 
F un k tio n

W — U - \ - iV  —  cos cw =  cos c(y -\-iz)
resp.

=  cos c i w  =  cos c i  (y —{— i z )

des kom plexen A rgum entes w —  y A ^ i z ,  die eben jede die G leichung J  erfü llt; 
u n te r  B enützung  d ieser E igenschaft können  noch viele andere  Form en  gefunden 
werden.

JC
2) In  d e r ersten  Auflage w urde irrtüm licherw eise cos n — —  0 fü r alle

W erte  von n  angenom m en, w orauf D r.-Ing. G é z a  S a s v á r i  in  seinem  A rtikel 
„Ü ber G eschw indigkeitsverteilung in R ohren  m it kreisförm igen u n d  rechteckigen 
Q u e rsch n itt“ (Zeitschr. f. d. gesam ten T u rb in en  von Jg . 14, H eft B, 5, 6) au f
m erksam  m ach t und den  Irr tu m  korrig iert.
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In  den Gleichungen für ipI und \pu können die Glieder

a Jr bz ‘2 =  a - sr ( ^ j - ( e z )2 und “ 2/3 +  ^

durch F o u r ie r s c h e  Reihen von der Form

£ A n cos (,2 n - T 1) j e z , resp. 2 1  cos (2 » +  i)  ~^y

dargestellt werden; m an erhält:

b

An= ^  « +  ( | ( f z ) ! oos[(2 n + l) - |(e * ) ]  eZ(ez) = ( - 1 )" 
0

r  bn  _L

B „ = J  °y 2 +  ^ ]  cos j( 2  n +  l ) ~ y  J d y  =  ( -! )"

L(2 n +  1 ) ?r2 ( 2  n +  1 )3J

8  a
( 2 » + l )  j r 2 2 n  +  l ) 3J

Mit b =  ae  werden:

A„ =  ( - 1 ) " ± “ 
7i e

1  + «

Tr e

(2 w -} -l)  7i2 ( 2 n - \ - 1 ) 3

1  4 - i  8  e
_ 2  7*- —|— 1  n 2 ( 2  n -f- l)*.

Setzt man nun in  den Gleichungen für \p1 und y>n

A n =  —  m„ Eof 

B  =  — m n Eof

( 2  n + 1 ) j e

12 » 4 - 1 )
71

E o f (2n +  l ) ~ e  

B_

Eof ( 2  n +  1 ) -

so werden ipI = y > / ]=  C,  und es is t C der Funktionsw ert für rp an 
den Rechteckseiten; die Gleichung für ip wird:

W =  C +  a (y2- \ - s z2)

g Eof ( 2  n -)- l)-^ z

2 » + l  * ' 2 ( 2 i i  +  l ) 3

1 + .

E o f ( 2 w - f  l ) - e  

E o f  ( 2  j i  - f -  1 )  7  y

cos ( 2  m-|- \ ) ^ y

2 n + l  3t2 ( 2  w  - f -  l ) 3 Eof (2»-f- 1) -g
• cos ( 2  w -|-1 ) -¡r b z

u

P rä sil, H y d r o d y n a m ik . 2. A u fl.
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Die Zuordnung y —  0 , z =  0, y  =  0 gibt:
l

4 a 1 — e 1

n e l 2 w + l  Tr9 (2 » +  l)3- ßof ( 2  n  -)- l )  —

Hierm it ist die rechnerische Bestimmung des K oordinaten der Schicht
linien für alle W erte von yj =  0 bis xp =  C,  also innerhalb des R echt
eckes, ermöglicht; die Schichtlinien sind sym m etrisch gegen die y-  
und z-Achse um den M ittelpunkt y  —  0 , z =  0 gelegen.

J3. Die Oberflächenkräfte am Raumelement.
Die m ittleren Längen der N etzkanten eines von je zwei benach

barten  (p-, ip- und ^-F lächen  gebildeten Elem entes haben nach den 
Gleichungen VHI die W erte:

d sv =  ^ d c p ,  ösv  =  v ^ d r p  =  ~ d t p , <5 s/  =  v ~ d r p  =  -^dy j .

Das Massenelement wird

Die Bezeichnung der an einem solchen Elem ent wirkenden P res
sungen p  und Spannungen p ergibt sich aus beistehender Abb. 40 
und dem Schema:

Die denselben entsprechenden 
Flächen sind:
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Es w irken  in  R ich tu n g  der N e tz l in ie ................... <P p 7.

in  der F läche öf,( ...................................... P<p Pz Pv
in  der F läche dfv  ...................................... Pz Vv P<p
in  der Fläche bfx ...................................... Pv Pz Pz

Wegen Annahme von S c h i c h t s t r ö m u n g  sind aber die W erte von 
pr  und pv  gleich Null zu setzen.

Lu,
Die Bogenwerte der Längenelem ente cd  und e f  sind: 

arc =  a r c c  d =  f f t  =  1 . ,
Qy ^  Qy Qy> ■£* Qy>

In  um stehender Tabelle (S. 132) sind die Einzelwerte der Ober
flächenkräfte geordnet nach Flächen und Richtungen aufgeführt.

Bei B estim m ung d e r E inzelw erte d er K o m ponen ten  d er O berflächenkräfte  
sind G rößen, die unendlich  k lein  v o n  m ehr a ls d r itte r  O rdnung sind, v ernach
lässig t u n d  B ogendiflerentiale  d u rch  den Q uotien ten , B ogenlänge : K rüm m ungs-

(  dpz 8 f y \  •rad ius e rsetz t. Z. B. geben die P ressungen  d f }  und  — — —— J in  der R ich

tu n g  y> infolge ih re r  gegenseitigen N eigung im  B etrage arc a b  —  —— eine
HE b p b f

K om ponente, fü r deren  B estim m ung das Glied — vernachlässigt  und  der

K om ponenten teil m it
dsy Px d q p d y d x  Pv v ,

angesetzt w ird ; es w ürde näm hch  das vernach lässig te  G lied m ultip liz iert m it 
1 <5y

dem  B ogenanteil —  unendlich  klein v ie rte r  O rdnung sein.
pz

W ie aus den Beispielen der Form funktionen ersichtlich ist, ist in 
allen Fällen A  =  1  und v nur von y  und z resp. p  und % abhängig, 
hieraus folgt-

d ( v \  v 8p v   v dp?
lÄp V' f  A J  ~~ Ä  Yüp ~  A2 dsv  ’

8 f  v \  v dpx v dpx
~  A  '- 3 t. Vd p  \  7 A j  A  d p  A  ’ ds,

d _ (  J _ \  1 (d p rf PV d C \

d p  \ V v  ACJ A C \ d p  c  d p )

d_ ( _ 1 _ \  _  _J_ (dPz  p ^ d B
Y% \ A B J  A B \ d %  B  d i

d
d p \ P/- A C l  A C \ d p  C d p

V 1
(8p v

1 P v )A* \ d s v QzJ

V (ZPz. _
Ä 1 \ d s x Q y J

V f d p z
1 P* )\ d s v QzJ

9*
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Mit ~  dxp dxp d y  =  dz ergiebt sich aus der Tabelle folgende Zu

sam m enstellung der Totalw erte der Oberflächenkräfte in den Rich
tungen cp, xp und  y  (analog X X IIIa):

p*= [ ~  (p* j ) -  (p* Z c)j
?>V<f ? V x  P /

^ S*i> Qyj -

Die Oberflächenkräfte am Raumelement. 1 3 3

V

dSn

A-

8p v Pv

Pz =
a_

i d y Pz
1  )  , Pv j»L 

A B J ^  ov a 9

Pi.
Pr ds„ ö r

* ö ,
J  V

8px i Pa __ Pv
dsx Pv Qy> -

Ör

X X IIIaz

0 V
Da infolge stationären Zustandes =  0,  bei geradliniger Strö

mung und Vernachlässigung des Schwerkrafteinflusses die Bewegung 
beschleunigungsfrei ist, so werden

P,( =  0 ,  P v  =  0 und P x =  0 ;

es sind daher (analog XXIV) die Gleichungen:

( * z ) + £ ( fc2c) =  0 °der
_a_

_a_
e y

ö

D —  I — ^  —  +  —
A Cj o,  A ‘2 ' d<p

px —J =  0 oder 

»Pv , Pv — Pz , d$z
8 s,, 8sn

Pz A B
-j- —  =  0  oder

Pv

8p x Py> —  Pz
dsz Pv

=  0

X X IIIbz

die Bestim m ungsgleichungen von prf, p v , p7 und pr .

Aus der Grundgleichung: grad [z  -f- ^  -j- —  -f- Uj  =  0 folgen bei 

W eglassung von z und Berücksichtigung der Gleichungen B^,  B v , B y,
■■ ■ d P  n • t- A- m  •und  da ¡u nur von xp und y_ abhängig, also — - - =  0  ist, die Wei- 

chungen :
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d p 
d<p y 

d p 
dtp y 

d p  
d% y

wv
=  0 oder d P_

X d Sy 7
Wy

=  0 oder
d P_

B dSy 7
wx

= = 0 oder
d (V

C dSy '  7

£  -f- w,p =  O

-[- Wy =  0

0

XXIV b z

Da 3 p  =  p rp- \ -P y  -\~Px so ist m ittels der Gleichungssysteme 
X X IIIb z  die Bestim m ung der W iderstandskom ponenten ermöglicht; 
über die hierfür noch nötigen experim entellen G rundlagen und H ypo
thesen werden noch folgende Beispiele Aufschluß geben.

Da nur in der Achsenrichtung (R ichtung der cp- Linien) Bewegung 
m it der Geschwindigkeit v herrscht, so ergibt sich für die elem entare 
A rbeit der Oberflächenkräfte in der Zeiteinheit die Gleichung:

,d  8t
dt dcp

d_
dcp

Prp

dtp

d f v
\d¡jp r  A

dip LV* AC.

d y> A C,

dcp Sy> d%

Prp
v \  dv . 1  dv

 b P * —  —A J  dcp A Cdxp
dcp dy> d%.

E ntsprechend der ersten Gleichung des Systems X X H Ib z  wird 
der erste K lam m erausdruck gleich Null, und da v  längs der S trom -

dv
bahn konstant ist, wird auch -— =  0 ; somit ergibt sich

dcp

d 9 L ^  :
d t  *XA B C  ds.

dcpdy>dx =  —  $x —— dx
0OXM

und hieraus

- S -

L  2ji 

dcp 
A N h  8 V  J  T

n T ~ dxV =  —  L C dy> * X X V ,

Dies ist die durch D issipation verlorene Energie, die zur Überwin
dung der inneren Reibung und zur Erzeugung der Turbulenz ver
w endet wird.



D er W ert der D issipation der pro K ilogram m  sekundlich durch-
e

fließenden W assermenge ist = — - —  =  «̂,> a ŝo:
7 ^m

2.-1 ■

Die Oberflächenkräfte am Raumelement. 1 3 5

................... X X V Iz
FVm J  J  C dlVy F

o o

Ström ung im geraden  R ohr m it K reisprofil. Die Form funktionen 
Seite 124 ergeben:

A - l ,  B  =  r ,  0  =  1 ,  ,  =  1 , X  =  0 . i - i

d s v —  d x ,  d s v  =  d r ,  d s y =  r d d

und hierm it die Gleichungen des Systems X X III b z :

^ + ? t k  +  i  =  0  o d e r  ? |S -r  +  f M = 0 .................................. (1
0 z ' dr  1 r dx dr

^ + ^ - ^  +  ^  =  0  oder ^ = 0  . ( 2
dr r r dx dr dx

 .................................................................................................................................. (3
d&

Aus 1  folgt px =  F  einer vorläufig noch beliebigen Funktion von x
. 2 ( 1  d( 2  . . .

und r; die Operation —--------- — ergibt:
dx dr

d~ p,f r __ dPpy r \  2 F =  Q 
' ard x 2 S r 2 /  0 r

Aus p = |(p < p  + P v + P * )  folgt:

V(p= d p  —  p n, —  p /_ =  d p  —  p v, —  V
und m ithin:

\  0 z 3 0 r 2 / \ 0 r 3 a:2 0 a;2 /

M acht man nun die übliche und bei Voraussetzung gut zylindri
scher Ausführung auch plausible A n n a h m e  l i n e a r e r  P r e s s u n g s 
a b n a h m e  i n  d e r  A c h s e n r i c h t u n g ,  also:

p = p 0 —  h x >
, 22 3 p r  , , .

worin p 0 und k0 K onstante sind, so w ird - =  °> uncl obl§e



Gleichung vereinfacht sich zu

a3Pv, r  , \ _ ( 8 V _  PVr_)  0
dx '1 dr1 )  \ d r  dx2 )

Macht m an die weiteren, ebenfalls bei gut k r  e is  zylindrischer Aus
führung plausiblen Annahmen der U nveränderlichkeit der Pressungen 
längs der Parallelkreise, also:

d P v _ n  d P x  n  d P'f  n  1 d P  n

8& ’ a# ’ ad ’ atf
und ferner

P v = ' Ro +  Ä X > V==!Px =  ^o + 9 f a:>

d. h. lineare Änderung von p w und px in der Achsenrichtung m it der 
Feststellung, daß R  und 9t nur Funktionen von r sind, so folgt:

d2R 0 r d ? R r  d 9t0 , d 9t
d r 2 d r 2 dr  d r

Dieser Gleichung wird m it und aiso
dr  u dr

o ^ r > R r  =  f $ { d r  entsprochen, und es steht zur Bestim
mung der Pressungen noch immer die W ahl der Funktionen 9t0 und 9 t 
frei und dam it die Anpassungsmöglichkeit an geometrische oder physi
kalische Bedingungen offen.

Folgende e i n f a c h e  Annahme: 9t0 =  i 1 ,9 t =  * 2 m it kl und k„_ als

K onstanten g ibt R = &  J — I R —  k m acht man die Vor-
r 2 1 r

aussetzung, daß RQ und R  auch bei r = 0 ,  also in der Achse nicht 
unendlich groß werden dürfen, so werden c1 =  0 ,  c2 =  0 und  R ()z = k 1, 
9t =  \  und hierm it:

Pyi =  -f- k„x ; px =  kx -)- k  ̂x ;

P v = 3 P o  —  P v ~  V x ~  3fc0 * =  3 p 0 — ( i j  +  t , )  — f o - f -  *, +  3 * ^ * .

Nach Gleichung 1  erhält m an:

dpr r dpwr . ,
=  +  ( K . +  K  +  3  K ) r >

Px =  (K  +  K  +  3  K )  2  H~~ ~  »

worin X  eine beliebige Funktion von x sein könnte, die aber wegen 
der gleichen Voraussetzung wie oben (in r =  0  ist ^  =  0) ebenfalls 
entfällt, d . h .  es ist X = 0 , und px ist sonach unabhängig von x.

1 3 6  Hydrodynamik.



p

Aus Gleichung 2  folgt, daher p v —  p y =  0 , also k1 —  k9 =  k und 
w eiter

pv  —  3 p 0 — 2 k — (2 k -f- 3 k0) x ;

Am. m it k =  — kQ werden hiernach:

p <p= 3 p 0 - \ - 2 k 0 —  k0 x ,

P v == * 0 ’ K x >

P x == " K x >
3 P =  3 p 0 — 3 k0 x ,

also:
P =  Po kQx 

entsprechend der ersten Annahme und

^ 7 r  !
Px= k0 2 ................................................... (a

E i n f ü h r u n g  d e r  N e w t o n s c h e n  H y p o t h e s e .

Nach der N e w t o n s c h e n  Hypothese (siehe Seite 12) wird:

»  d v
«  ^  ’' T r .................................................... (b

Aus a und b folgt durch In tegration  m it der üblichen Zuordnung 
r =  ra, v =  0,  also Annahme des H aftens der Flüssigkeit an der W and

f,ils °

k. W =  | ^ ( r a3 - 0 ..........................................(C
r«

Aus c und der Gleichung: Q =  F v m =  j { 2 r n ) v d r  folgt:
! 0

v =  - ^ - r 3; ............................................... (d
m  8  7] a  K

dies gibt:

 (d 'a
Die Pressungen an den E nden der Strecke L  sind:

An d e r E inm ündung  An der A usm ündung

Pj  =  Po> Pu =  Vo — ko L ’
P<p ! =  3 p 0 -j- 2 k0 , p v n =  3 p0 2 kQ kQ L  ,

Ĵ. pv I =  k0 > Py> II == ko ’ ko ^  >

j i. Px i =  ko ’ Pz i i =  ko L  ’
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für alle Pressungen ist:
8 i ]

A ' p = = p l — p 1I = k 0 L  =  —i vm
a

und hierm it als Gleichung der W iderstandshöhe

_ A p  = 8 1 i ....................... ........................ (e

y
Die Gleichungen c, d und e sind identisch m it den klassischen 

Gleichungen von P o i s s e u i l l e  für die stationäre Ström ung mit
i n n e r e r  R e i b u n g  a l s  W i d e r s t a n d .

Die Gleichungen des Systems XXIV Seite 134 ergeben:

w<p==^ = t { p 0 — k0 x) =  — k0 ; wv =  0 ; wz =  0 .

Charakteristisch für diese Ström ungsart ist der parabolische Verlauf 
der Geschwindigkeitsverteilung längs des Halbmessers m it dem Maxi
m alwert O 7,

  u r -  (e'Cmax --  . T a ........................................>■4 t] L

in der Achse, d. i. (r =  0) und im linearen Verlauf der Spannungs
verteilung längs des Halbmessers:

_ V _ 4  t j r v ^  , ,
~  2  r 2 ...................................... V

1 3 8  Hydrodynamik,

In  der D issipationsgleichung XXVI. sind einzusetzen: 

es folgt

o
dtp =  r d r , C =  -

und

J
0

d v  k0'2

V =  ~ l ä < i  ‘

, L 2 n \  f k 02 rai\ k 0 L _ 8 V L v 
\ y r * k v j  V 1 6 1] J  y y ra2 ”

in Übereinstim m ung m it Gleichung e.

Untersuchung der günstigsten G eschwindigkeitsverteilung. Im 
Ausdruck XXVI z für die D issipation in der dem Kreisprofil an
gepaßten F orm : r<t

h 2 [ d v  1
~t ~ = ---------äL YVmrad dr



d v
ist der W ertverlauf des Produktes pr —  maßgebend für denjenigen

h dr
von -f- e s  w ird nun  untersucht werden, ob  es e i n e  g ü n s t i g s t e  

Lj

V e r t e i l u n g  v o n  v l ä n g s  d e s  H a l b m e s s e r s  g i b t ,  bei d e r  d e r

A u s d r u c k  v o n y  zu  e i n e m  M i n i m u m  wi r d ;  hierbei ist die Durch- 
Lj

r a

flußmenge Q =  2  n J v r  dr  —  vmra2 n . Es läß t sich zwanglos voraus-
o

setzen, daß Geschwindigkeitsverteilung und Spannungsverteilung in 
einem gewissen Zusammenhang stehen, wie dies bereits durch die 
N e w t o n s c h e  Hypothese bei Ström ung m it nur innerer Reibung 
zum Ausdruck kom m t; zur Verallgemeinerung kann man v als eine 
Funktion von px (von je tz t ab kürzer p geschrieben) und von r 
annehmen. Um die U ntersuchung in einfacher Form  durchführen 
zu können, seien die dimensionslosen Variablen eingeführt:

r p v
x — - - ,  y  =  — , z =  — , 

r« Pk v*

mit ra , pk und vk als K onstanten; h ierm it erhält man: 

i i

^ = = _ 2 A . ^ L . 2/^ . ^  =  _ 2  ^ . V- ± [ V i d x ..........................(«
L  r ra VmJ d X  y T a V m ’J
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1 1

V
- ^  =  2  

0 0

Vn d x  ......................................................................... (ß

Es hegt som it die Aufgabe der Variationsrechnung vor, diejenige 
Funktionsform für z m it x und y  als Variablen zu bestimmen, die
h zu einem Minimum macht. W enn m an hierbei von der Voraus- 
L
setzung linearer Pressungsverteilung in Richtung der Rohrachse aus
geht, so w ird m an den W ert von p wie bisher lediglich von r ab
hängig anzunehmen haben; h ierm it ergibt sich



Es werden in der Gleichung a

Vj =  x y  (£ +  2/' rj);
in der Gleichung ß

V„ =  x - z .

Nach den Regeln der Variationsrechnung (siehe Lehrbuch der 
Differential- und Integralrechnung von J . A. S e r r e t ,  deutsch bear
beitet von A x e l  H a r n a c k .  2. Bd., 2. Hälfte, 7. K apitel. Leipzig: 
B. G. Teubner 1885) ist zu bilden

J T 7  8 V. , . 8 Vr . 8 V ,
i F ' =  8 * ^  +  7 +  W

da y' auch als Variable anzusehen is t, die der Variation un ter
liegt; und 8 V  s y

d V n =  4 ^ d x  +  - ^ d z .
11 8x  1 dz

Es werden

^  =  =  y (£ +  </' y) +  x y 8̂  +  xyy"ri -) r x y y , ‘̂ ;

J y = Y 1 = x ^ Jr y ' 1i ) Jr x y f y Jr x y y ' d̂ - ,

=  i7/  —  x y y  
8 y  1  y  1

und m it Rücksicht auf d z =  £ d x  y  d y

8 V

oVn
-8y -  =  ' " = Xr>-

d Y '
Mit K = Y j ----— -  ; ® =  Yn  und  der verbindenden Beziehung

CL oc

K — a ® =  0  ,

worin a eine noch beliebige K onstante ist, erhält m an schließlich die 
partielle Differentialgleichung erster Ordnung

2 z / , x dz
x u - {y +  a x ) d i ~ < i ....................................(r

die durch z  =  einer beliebigen Funktion  des Argumentes

1 4 0  Hydrodynamik.



Die O berflächenkräfte  am  R aum elem ent, 

erfüllt w ird, so daß durch die Gleichungen

* = -  =  8 ( 0

x - y

i L + f
%  L r a pa '

1 4 1

• (<5

( £ a

die Lösung des gestellten Problem s gegeben ist; ra ist der R and
halbmesser des Profils, pk und v k Bezugswerte für Spannung und 
Geschwindigkeit, a und b noch frei zu wählende K onstante.

E s  i s t  f a n u n  d i e j e n i g e  B e z i e h u n g  z w i s c h e n  v , p  u n d  r , 
di e a n  S t e l l e  d e r  N e w t o n s c h e n  G l e i c h u n g  f ü r  d i e  B e s c h r e i 
b u n g  v o n  S t r ö m u n g e n  m i t  W i d e r s t ä n d e n  i m a l l g e m e i n e n  
v e r w e n d e t  w e r d e n  so ll.

Entsprechend Gleichung a ist P =  ~^r i un(l  am R and Pa =  “̂ r a;

schreibt man:

so folgt:

ü P k k« =  =  — z m it — 1  =  — ,
P *  P t  P a  2  P t  2

und m it a =  —  2 k ,  b =  e2 -~ bekom m t m an
Li

C =  | ( e2_ ^ ) .

W enn m an als e i n f a c h s t e  F u n k t i o n s f o r m  $ ( f )=== f  annim m t, 
k

so erhält m an z =  — fe" —■ x2) ; und hierm it
Li

V,. 2 V W

somit entsprechend den Gleichungen ß  und ci

^  =  - ( 2 i 2
v,. 4 1 )

3t

2 p

7 r,
k i f f e - *
a 2  O  \  4

2 x~ ) d x Pt
r * ;

vk
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K
L

Elimination v o n 'i  gibt:

( 2  c*— i r  y r ; - v k ■

Auf Grundlage der X e w t o n s c h e n  H ypothese wurde erhalten:

in .>k r 2 o a
4 l ) -m Sr, 'a  ’

h
XD

L
8 TL

Q
7 ra

m it e =  l  erhält man aus r¡, i) und / :  

k
v - ■ V ,.

h_
L

h  5

dicke fi

1  K r a

2 r,

%.
7 Ta vu

K K
2 9*

■ Vm

und 1 2  VVle

Der Vergleich der beiden Form eln für v  g ibt dasselbe R esultat.
h

Indem  sich die Form eln für v , v und -f-  nach dem Ansatz derm J

Gleichungen IV und nach dem N ew to n sch en  Ansatz für die innere 
Reibung ineinander überführen lassen, ist zu schließen, daß der 
X e w t o n s c h e  Ansatz dem allgemeineren Ansatz auch bereits ent
spricht, d. h. die P o is s e u ille s c h e  Geschwindigkeitsverteilung ergibt 
schon für i n n e r e  R e i b u n g  d a s  M i n i m u m  d e r  D i s s i p a t i o n .

D a aus Gleichung y  sich ergeben h a t, daß z durch einen be
liebigen Funktionsausdruck des Argum entes £ dargestellt werden 
kann, so kann man a l l g e m e i n e r  setzen:

2  [(*■-£) 
es folgt aus den Gleichungen u und ß:

vk J ¿-J " n - f l  \ 2 /  ‘
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und m it y  =  — x
* 2

J~x  =  2  mn ' n *" ( f 2  ~  *T “ 1 d (£* ~  x ')
1

; —  2  — — f  x ■ — x V  m n k n (e~ ~2''"~ 1
y r a v j  2  ^  1

o
L

x 3 V x d (e1 — x2)

_  , 2 p * « .  t  y  ) >  +  Q  ( k V
+  y  r a *  V ri 2  " » 4- 1  ' 2 /

k
Für z =  — (e2 — x2) , also mn =  1, n =  1 erhält m an 

2
v
vK

in Ü bereinstim m ung m it den Form eln §  und A. F ü r c = l  ver
einfachen sich die Form eln rja , # a und Aa ; es werden

< h \ n 
. 2

' k \ n

un  /o __ 1 1  — =  2  t>a k =  -  . ̂ SL
P i ( ] 2 L y r a* (  2  e2 -  1 ) ( 2  £2 -  l ) 2 y r a 2 vK

Z =  2 J m n [ ^ )  (1 _ X T  .................................................. ^

vr

y7 w« p y * ................................e
L r ra 2  vm ^  n - \ - \ \ 2 J

2 . ' ........................

Man erkennt, daß in den zwei letzten Form eln die Summenaus
drücke identisch sind, und m an erhält daher in diesem Fall

K  = 2_ l a ( ^
L  ra \ 2

k ,
Elim ination von — aus 936 und (£,/ gibt

v... x t r . 2 h. XXVII
^ w .  +  lV 2 pa L,

Aber auch wenn e > l  ist, ergibt die Elim ination von k aus den 
Gleichungen iRa und S a eine Gleichung von ähnlicher Form  wie die 
letzte, indem der Bruch

(«*)(" + !) _ ( * • _  1  )“ + i ( »  +  e2) /  * \ w 
; +  l  V 2  /

(eT + 1 - ( ^ - 1 )n+ 1 f M n
/ ” »  -j- 1  \ 2  /
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einen Grenzwert erhält, so daß man allgemein setzen kann

V;
v.m

k
y  mn

■¿-J n -J- 1

XXVII a

Die Form elpaare 3Sa, £ a und 33b> &h stellen som it für das 
Ström en durch Rohre m it Kreisprofil Beziehungen zwischen m ittlerer 
Geschwindigkeit und W iderstandshöhe dar, die auf der Hypothese 
beruhen, daß unter dem Einfluß der W iderstandskräfte die Geschwin
digkeitsverteilung sich darauf einstellt, daß die D issipation zu einem 
Minimum wird. Die Ström ung m it nur innerer R eibung steh t m it 
dieser H ypothese nicht im W iderspruch; aber auch die Formel 2la 
für die Geschwindigkeitsverteilung wird bezüglich ihres Aufbaues 
durch das Experim ent bestätig t; Versuche haben ja ergeben, daß 
die Geschwindigkeitsverteilung durch einen Ausdruck von der Form 
v =  k ( r 2 — r 2)” dargestellt werden kann, wobei n <  1  ist, und zwar 
um so kleiner, je typischer die Turbulenz ist.

Der Ansatz j, „

wurde unter der Annahme erhalten, daß die Pressungen p,  p v , p w 
und px, sich nur linear m it x ändern, wenn die Ausführung eine 
gut kreiszylindrische und nicht abnorm  rauhe ist; die Theorie ergab 
hierbei, daß dann die Spannung px lediglich abhängig von der Entfernung 
von der Achse ist; die einfachsten Annahm en für die in  der Rech
nung auftretenden Funktionsausdrücke führten  auf obigen Ansatz 
für die Spannung px.

Es ist anzunehmen, daß für Ausführungen, bei welchen der Quer
schnitt nicht konstant bleibt, im Gleichungssystem a,  ß  S. 136 ent
sprechend Rücksicht genommen werden muß z. B. durch E inführung 
eines nach x periodischen Ansatzes, was aber jederzeit möglich ist. 
Auch die W ahl der Funktionsform  ist an sich noch offen; die in der 
Gleichung 91 o zum Ausdruck gebrachte W ahl stellt die to tale  Ge
schwindigkeitsverteilung als eine Ü berlagerung einzelner Geschwindig
keitsverteilungen dar von der Grundform des Argum entes

m it dem M aximalwert vmax in der Achse und dem W ert 0 am Rand.

In  theoretischen Untersuchungen über die durch die W ider
stände verursachte Geschwindigkeitsverteilung ist fast durchwegs die 
Integrationsbedingung eingeführt, daß wegen des H aftens der Flüssig
keit an der W and der W ert der relativen Randgeschw indigkeit der 
Ström ung gleich Null zu setzen sei. Es wurde schon auf S. 101

o r
p z = p = a r

f = f c (  i — X2)”



Die Oberflächenkräfte am Raumelement. 145

darauf hingewiesen, daß diese Annahme auf eine Deformations
erscheinung und als weitere Konsequenz derselben schließlich auf 
eine T rennung der Flüssigkeitsteilchen führt, die einerseits als U r
sache der Turbulenz, die R e y n o ld s  in seinen klassischen Versuchen 
m it g latten  Glasröhren, also ohne eigentliche R auhigkeit konstatiert 
hat, anderseits auch als Anlaß zur Ablösung der Ström ung von der 
W and und hierm it zu D iskontinuitäten  gewertet werden kann, mit, 
ganz unregelm äßiger Bewegung der Flüssigkeitsteilchen zwischen 
W and und Diskontinuitätsfläche.

Die P r a n d t is c h e  Grenzschichtentheorie is t für eine m athem a
tische Beschreibung dieser Erscheinungen geeignet, sofern für die 
Geschwindigkeitsverteilung innerhalb der Grenzschicht eine ange
messene H ypothese eingeführt wird.

Bei Ström ungen längs ausgesprochen rauhen W änden ist die An
nahme einer Grenzgeschwindigkeit vom Wert, Xull physikalisch nicht 
zu begründen; die Ausfüllung der Rauhigkeiten durch nicht an der 
Strömung beteiligten Flüssigkeitsteilchen erlaubt sicher eine Grenz
geschwindigkeit >  0 und  läßt sich dies auch den Zeitkurven 
schließen, die zur Darstellung von Ström ungen in Saugrohren und 
L eitapparaten  aufgenommen wurden; die Größe der Grenzgeschwin
digkeit w ird jedenfalls vom Grad der Rauhigkeit der W and, d. h. 
von der Verteilung und Größe der Erhöhungen und Vertiefungen in 
der W and abhängen.

Die M annigfaltigkeit der formellen D arstellbarkeit, die durch die 
Freiheit in den Ansätzen für p- und §  ermöglicht ist, wobei dennoch 
dem leitenden G rundsatz und den dynamischen Grundgleichungen 
entsprochen werden kann, steht in Übereinstim m ung m it der Mannig
faltigkeit der verschiedenen durch den Versuch erhaltenen Form eln 
und stü tz t deren Berechtigung.

Die allgemeinen Gleichungen X X V II und X X V II a können daher als 
W iderstandsform eln für Ström ung bei R eibung und Turbulenz gelten, 
die auf einer m it der E rfahrung nicht im W iderspruch stehenden 
H ypothese aufgebaut und durch einen allgemeinen formellen Aus
druck verbunden sind, der ebenso wie die bisherigen Form eln den 
verschiedenen Versuchsergebnissen angepaßt werden können, die in 
der M annigfaltigkeit der W iderstands Ursachen begründet sind.

Ansatz für allgemeinere Profile. Aus der d ritten  Gleichung des 
Systems X X IH fe. folgt mit

A  =  konstant
d%

Vv —  — Q.
Qw

P r ä i il ,  H y d ro d y n a m ik . 2 . A u fl. 10



Entsprechend der Annahme von Schichtströmung ist = 0  zu

s e t z e n ;  h i e r a u s  f o lg t  w ie d e r  p y, =  pr  U n t e r  V o r a u s s e t z u n g  g u t  z y l i n -  

7) Vl
drischer Ausführung i s t —- =  0; dem entspricht natürhch  auch

8sv

^  =  ^ ^ y '  =  0 , also ^  =  0 .
dsv A  dtp dxp

In  ähnlicher B etrachtung wie für das Kreisprofil auf S. 136 er-

K<P

1 4 6  Hydrodynamik.
3 Py

dtp
hält man wegen ds v =  d x  =  — ~

A  ■

lc0 <p

Pqp 3 p0 -)- 2 k0 

pv  =  — k0

_ _ _ k m h v
PX  0

Tc0 cp
P =  Po A

Bei Bestimmung der Form funktionen wurde gefunden, daß die 
Größen B ,  C und v von cp unabhängig sind; die erste Gleichung 
des Systems X X II1^ ergibt m it obigem W ert von p v , und wenn 
man einfach wieder px =  p schreibt, die G leichung:

v k0 3 p
A dxp A  C

oder p —  k0 v Cxp ...................................................C

Integrationskonstanten entfallen bei der Voraussetzung, daß für xp =  0

wieder n < ^ o e  sein muß. Der W ert von kn xp ist nu r von xp
v C u

abhängig; es wird hierm it =  kQxpa . D er Index a bezieht sich
v „ Ga

auf die Randlinie des Profils. D er Zusammenhang der Größen A,  
B,  C und v ist bei Orthogonalität der xp- und ^-L in ien  nach Glei
chung IX, S. 54 durch die Formel bestim m t:

A =  v B C .

Nun sind nach der ersten der Gleichungen V III A  als Maß einer 
reziproken Länge, nach Gleichung X II v  als Maß einer Länge und 
B  und C ebenfalls als Maße reziproker Längen zu bewerten. D a q>>



Die Oberflächenkräfte am Raum element. 1 4 7

V und  y  nach der Festlegung auf S. 50 reine Zahlwerte sind, so ist 
zu erkennen, daß der Größe k0 die Dimension: K raft pro Flächen
einheit beizulegen ist.

Die Dissipationsgleichung XXVI2 k an n  wegen dfrp=  dxp-dy  und
. 1

Einführung von — =  i und
Vk

auf die Form  gebracht werden:

bei E inführung von — =  3 und % - =  p oder ~  =  knw  -n
v t  v C v a Ca v C 0 °

f.

fa

u r j ' " ' ....................................... ..
0

t) ist nur abhängig von y>; 3 sei wieder von yj und p abhängig an
genommen; A - d f v  =  v d y > d y  en thält den von den beiden Form funk
tionen xp und y  abhängigen W ert v; un ter der Annahme, daß die
selben bei stationärem  Zustand einer Variation nicht unterhegen,

8 z
also 1 ^ =  t) -  - und Vn  =  3 sind, erhält man durch analoge Ver

wendung der Variationsrechnung, wie früher für das Kreisprofil:

8  =  i S ( C )  —  a V >  —  6

Setzt m an nun:

„ : - C  -  k ° V -  =  K v
p : v C  p :v Cx'a a a v a a a

k
(i =  — 2  — , b — t ~ ,

Va
so erhält m an

c = k («’ - 4
v v vW

r2 r  “ .
Mit y > = ~ n >  =  ~  en tsp rechend  dem  K reisprofil e rh ä lt m an  die fü r  das

selbe en ts tan d en e  F orm el:

ö l -
Es ergeben sich somit folgende Form eln:

— =  %{£)  m it C =  k [ e - — — )
th. \ VV

21'
V>a

10*
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m_ i v dcp d%

% A

worin die Integrale über die ganze Profilfläche zu erstrecken sind.

In  allen diesen Ansätzen ist die reziproke Länge A  m it den 
W ert 1 einzusetzen.

Es mag aber noch einmal un ter Hinweis auf S. 53 bem erkt werden, 
daß die Bewertung von A  als Maß einer reziproken Länge davon

herrührt, daß d s <p= = ~  is t ; d<P ist dimensionslos, d s v ist das Maß

des Bogenelementes in der cp -Linie.
Die bei Studium des Kreisprofils am Schluß erhaltenen Ergeb

nisse betreffend die Formgebung der Funktion g  entsprechend einer 
Überlagerung von j W erten und betreffend der Möglichkeit einer weiteren 
Verallgemeinerung behufs Berücksichtigung von Querschnittsverschie
denheiten haben auch für andere Profile Gültigkeit, sofern dieselbe 
durch orthogonale Form funktionen darstellbar sind.

Das ellip tische Profil. Entsprechend S. 122 bestehen für das
selbe folgende Form funktionen: J_

hierm it ergeben sich die Flächen der Ellipsen xp und xp m it

<p =  x,

und schließlich

V a

Man erhält m it fv a = F a und A =  1

d f v

und

o o



Nimmt m an 3 ( 0 = £> 5 '(C ) =  1)

so folgt
%p

=  =  =  | )  . 'S .'
Vk V a J  V VV 2 V

cp

2 M  f r t ? r _ . _ t o g _  . . .
7 ¥ a ( 2e2—  1)J  y ( 2 e9 —- i)

Die Oberflächenkräfte am Raum element. 1 4 9

 ei

0

Setzt man v
2

& —  _
IC~  2 £2- l

, , . Ä„ 2 VaÄ:0 ff
ein, so folgt -  =  y [2 e ^ - i p  i " .............................. ......

L a m b  h a t u n te r  V erw endung der N ew tonschen H ypothese die Form el a b 

ge le ite t: y K  »•«*»•»* [ ,  _ _ ? L 1 .
V — 2 j7 L»v,* +  r 42 L r a2 r42 J ’

r a und  r b sind die H albachsen  der W andellipse. Setzt m an

2 r42 2 , 2  r /
y > r a r b ~  r * + n * y  + ra2 +  r»2 ’

wom it die K o n s tan ten  a  und  6 d er Form funk tion  die W erte  e rh a lten .

' . ' . C 7 + 1) ’ C f-+ 1 )
2 r„2 r b2

so w ird  W a ^ a f b  —  r  2 _|_ r}2

und so m it: « =  ^  r .  r, ^ 1  -

Beim  K reisprofil fü h rte  die A nnahm e

»(£) =  £ , 2 f ( 0  — 1

auf die Poisseuilleschen G leichungen; m it derselben A nnahm e e rh ä lt m an im 
vorliegenden F a ll m it

f  — jfcfe2 — — ) und  £2 == 1
V xpJ'Pa'

v = k v k (  1  1
K

VV
Va

k 
2

r  ( j _
Vk V a J  ^ V V  

0
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kvk =  ra rb-ya =  2 vm*±rj L

u n d  h ieraus ^  =  — — —  . vm . . .

Aus beiden Gleichungen für v und folgt

L  y Ta ,ipa

F ü r  das K reisprofil w urde erhalten

hw 8  rj 
L ~ y r / Vm-

r 3 ra
N im m t m an in  d e r F o rm funk tion  \p —  des K reisprofiles e =  ^  als Längen

einheit, so e rh ä lt m a n :
1 f r y  r y

v = 2 \ 7 )  = V J

fü r den R andkreis w ird  g>a =  1 .

Die le tz te  Form el k ann  geschrieben w erden

K  8 rj
T o >L  y ra Va

sie geht aus der Form el fü r das e llip tische Profil m it ra =  rh , wie nötig , hervor.

U nter den vielen empirischen Form eln zur Bestim m ung von J  =  —■
L

für Rohre m it Kreisprofil ist eine große Anzahl nach dem Schema
a

V
J =  aufgebaut, worin D  den R anddurchm esssr u, a und ß  em

pirisch bestim m te Zahlwerte bedeuten (siehe F o r c h h e im e r :  „H ydrau
lik “ S. 43 u. f.); um eine solche Form el dimensional homogen zu

machen, hat man die sogenannte Reynoldsche Zahl 3  = V™ Ta  ̂ ein-
9-V

geführt (zur Vermeidung von Verwechselung wird hier 3  s ta tt  dem 
sonst gebräuchlichen 3 t als Bezeichnung verwendet) un te r W ieder
benützung der a lten  Form el der H ydraulik

2
h = X  *l. ,

"  D  2 g

worin z .B . B la s iu s  für turbulente Ström ung ü =  setzt. Auf
gelöst erhält man hieraus 1 / 2  3

j _ K _  0>3064 v j  
L- , , 1  i ‘

2 9 L. )  4 D i
grj!
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also A5AL m-i set4, 
2 , ( i ) ‘\grjJ

7  « 1  “ = T >  ß — i -

Spezialisiert m an die Form eln 91̂  bis X X VII auf S. 143 durch die 
Annahme mn =  m ,  alle übrigen m =  0, so folgt aus A

D  h.

resp.

m it n —  — wird v,
7 ’

n  -)- 1 V4 p k L  

4 p *  in-]-  1Y^ (v
D m

Jm\n

1 7
n = v  wie in der Form el von B la s iu s . U nterm *

Benützung der Definitionsgleichung

2 v kV i v k ri 
ra D

erhält man beim Vergleich m it u nach B la s iu s

(Seite 142),

7 — 3
V \ * : 1276 • 8

, y j  \ y
hierm it ist die Verbindung zwischen der neuen Form el und der
jenigen von B la s iu s  hergestellt.

Die theoretisch begründete M annigfaltigkeit der W ahl der Ge
schwindigkeitsfunktion erm öglicht die Anpassung auch an andere 
auf empirischem Wege gefundenen Form eln für das Kreisprofil und 
auch für andere Profile, fü r die sich Form funktionen bestim m en 
lassen.

Die in der allgemeinen Gleichung XV, d. i. v 
Größe X ist durch g ( f )  eingeführt.

G — X, vorkommende 
v

C. Méridionale Strömungen in 
Rotationshohlräumen.

H ierunter sind solche Ström ungen verstanden, bei denen im 
ganzen Ström ungsgebiet die Geschwindigkeitskomponenten der H aup t
ström ung n u r in  M eridianebenen liegen; sind hierbei Form  und Ge
schwindigkeitsverhältnisse in allen M eridianebenen kongruent, so ist 
die Ström ung vollkommen achsensym m etrisch; fü r die m athem atische 
D arstellung der Form funktionen w ird am  zweckmäßigsten das Zylinder
koordinatensystem  verw endet m it z als Achsenkoordinate, r als Radius, 
•& als Bogenkoordinate.



1 5 2 Hydrodynamik.

Die Bahnlinien sind die Schnittlinien von Umdrehungsflächen m it 
M eridianebenen; werden erstere als xp-Flächen, letztere als ^-F lächen 
eingeführt, entsprechend den Beispielen I I  Seite 69 u. f. über Netz
konstruktionen, so wird £ =  hierm it

I. Bestimmung der Formfunktionen.

d v
ä f “ 0 '

0 *.
dr

Aus den Gleichungen IV / ,  Seite 56 folgen

dcp 1  dxp
d z r dr
d cp  . 1  dtp
dr  r dz  V
d cp
d ê

=  0

IV .

und durch wechselseitiges partielles D ifferentiieren die sim ultanen 
Differentialgleichungen

d ĉp d ĉp 1  dcp
dz 2 dr2 r dr

dcp dv  dcp dv
dz  dz dr dr

d2xp ,d*xp 1 dip ^ i ^ r
“U gr2 ~ 17“ V CS _

1 (dxp dv dy> d v
dz dr v \ d z dz  dr dr

als Bestimmungsgleichungen für die Funktionen cp und xp.

Mit v =  konst. erhält man P oten tia lform en; die Gleichungen Vr 
reduzieren sich auf

8 ay  , , 1  8_ < P _ n
" i ”  ^ „ 2  r  „  '  ud x 2, 

d2 xp

o r ‘

d x̂p
dx 2 dr'2 ~ ^

dr

dxp
dr

r p

Bezüglich der analytischen Bestim m ung der Funktionen cp und xp 
für Potentialform en wird auf die Studie des Verfassers „Ü ber Flüssig
keitsbewegungen in R otationshohlräum en“, Schweiz. Bauztg. Bd. 41, 
sowie auf L a m b s  H ydrodynam ik S. 146f. verwiesen; solche F unk
tionen wurden zuerst von S to k e s  bestim m t uud deren analytische 
Theorie ausführlich von S a m p s u n  in „On Stokes’ C orrent-function“ 
(Phil. Trans. 1891) behandelt.

Eine praktisch verwendete Form  ist auf Seite 71 entw ickelt (siehe 
auch Schweiz. Bauztg. Bd. 83, H eft 19, 1924).
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Durch weitere spezielle Annahm en fü r die Funktion v erhält
m an andere koordinierte Gleichungen, z. B , v  =  R  gleich einer Funktion 
von r g ibt I i 1  R'\d<p _

dz 2 0r2 _ r \ r  R J dr  ^

ö z 2 ' ë r 2 Vr R  J ër
1  R f

m it R =  kr ,  worin Je eine K onstante is t, w i r d ---------- — =  0 und
r R

man erhält d2cp d2 cp
ä ^  +  ä t 12  = 0

d2xp aV _ n 
dz2 ^  dr2

Das sind dieselben Bestim m ungsgleichungen wie für rein zwei
dimensionale Potentialform en; für m éridionale Ström ungen geben die
selben nicht m ehr Potentialström ungen.

F ü r  die g r a p h is c h e  Bestim m ung von Potential- und anderen 
Form en bei bekannten  v  ist das auf Seite 73 geschilderte Verfahren 
anzuwenden.

Ebenso können zusam m engesetzte Form en durch graphische 
Addition einfacherer Form en erhalten  werden, wobei jedoch Achsen
gemeinschaft zu bewahren ist.

Die h y d r a u l i s c h e  Strömungsgleichung bleibt dieselbe wie früher, 
wenn m an das Ström ungsgebiet auf einen elem entaren K anal um 
die Achse oder um irgendeine beliebige Bahn-(<p-)Linie beschränkt.

11. Strömungen ohne Widerstände.
W iderstandsfreie S tröm ung ist möglich:

1. bei allen Potentialform en,
2. bei solchen w irbelbehafteten Form en, für welche eine Funktion @ 

vorhanden ist, so daß [d • rot] t> =  grad ( 5  is t (siehe Seite 30).

Die hydrodynam ische Grundgleichung nim m t im ersten Fall die
Form an  »

2i —I—=-—I------=  K  —  konstan t
7 2 g

und gib t für alle Punk te  des Ström ungsraum es m it dem gleichen 
W ert.



] 5 4 H ydrodynamik.

Im  zweiten Fall gilt nach den E rörterungen auf Seite 30 dieselbe 
Gleichung innerhalb der einzelnen Strom linien, die K onstante K  
hat aber im allgemeinen verschiedene W erte für die verschiedenen 
Strom linien; bei Existenz einer Funktion © tr i t t  die im ganzen 
Ström ungsraum  gültige Gleichung ein

* +  ^  +  ^ - - < 3  =  0 . 
y 2 g

D a die W irbellinien bei meridionaler, achsensym m etrischer Strö
m ung m it den Parallelkreisen,, die Strom linien m it den in den 
y -F läch en  liegenden Linien zusammenfallen, so sind die ^ -F lächen  
gleichzeitig die © -Flächen, d .h .  es ist © =  yUy, wo fx einen noch 
zu bestim m enden konstanten F ak to r bedeutet. N un sind entsprechend 
den Gleichungen XVII Seite 84 m it X == 1

G dcp G dtp
V* v dz  r dr

G dcp G dtp
V'' v dr  r dz

G dcp G dtp
v d s v  r d s v '

m ithm  d v t   G (d2tp , d2t p  1 dtp
d r  d z  r \ d z 2 dr* r d r

dies g ib t:
1G \2 (d2tp , d2tp 1  dtp\  dtp

G3
© =  — - 8  —  tp gesetzt, gibt:

9 , G2 dtp
grad © =  -— 8 ---- =---- d a

g dsv

. . . .  d2tp d2tp 1 dtp
und m ithin: _  _  _  +  _  _  =  8  r  .......................................a

als Bestimmungsgleichung für ^ -F u n k tio n en  der gesuchten Art.
Als partikuläres Integral erhält man m it a als freie K onstante

■az — r 4 .............................................. b„
als allgemeines In tegral:

Vp =  Z V i  +  m Vv ................................................b

worin m  einen noch willkürlichen aber konstanten F ak to r bedeutet
und tp. Funktionen sind, welche Potentialström ungen, d. i. der

d2tp d2tp 1  dtp
dz2 dr2 r dr

Gleichung — 2- -)- -f- — =  0 entsprechen.



Strömungen ohne Widerstände. 1 5 5

F ü r Ström ungen solcher A rt ist, durch die hydrodynam ische 
Grundgleichung

9 2 S S '

die Pressungsverteilung im Ström ungsraum  eindeutig bestim m t.

B eispiel. Es sei xpt =  r2z -(- az  -j- r 4 die Strom funktion einer
Überlagerung der Potentialström ung xpi =  r‘1z und der partikulären
Strömung xpp —  a z — r 4.

Es ist hierbei:

r =  +  - ^  =  + ( ? ( 2 t 4 - 4 r 2)
2 1 r  d r

o f ' J vr dz \  r

v* =  G2 4 z2 +  16 z r2 -f- 16 r 4 - f  r 2 - f  2 a  - f -^ -

dies gibt:
„  os r  a 2

z-f- ■■- — |^4 z2 - |-  32 z r 3 — r '2 — ^ —|— 2 a- —j— 16 az =  K

als Gleichung, durch welche die Pressungsverteilung im Ström ungs
raum  bestim m t ist.

Die noch freie K onstante a ist gleich Null anzunehm en, wenn 
das Ström ungsgebiet die Achse enthält, da sonst in r =  0 die Größen 
v und p unendlich große W erte erhielten.

Mit a =  0 folgen:

vr =  - G r ; z +  ^  +  ^ ( 4 z 2 +  3 2 z r2 + r 2) = JK

Gleichung b kann also als das allgemeine Symbol für S trom funk
tionen angesehen werden, durch welche w iderstandsfreie Ström ungen 
beschrieben sind, sofern un te r xp{ Potential-, un ter y>p die eben be
stim m te partiku läre  Ström ung verstanden sind; bei ra =  0 gibt xp 
nur Potentialström ung.

W enn eine Funktion xp der Differentialgleichung a nicht en t

spricht, so bedeu te t dies, daß der Vektor — [oroiö] = grad<B oder

daß der Ausdruck von §  in der Gleichung B  kein vollständiges 
D ifferential ist; eine Bestimmungsgleichung für die Pressungsver- 
teilung ist daher d irek t nicht erhältlich.



III. Strömungen mit Widerständen.
Die G rundgleiclrangen. Die hydrodynam ische Grundgleichung B v 

gibt nach den Richtungen cp und xp aufgelöst, un ter Berücksichtigung, 
daß wegen angenom m ener Achsensymmetrie in R ichtung % weder 
K räfte wirksam noch Geschwindigkeiten vorhanden sind und ohne 
Rücksicht auf den Einfluß der Schwerkraft, die beiden Gleichungen

d p  . d v2 1  _
---- --  ------- -----  -- 4 ff) —  0
dcp y dcp 2 g A

_  2  —  -  ^  =  0

dtp y  dxp 2 g ' B  ^ 2 g dtp

v 2 G
Setzt man —  =  —  A2 a 2 ein, so folgt:

2 g  2 g  ‘

d p . G 2 d / u A .  1 G2 d /i
—— —(------ A f i - f ---- \ - -b Wv -A- n  =  —  =  0
dxp y g dip B  g dtp

a  d  P  \ G2 d p  , 1
oder    A u 2 -  r 7 r wV =  0-dtp y g dy> B

W egen dsv =  ^  d sv  =  ~

und 4- --- -------- (siehe Anhang S. 283)
A dsm v

erhält man schließlich:

1 5 6  Hydrodynamik.

d p . d v 2 
äT;  V  +  e ^ 2 g  +  w» - °

d p  l r ;2
-— ------------------^  wv  —  0
osv  y g qv

XXIV„

V"
Im  zylindrischen R ohr waren ^—=  konstan t, g,p =  oo, es entfielen

die m ittleren Glieder; die Ä nderung der Pressung in axialer R ich
tung  wurde nur durch den Einfluß der Spannung p hervorgerufen. 
W iderstandskräfte senkrecht zur F lußrichtung erschienen nicht wirk
sam; in Übereinstim m ung m it der E rfahrung steh t das h ieraus fol
gende Fehlen einer Pressungsänderung senkrecht zur Flußrichtung.

Im  allgemeineren Fall gekrüm m ter, in den M eridianebenen (^-Ebenen) 
liegender Strom bahnen sind außer der Spannung auch die Trägheits
kräfte Einfluß nehmend auf die Pressung resp. deren, durch die 
Gleichung 3 p  =  p v -j- p v - |-  px bestim m ten B estandteile.



B estim m ung d er O berfläch en k rä fte1). Man könnte hierfür wieder 
das durch Zylinderkoordinaten begrenzte E lem ent <32, r d i) , dr  in 
B etracht ziehen, es er scheint aber zweckmäßiger ein durch die N etz
linien durch die Form funktionen begrenztes Elem ent zu benützen. 
Wegen der den Form funktionen entsprechenden dreifachen O rtho
gonalität zwischen den Funktionen A,  B, C ist; A =  v B C ,  worin

Strömungen mit W iderständen. 1 5 7

> ( d *
d x )  \ d r j  \ r d  ft,

m it % =  & erhält m an

C 2 =  ~ ,  also £ 2 =  —  A \  
r v

M an k an n  die V erteilung dieser F u n k tio n en  im  S trom gebiet durch  Auf
zeichnung d er F lächen  gleicher W erte  von  A ,  B ,  C veranschaulichen; es 
kom m en d an n  jedem  P u n k t b estim m te  F u n k tionsw erte  <p, i p , %, A ,  B ,  C 
und  v zu.

Die m ittleren  Längen der N etzkanten eines von je zwei benach
barten  cp-, ip- und  £ -F lächen gebildeten Elem entes haben nach den 
Gleichungen V III die W erte:

1  V
S  8 ,̂ —  —  dtp ,  <3 Sy, —  ~y ~Ä ^ ? ^ ^ 5

die denselben entsprechenden Flächen sind

v t
S f(p =  S  Sy, * ( 3 Sy   Sy, Sy, ,  ( 5 fy, S  Sy S  Sy, Sy, S y  ,

V
( 3  fy === S  Sy, • ( 5 Sy, -------  ~  Sy, Sy, ,

T Jx

t) A usgebildete T h eorien  ähn h ch en  R anges, wie für das gerade R ohr liegen 
für solche allgem einere S tröm ungsform en n ich t vor. H ingegen h a t  D r.-techn. 
H a m p e l  in  den  „Technischen B lä tte rn “, V ie rte ljah rssch rift des „D eutschen 
P o ly technischen  V ereins“ in  B öhm en , in  den  Jah rg än g en  1906 und 1908 eine 
R eihe von V ersuchen  u n te r  dem  T ite l „E xperim en te lle  S tu d ien  ü b e r W asser
bew egungen“ veröffentlicht, bei denen die S tröm ungsform  ebenfalls durch  F a rb 
b än d er s ic h tb a r gem acht und  photographisch  fix iert w u rd e ; an  D iagram m en, 
die durch  R echnung  aus d en  V ersuch sresu lta ten  abgele ite t w u rden , ist der 
S tröm ungsverlauf d u rch  S tro m lin ien , Iso tach en  und  N iveaukurven  ersichtlich  
gem acht.

D ie V ersuche an  konischdivergenten  R o h ren  w eisen E rscheinungen  auf, die 
jenen  d er Abb. 3 au f Seite 7 ähnlich  sin d , d. h. es zeig t sich eine A blösung 
der H a u p ts trö m u n g  von  d e r W an d , w ährend  dies bei kon ischkonvergenten  
R ohren  n ich t d e r F a ll ist.

E s sind  auch  die V ersuchsergebnisse a n  geraden  R o hren  und  an  R o hren  
m it zen trisch  e ingebau ten  V entilen  d argeste llt u n d  beschrieben und  es w ird an 
d ieser Stelle au f diese P u b lik a tio n en  besonders aufm erksam  gem acht.



das Volumelement wird
V

Ö T  ( 5  Sqp d  S y j  Ó  S - f  ===  ~  Ö qp  ö y )  ö ß  j
jCX

das Massenelement

0’"= = f ÖT =  f  ¿ dv dv dx ’

Die Bezeichnung der an einem solchen E lem ent w irksam en Pres
sungen p  und Spannungen p ergibt sich aus beistehender Abb. 41 
und dem

Schem a.

1 5 8  Hydrodynamik,

Es wirken in Richtungen Netzlinien . . . . <P v> *

In  der Fläche d fv ...................................... Pf Px Pyl

In  der Fläche d fv ...................................... Px Pf Pf

In der Fläche d fx ...................................... Pf ptp Pr.

T a b e l l e  der

Herrührend von In Richtung der cp -Linien wirksam

p v in den cp-Flächen . .

P f  ii >i W~ ii ■ ■ 

Px ii ii X~ ii ■ •

d(<5/V)lVp —  S ( f f  p  ) s  d d
dcp d c p \ A  J

„ , d s y . . p r s in a - r  „ . . 
Px. (d fx) — Sln a =  +  7 ---- j 2~  6f  df  dx

pv in den xp- Flächen . . 

Pf ii n X' ii ■

senkrecht zu den cp -Linien

pv in den £ -Flächen . .

Vf 11 n PP ~ ii • •

^ ^ f x ) P f x  d (  v \
d z  x ~  d x \ r A K )  * v *

senkrecht zu den cp -L inien

pv in den cp -Flächen . .

Px ii ii W~ ii • •

+  Px O5 f f)  ~ ~  ={¿cp {¿cp
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{¿Cp {¿cp ■**-

8{dfv)  Pv s   ^  (- v  ^ A 's
ä y  v ~  d i p \ A P v )  9  v  x

fl, +  P z((̂ )  r
8s y . p.fcoso;)»' „ .
 *  C O S  C i =  - |   ---------—3 -------O v O w O y

T Jx

senkrecht zu den yj- Linien

H öQ p 8 f  v

d % \ r A  I

senkrecht zu den Linien

— a<?UPxJ v v *
u n /N  ^SV   ■ V 8 8 8tyt W / H>) ~Z--- --- ZT A -i °<P °*Qxp Qw

senkrecht zu den Linien

W z ) ? * ,  _ 8_ i _ r  
d % \ r  A 2 P x  j ^q>

. dJ ^ 1 ^ 8 v = - ^ ( ~ p v ) ä v 8v 8x 
d t p  d y j \ A  '

A'fip fy )  6- y  -
y

P<P r  j 2  Ö<P d x

senkrecht zu den Linien

d(8f<p)pv  „ 
8<p v ' 8 < p { a  K ^ v  Ö v  Ö x

senkrecht zu den Linien



1 6 0 Hydrodynamik.

Bei den vorliegenden Stromformen und der Annahme des Be
standes von Schicht Strömung werden wieder pv , px und alle partiellen 
Ableitungen nach y  gleich Null zu setzen sein; es wird jedoch bei 
Aufstellung des Schemas für die Oberflächenkräfte vorerst hierauf 
keine Rücksicht genommen, sondern die Spezialisierung nachträglich 
eingeführt; ebenso wird noch v allgemein beibehalten, das bei Poten
tialform en gleich einer K onstanten  ist.

Bei Bestim m ung der Einzelwerte der K om ponenten der Ober
flächenkräfte sind Größen, die unendlich klein von mehr als dritter 
Ordnung sind, vernachlässigt und Bogendifferentiale durch den Quo
tienten Bogenlänge: K rüm m ungsradius ersetzt; z .B . geben die Pres

sungen Oy d fw) und Oy ö f v -lr d('p v d ^  dv  in der R ichtung cp infolge
öxp d

ihrer gegenseitigen Neigung im Bogenbetrage —  eine Komponente,

o Oy fv) ^  vernachlässigt und derfür deren Bestimmung das Glied 

K om ponententeil m it

Vh> & fv

d ip

Qyj Py A

eingesetzt wird; es würde nämlich dieses Glied m ultipliziert m it dem 

Bogenanteil von unendlich klein vierter Ordnung.
Qip

F ü r die achsensymmetrische M eridionalströmung wird

P< p  H  9 t y x f  6 ,

es verschwinden alle partiellen Ableitungen nach y\  m an erhält dem
zufolge :

P *  =

P  —yj---

_ JL  (v p f
d ( p \  A  

V ^ v _ d _ i r _
Py A2 dyj VA

Pw
Py A

v . p..v s in«  , o, v d i r
A 2 pyA 2 d i p \ A

( r V 1

p x v cos a d i p y V ) — h V

VA PV * r A* d c p \  A  J Py A2.
Ö,p < 5 y  ÖX

XXIII

P x =  o .

Es muß ferner sein

p  =x xp

und somit
P

3 [ V v A  | Pv v | Vx Bi n a  p x v 8_ fp^r)  _ , y _ d v  v_
V A J Py A2 r A2 « A2 ' A ' ' ~ A2dcp

Py __ 8_ f r_
Py A2 dip \ A

Py A2 dip \  A  J 1 g d t  A'2 

p y v cos« d i p xv \  px v y v2 v
r • A2 dcp\  A py A2 9 Q<r A2

XXIV„



Strömungen mit Widerständen. 161

B estim m ung der Dissipation. M ultipliziert man analog wie auf 
Seite 134 die D rücke p<Fd \v , Pv ü \v , py d \y und die Spannungen 
py px öfv  m it v und addiert man, so erhält man

I 2 /  v \  i Pv v i P/ sin a pr v 2 f  t; l
r  A>-+ ' v £  2 - +  'v 7 ~ e + ’ £  2 ~ [v 2 N | ' ä*"*'■

führt man auf der rechten Seite die Differentionen aus, d. i.

d (  v \  d ( v \  v dv

d ( r \  d (  r \  , r dv
^ V v‘ a - ) = v ^ { ' >’- 2 ! ^ ' , -'a ^ '

so ordnen sich die m it v m ultiplizierten Glieder entsprechend der
y dv  v

ersten der Gleichungen X X X II zu v — —  - p ; die ändern Glieder 

ergeben den B etrag der Dissipation:

dqodxp d"/w

J'=  _  | V — ö t  . . . . XXV
V

Macht m an nun die Annahme, daß wegen Schichtströmung v von 
y  und px abhängig, py selbst aber von pv  und von cp abhängig 
ist, und stellt m an wieder die Forderung auf, daß die Dissipation 
ein M in im u m  w ird, so kann dies m it Bücksicht darauf, daß neben 
py auch v indirekt von p rp abhängig ist, durch einfache Minimums
betrachtung am K lam m erausdruck m it p v als unabhängig 1 eränder- 
licher analytisch zum Ausdruck gebracht werden; m an bestim m t 

7) Veinfach ------=  0 und erhält die Gleichung:
dpv

V ( —  J.  n  ^ - I -  — ( —  1 P — )  =  0 .
A\d<p  1 P v d < p dp J  ' Adp^K dip  1 z drpdpyj

W egen der angenommenen Abhängigkeitsverhältnisse müssen beide 
K lam m erausdrücke einzeln gleich Null sein, d. h.

dv  i n 1- P - , ------- —  =  6
dtp 1 dxpdpy

—  - i -  d * v  =  0  . 
dcp <pd<pdp<p

P räS il, H y d r o d y n a m ik . 2. A u fl. ^



Setzt man v =  I J lF , worin 77 nur von pz, W nur von xp abhängig 
ist, so gibt die erste Gleichung:

77 2" +  ^  77' ¥ '  =  0
X

und som it 7 7 =  —  ; 17/ = e i n e  beliebige Funktion von xp,
P z

v =  ̂ - - ¥ .
h*

Aus der zweiten Gleichung folgt, da IT als Funktion von py indirekt 
auch eine Funktion von cp und py ist

277 s 2n  d n  v n
- — W 4~ pv - —- W—  0; — 4  Py y ~ =  0 -ocp dcpcpv ccp ccpcp,p

Setzt man 7 7 = i |ß 0 ,  worin iß nur eine Funktion von pCf, <I> nur 
von cp ist, so erhält man

<ß0' +  Z V iß '0 ' =  0 

hieraus iß =  — ; 7 7 =  —  0  =  — .
P y  P<p P/

A
Nun ist der allgem eine Ausdruck für v — G — 7 , worin 7 nur eine

v
Funktion von xp ist; man kann demnach setzen einerseits W =  7, 
andererseits , x x

G -  =  AI =  2 0 ;
V  p z  p , r

führt man noch * y =  G als die der Form funktion o h n e  Schichtung

entsprechende Geschwindigkeit und xx= v n py_; y,2 =  Cypx ein, so 
werden:

^  =  ^ “ 1 Pv =  Ph- ^ - & ;  v =  vf -X . . XXVIBt

worin pa, vx und cx als K onstante zu betrachten sind. Im Klammer
ausdruck V des dreifachen Integrals sind zu setzen

v

1 6 2  Hydrodynamik.

G dv 2*4 _ ßv dVf ^

und man erhält

A vf ' dcp dcp cy> dtp ‘ l fA

(721 r r r f  r dv.
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In  den Gleichungen XXV sind X und 0  gemäß der Ableitung 
noch willkürliche Funktion, und zwar:

X als Verteilungsfunktion für die Geschwindigkeit nu r abhängig 
von cp,

0  als Verteilungsfunktion für die Pressung p rf! und dem ent
sprechend für die W iderstände längs der B ahn nur abhängig von cp.

Es dürfte wohl angängig sein, in  Analogie m it den früheren 
Fällen X —  y. (cpa — cp) fü r Strömung m it lediglich innerer Reibung, 
X = x  (cpa — cp)n für Ström ung m it Reibung und Turbulenz zu nehmen.

F ür die W ahl von 0  Hegen A nhaltspunkte noch nicht vor. Nach 
getroffener W ahl von X und 0  und angenommener Strömungsform 
sind bis auf die K onstanten  p„ und c* durch die Gleichungen XXVI 
v, p,P und p 7 bestim m t; es können nun m it Hilfe der Gleichungen 
X X IIIam noch p v und p7 und durch die Gleichung

3P  =  P<p +  Pv ~ P /_

noch p  und m ittels der Gleichungen XXIV die W iderstandsw erte w 
erm ittelt werden; die hierbei zu beachtenden Grenzbedingungen werden 
für die Bestim m ung der W erte von p„ und c„ maßgebend sein.

Der Ausdruck für den W asserdurchfluß ergibt sich aus dQ =  v -d f  cp 
„  A  , v=  6r — X-^dcpd% m it Va

Q =  2 Ti G f  X ■ dtp
o

2 7i ist hierbei das Maß des Kreisumfanges vom Radius gleich der 
Längeneinheit.

Diese allgemeinen Erörterungen zeigen, daß die H ypothese des 
Minimums der D issipation ebenso zu einer begründeten  W eisung über 
die Verteilung der Geschwindigkeit und Pressung führt, wie in den 
vorhergehenden Fällen; die Ausm ittlung dieser W erte wird aber 
wesenthch kom phzierter und muß Spezialstudien Vorbehalten bleiben.

E rzw ungene Ström ungen. Wie auf Seite 155 erörtert, sind die

selben dadurch charakterisiert, daß der Vektor [D-roftil nicht der
9

Gradient eines Skalares ist, dessen Niveau-Flächen den Flächen cp 
angehören, d. h. daß der Ausdruck für §  in  Gleichung B nicht ein 
vollständiges D ifferential ist, so daß die hydrodynam ische Grund
gleichung nich t direkt zur Pressungsgleichung fü h rt; z .B . wählt man 
als Form funktionen m it v = r ,  die H yperbelfunktion also
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so folgen ^  =  2 z; T  =  ~ 2 'dz dr

v2 =  2G z;  vr =  — 2 G

2 ß = ^ - ^ = - 2 e 4
dr dz r~

und hierm it §  =  -j- 4 G2 ^ d z  + ^ d r  
r- r-

Dieser Ausdruck ist kein vollständiges Differential; durch Addition 
des Ausdruckes: 2 G2 [ M d z N d r ]  wird er aber zu einem solchen, 
wenn die Funktionen M  und N  der Gleichung entsprechen:

d r \ r -  J  dz \r- J dr dz \r- rs

was auf unendlich mannigfache A rt der Fall sein kann.

Der durch obigen Ausdruck beschriebene Vektor muß von einer 
besonderen K räfteverteilung herrührend angenommen werden.

Eine solche K räfteverteilung ist denkbar bei den Stoßwirkungen 
einer durch besonderen Zwang verursachten Turbulenz; sind solche 
Grenzbedingungen nicht vorhanden und gehört das W andprofil des 
R otationshohlraum es nicht zu Profilen von Ström ungen der ersten 
Art, so ist daher entweder unm ittelbar Turbulenz zu erw arten, oder 
es stellt sich im Ström ungsraum  eine diskontinuierliche Strömung 
im Sinne einer Grenzschicht ein.

D. Rein zweidimensionale Strömungen.
Als Form funktionen sind % =  z und für op und yj jene Funk

tionen zu nehmen, die den Differentialgleichungen

da9> | | 1 (d<p d v , d j p d v _ Y
dx* d y ‘2 ^  v \Bx ' dx ~1 r d y ' d y ) \  y

2____dPxp . d2y j   1  fdy> dv dy> d v \
 ̂ dx2 d y 2 v \ d x  dx d y  d y )

entsprechen; dieselben entstehen aus den beiden Gleichungen
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wie sich durch wechselseitiges partielles DifEerentiieren und Beach
tung der Gleichungen IV  ergibt.

Mit v =  konst. geben die Gleichungen Potentialform en. Beispiele 
solcher Form en sind bereits auf den Seiten 60 bis 64 geometrisch 
erörtert; diese Form en sind einer weitgehenden K ontrolle durch den 
Versuch zugänglich und ermöglichen die Lösung verschiedener prak
tisch wichtiger Problem e; nach Behandlung der allgemeinen Probleme 
der Strömungen m it W iderständen werden solche Form en m it Hilfe 
der ebenen konformen Abbildungen eingehend studiert werden.

1. Strömungen ohne Widerstände.
W iderstandsfreie Strömung ist möglich bei allen Potentialform en 

und bei solchen Formen, bei denen der Vektor

* [ d • rot ol =  grad <5 =  grad /u xp 
9

ist; dies ist der Fall, wenn xp die Gleichung erfüllt:

^  +  * >  +  „ - 0  
c x w cy

mit * =  einer K onstanten; m an erhält als allgemeines Integral

Vs =  V aT V p>
worin xpa die Strom funktion einer einfachen oder kom binierten 
Potentialström ung, und

w v  =  « i x + a 2 x “  +  h i  v  +  K  y 2

ein partikuläres Integral ist m it a2, a3, b2 und b.2 als K onstanten.
Die B ichtigkeit dieses Ansatzes ergibt sich durch eine analoge 

Betrachtung, wie in  den früheren Fällen durchgeführt; das Beispiel 
auf Seite 64 entspricht einer Ström ung nach der partiku lären  Form

X
i p = - - y 1 — x also al =  — 1 , a 2 =  0 , ^  =  0 , b.2—

2. Strömungen mit Widerständen.
Es sind drei Fälle zu unterscheiden:

1. D er W iderstand rü h rt nur von ^-F lächen  her.
2. Der W iderstand rü h rt nur von xp- Flächen her.
3. E in  d ritte r Fall ergibt sich durch B eibehaltung der Funk

tion cp als Q uerschnittsfunktion und Bestim m ung von Verteilungs
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funktionen solcher Art, wie dies für das gerade R ohr zur Anpassung 
an bestim m te Profile erfolgt ist; diese Form funktionen geben dann 
K anäle m it ebenen krummlinigen K analachsen m it besonders ge
form ten Querprofilen.

Zum ersten Fall.
a) G eradlinige Paralle lström ung . Die Form funktionen sind:

cp =  x,  yj =  y,  v =  l ,
A  =  1 .

In  L a m b s  H ydrodynam ik S. 670 ist die U ntersuchung für den 
Fall der Bewegung un te r Reibung allein durchgeführt; die Resultate 
sind folgende:

Der Pressungsabfall pro Längeneinheit ist konstant, also

^  — -  k 
d x ~  ° '

Die Geschwindigkeit v im A bstand z von der M ittelebene zwischen 
beiden P la tten  als K oordinaten-G rundebene ist, wenn e den Abstand 
der P lattenw and dieser Form  bezeichnet,

lc
v =  —■ (e- — zJ).

2 7]
Hierm it wird analog wie in der P o is e u il le s c h e n  Form el m it

G =  ~~ und  X =  e2 — z2 und A  =  1  
2r]

der Anschluß an die verwendete D arstellung gefunden; es werden:

v —  G A X  und -̂• p  -(- & 0 • x =  konst.

Die R esultate stehen in Analogie m it denjenigen der P o i s e u i l l e 
schen Strömung; die Abbildungen 6 a, b, Seite 17, und 31a, b, c, 
Seite 1 0 2 , stellen solche Ström ungen dar, sie lassen erkennen, daß 
die Turbulenz in typischer Weise zum Einfluß kommt.

b) A llgem eine B ew egung. Ebenfalls auf Seite 670 und 671 der 
L am bschen  H ydrodynam ik ist un ter Hinweis auf Versuche von 
Prof. H e le  S h a w  (Trans. Inst. Nav. Arch. 40, 1898) der Beweis er
bracht, daß bei einer Strömung zwischen zwei parallelen, dicht neben
einander befindlichen P latten , die un ter dem Einfluß von Reibung 
allein erfolgt, die Bewegungsgleichungen in der Form  geschrieben 
werden können
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eit

worin v j  und v ' die m ittleren  Geschwindigkeitskomponenten an der 
^-L inio im P un k te  x, y  des Strömungsgebietes bezeichnet, woraus 
bervorgeht, daß

<Z> =  —  - p  
3 y

als ein Geschwindigkeitspotential betrach tet werden kann.
Die Abbildungen 78, 79 sind aus solchen Versuchen m it lam inaren 

Schichten von 1 / 2 mm Dicke hervorgegangen, die hierbei in E r
scheinung getretenen Strom linien entsprechen tatsächlich P o ten tia l
ström ungen, doch ist aus der durch die Zeitkurven ersichtlichen Ge
schwindigkeitsverteilung zu entnehmen, daß letztere einer Schicht
ström ung entspricht.

Zum zweiten Fall.
Zwei yj- F lächen sind widerstanderzeugende Führungsflächen, an 

den P la tten  z =  ±  e ist der W iderstand verschwindend klein; X wird 
eine Funktion von %p.

Analog wie für die Ström ung in  Rotationsform en ist die Be
wegung auf das N etzkoordinatensystem  der Form funktion zu be
ziehen; es werden bei Annahme von Potentialform en wegen ( 7 = 1  
uird A  =  B

ö s w =  ^~ ,  =  ösx =  ö X ,

ö f v
VÖy Öy

ö s v  ^  

ö fd h  A  •
s f  __  v '̂P
O f t —  A , ■

In  Schema der Einzelpressungen auf Seite 158 entfällt die Kolonne 
der R ichtung und die Reihe der Fläche öfx ; man kann vereinfacht 
setzen px = p ;  aus der Tabelle der Oberflächenkräfte entfallen die 
entsprechenden E inzelkräfte und die Größe r,  da ( 7 = 1  und nicht

_  _  wje für die M eridionalströmungen ist.
r
H ierm it erhält m an das Gleichungssystem der Oberflächenkräfte:

_d
d<p

d_
dtp v , - A

Py, v_ 
Qv  A-

QV A 2 '

p  V  0  1

Qe A 2 dtip  ̂A

p v d v
t»  — *Qv A o<P A

Ö y  Ö y  Ö y

Ö y  Ö y  Ö y

XXIH

Mit

P „  -
d v  __ 2

d t '  m~  dsrp

d —

% —  L J l I  \
g dtp A 2

(p Öy Ö y

v ‘  y_v-

Qcp 9  Q<p
Ö y  Ö y  Ö y
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t Pr  v p v d v   l y  dv^
1 qv Ä 2 q,p A 2 d i p ^ A  2 g dcp A 3 

v p v 8 v y v2 v
qv A 2 qv A 2 dcp ^ A  g Qv A 2

folgen die Differentialgleichungen der Oberflächenkräfte:

d ,( v'
dcp \V<rA,

8 ( 1 '
dtp \ P-  A

XXIV

Die Dissipationsgleichung erhält m it der Annahme einer E ntfernung 
2 e der Grenzebenen des Gebietes die Form

rr ^  o f f f  V C > V  1 0 Ï  V  .

e = d i = - 2e J ■ ■ x x v -

Die M inimumbedingung führt wieder auf die Beziehungen

V C-
v =  vf -X,  p =  px ^~ ,  p<p =  py ^ ~ ,

A
worin vf = G — ist und px , v y . c H Bezugskonstante sind. Hiernach

' v
können auch in diesen Fällen aus dem Gleichungssystem XXIVe die 
Pressung p v und m it 2 p  =  p tp- \ - p v  die Pressungsgleichung auf- 
gestellt werden.

In  allen den betrachteten  Fällen ist die Existenz einer Ver
teilungsfunktion l  durch die M inimumsanforderung für die Dissipation 
begründet.

Zum dritten Fall.
Ein K anal, welcher zwei parallele Ebenen und zwei Stromflächen 

zur Begrenzung hat, die einer zweidimensionalen Ström ung entsprechen, 
h a t rechteckige Durchflußprofile; wenn nun alle vier Begrenzungs
wände m it W iderständen für die Strömung behafte t sind, so ist für 
die Bestimmung der Verteilungsfunktion das beim  rechteckigen Profil 
verwendete Verfahren zu benutzen.

E. Geometrie ebener konformer Netze.
1. Allgemeines.

Orthogonale Trajektorien von der auf Seite 58 bereits beschrie
benen Eigenschaft, daß durch dieselben die Zeichnungsfläche in, im 
allgemeinen krummlinige Q uadrate geteilt w ird, in  dem die Diago
nalen un ter sich wieder orthogonal und gegen die Netzlinien um 
45° geneigt sind, nennt m an konforme Netze.

Das einfachste konforme Netz ist das Netz der kartesischen K o 
o rd inaten  in der Ebene; bei gegenseitiger Zuordnung der Linien
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zweier Netze kann eine Abbildung in einem Netz im ändern so a b 
gebildet werden, daß die Bilder in den kleinsten Teilen ähnlich sind; 
die konform en Grundnetze bilden also im allgemeinen orthogonale 
krummlinige K oordinatensystem e.

Von besonderer B edeutung sind die ebenen konformen Netze, da 
dieselben geeignet sind auf relativ  einfache Weise Bilder ebener zwei
dimensionaler Ström ungen herzustellen und dieselben zu analysieren.

Die Fähigkeit, einerseits als K oordinaten, anderseits als Strom bilder 
dienen zu können, gründet sich darauf, daß die Differentialglei
chungen sowohl der ebenen orthogonalen Trajektorien solcher Netze 
als auch der ebenen Potentialström ungen die Form  der L a p la c e -  

c ~ U d* Usehen G le ic h u n g  1   =  0 besitzen und dem entsprechend in
dx-  cy-

der Ebene eine Verteilung zweier W ertpaare ergeben, von der be
sonderen E igenschaft, daß jedem P unk t in der Ebene die beiden 
W erte der K oordinaten-Netzlinien und  die beiden W erte der S trö
mungs-Netzlinien, die durch ihn gehen, zu kommen.

Die Funktionentheorie leh rt, daß diese W ertpaarzuordnung kon
former Netze durch die Funktionen komplexen Argumentes m athe
matisch beschrieben werden kann, und zwar durch die G leichung:

Z =  F (z ) , worin z =  x - \ - - i y ;  Z  =  X - \ - i Y

m it i = ) ^ l  =  der im aginären E inheit bedeuten; einem P unk t in 
der Ebene kommen die beiden W erte x und y  nach der W ertver
teilung z und X  und  Y  nach der W ert Verteilung Z  zu.

Bezüglich der allgemeinen Theorie dieser Funktionen muß auf 
die bezügliche reichhaltige und insbesondere auf die un ten  angegebene 
L ite ra tu r1) verwiesen werden.

Das in erster Linie wichtige Ergebnis dieser Theorie ist, daß X  
und Y reelle F unktionen von x und y  sind und jede derselben der 
L a p la c e sc h e n  Gleichung entspricht.

Der Gebrauch der Theorie w ird wesentlich erleichtert durch An
lehnung an die N etzdarstellung; es werden im folgenden eine Anzahl 
solcher Netze vorgeführt, deren Gleichungen angegeben und womög-

*) K i r c h h o f f ,  G u s t a v :  V orlesungen ü ber M echanik. 4. Aull. E in u n d 
zw anzigste V orlesung S. 273—307. L eipzig : B. G. T eubner 189 1.

W e b e r .  H e i n r i c h :  D ie p a rtie llen  D ifferentialg leichungen d e r m ath em a
tischen P h y sik . 4. Aufl. 1. Bd., 6. A bschnitt, S. 1 0 6 -1 2 4 . B raunschw eig:
F ried rich  Vieweg u. Sohn 1900.

H u r w i t z - C o u r a n t :  F un k tio n en th eo rie . D r it te r  A b sch n itt: Geom etrische 
F u n k tio n en th eo rie , S. 244— 392. B e rlin : Ju liu s  Springer 1922.

H o l z m ü l l e r ,  G u s t a v :  I n g e n i e u r -M athem atik . II . T eil: D as P o ten tia l, 
K ap ite l X , S. 232—293. Leipzig: B. G. Teubner.
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lieh die B rauchbarkeit der Netze als Ström ungsbilder an Abzügen 
von photographischen Aufnahmen gezeigt.

2. Einfache Netze.
Die W erte der Netzlinien sind in der Reihenfolge

0, 1- — , 2 — . . . ,  n =  8 , 20, 30 
n n

je nach Zweck angenommen, und zwar m it R ücksicht auf die Ge
brauchsfähigkeit bei Netzkom bination.

&

++
=FFF

2 0 %

1 5 %

10%

5 %

- 5 %

-10%

■15%

20%
- 3 0 % - 2 5 % - 2 0 % - 1 5 % - 1 0 %  - 5 %  0  5 %  1 0 %  7 5 %  2 0 %  2 5 %  3 0 %

A b b . 42. N etz  I . D a s k a r tesisch e  N etz .

I. Das kartesische Netz (Abb. 4 2 ). 

N e tz f u n k t io n e n .
Z =  z; X - \ - i Y = x - \ - i y  

z =  x —j— i  y  axiales

: r e polares
Argument.



S t r o m f u n k t io n e n .

y  = J f  z; <p —  \ \ f  =  y . z  —  \y. y  

< f = y . x ; \ >  =  y . y  

<p =  konst. =  Ä quipotentialfunktion, 
y  =  konst. =  Strom linienfunktion.

Einfache Xetze. 1 7 1

A b b . 13 . N etz  ü .  D a s p o la r e  X etz . —  E in fa c h e  Q a elle  oder Senke.

H. Das polare Netz Abb. 43 .

X e tz f u n k t io n e n .

Z  =  lg z  =  lgr-e*'*

X  —  i r  =  lg r — i&

X  =  lg r  Y =  0 

X  =  konst. K reise Y  =  konst.-radiale Gerade.



S tro m  f u n k t io n e n .  

a) Q u e l l e n f u n k t io n e n .  
y =  x \ g z ;  cp -f- i  W =  y . lgr  -j- i  y. ft 

(p =  y . lgr;  ip =  x f t .

b) Z i r k u l a t i o n s f u n k t i o n ,  Potentialw irbel. 
y  =  i x l g z ;  cp —|— i  z =  — x f t - \ - i x \ g r  

cp =  — xf t;  yj =  x l g r .

1 7 2  Hydrodynamik.

III. Das Netz der reziproken Radien (Abb. 4 4  a, b). 

N e tz f u n k t io n e n .

Z =  =
z

Z =  +  -T I - ^ :

7  =  2/

z 2 - f  y-

cos ft 
r

sin ft 
r



S t r o m f u n k t io n ,  Doppelquellenfunktion.

^ . cos ft . sin ft
Z =  ->  <P-r"P =  y- — -------z r r

cos ft sin ft
<P =  +  .

Einfache Netze. 17 3

A b b . 4 4 b .  Hydrodynamisches Bild zu Netz III. — Doppelquelle.

IV. Das konfokale Netz (Abb. 45).
N e tz f u n k t io n e n .

Z  =  arc cos z ; z =  cos Z ; x - \ - i y =  cos (X — i 1 )

x  =  cos X  ■ goj Y: y —  — sin X  ■ Sin 1

, r  = l j  3:2 r  _ 1

G of Y  ' S in 2 Y  ’ cos- A  s in ’ X
konfokale Ellipsen; konfokale H yperbeln.

S t r ö m u n g s f u n k t io n e n ,

a) Z i r k u la t i o n s f u n k t io n .

2  =  a rcco sz ; x  —  i'y =  co s(y  -~-i y)
o o 2

«a r  _  i  r  — 1
(io)2y  S in 3 y  ’ cos3 y  s in -y
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Abb. 45. Netz IV. Das konfokale Netz.

b) S p a l t s t r ö m u n g s f u n k t io n .

i% =  arc cos z; x -j- i y  =  cos (— ^  -)- i  cp)
O O o

^  i y  _ _ i ;  _______ r _ = 1

Sof2 cp 1 @irt2 9? ’ cos2ip sin2 y>

Das konfokale Netz ist ein Doppelnetz (Riemannsche Doppelfläche);

es überdeckt m it den ganzen H yperbelästen von X  =  0 durch X  =  —
2

bis X  —  n  bereits die volle Ebene und ebenso von X  =  n  durch
71

X = 3  -  bis X =  die Brennpunkte sind sogenannte Verzweigungs

punkte.

Man kann nun m it diesen Netzen verschiedene Umformungen 
vornehmen.
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3. Umformung durch Argumentvertauschung.

A b b . 46. N e tz  V . D a s  g u ersy m m etr isch e  Streifen n etz .

V. Das quersymmetrische Streifennetz (Abb. 46). 

Umformung des polaren Netzes.

N e tz f u n k t io n e n .  

z =  l g Z ,  Z  =  ez, X  -{- i Y  =  ex+iy =  ex cos y  -)- i e x sin y 

X  =  ex cos y , Y  =  ex sin y .

Streifen m it der x-Achse als Längsachse.
7l\ (  71
2  /  V 2

Streifenbreite y a — y h =  l -t- — I — l  — J =  n .
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Abb. 47. Netz VI. Das längs- und quersymmetrische Streifennetz.
Siehe auch Abb. 32. S. 103 als hydrodynamisches Bild zu Netz VI.

VI. Das längs- und quersymmetrische Streifennetz (Abb. 47). 
Umformung des konfokalen Netzes.

N e tz f u n k t io n e n .  

z =  arc cos Z , Z  =  cos z

X  =  cos x Sof y,  Y  =  —  sin x ©in y .

Streifen m it der y-  Achse als Längsachse.

Streifenbreite xa — xb =  ^ =  n .
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In  beiden Netzen sind die X-  und Y - Linien die konformen Bilder 
der x- und y-L inien der Netze I I  resp. IV ; das Netz V ist die kon
forme Abbildung der kartesischen Netzlinien im halben polaren, das
Netz VI derjenigen in  der Fläche X  =  0 bis X  —  n  des konfokalen 
Netzes; durch Anreihen kongruenter Streifen erhält m an die konfor
men Bilder des ganzen polaren bzw. des konfokalen Doppelnetzes.

4. Polare Vervielfältigung.
N e tz f u n k t io n e n .

Z =  z n, R  ■ ei0  =  r ne in{h

R =  r n, 0  — n{ ^ .

2 JT
Jeder Sektor m it dem W inkel #  =  —  ist eine Abbildung des

n
halben Netzes I,  man erhält in demselben als B ilder der Netzlinien I I

P r ä s il, H y d ro d y n a m ik . 2 . A u fl. 1^



wieder Kreisbögen und Radien, als Bilder der N etzlinien I  mehr- 
blättrige Hyperbeln, und zwar

m it n —  2 =  | ;  Z  =  z l \ X  —  x 2— y'2; Y = 2 x y ,  d .i .  die normale 
vierblättrige H yperbel Abb. 48;

1 7 8  Hydrodynamik.

Abb. 49. Die sechsblättrige Hyperbel.

m it « .=  3 =  | ;  Z  =  zs ; X  =  xs — 3 x y 2; Y = 3 x ‘2y  —  y \  d . i .  die 
sechsblättrige Hyperbel Abb. 49;

m it w =  |  die dreiblättrige H yperbel Abb. 50 usw.; 

m it n  =  1  =  |  die zweiblättrige Hyperbel, d. i. das kartesische Netz.
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5. Umformung durch Verschiebung und Verdrehung.
Einführung des Argumentes.

z  =  (.cs +  c d z ')  

x  +  i y = ( a s  +  i h s )  +  ( a d  +  i b a )  ( * '  + * V )

=  K  +  aax' —  bdV') +  * (bs +  bdx' +  a j )

X  =  a s +  a d x !  —  b d V '

y  =  bs Jr bdx' Jr ady'-

Schreibt m an z. B. die Gleichung des Netzes III: Z'  =  so wird
%

Z— C„ .   Cd _
in z '= 0 ;  Z' =  oo: setzt m an z' = -------- ein, so erhält man Z' =

°d z cs
dies bedeutet eine Verschiebung des Netzes um cd und eine Ver-

12*



drehung um cd. ZJ wird =  oo für z =  cs; im P unk te  z =  0 ist
£

Z' =  D enkt man sich die ganze Ebene noch m it dem kon-
Cs

stan ten  W ertpaar C =  A - \ - i B  bedeckt und füh rt Z =  Z ' - \ - C  ein, 

so folgt Z  =  C  -j --— oder
Z Cs

3 = 0 — f  2   0

Q
wenn m an c?— = a ,  cs =  b bezeichnet. Dies ist die Gleichung der

A b b ild u n g  d u r c h  g e b ro c h e n e  F u n k t io n e n ,  die zu Transform a
tionszwecken sehr dienlich ist, in dem einen K reis in der Z -Ebene 
ebenfalls ein Kreis oder eine Gerade als Kreis m it unendlich großem 
R adius in der z-Ebene als Bild entspricht und durch passende Wahl 
der im allgemeinen komplexen K onstanten drei Abbildungsbedingungen 
erfüllt werden können; z. B. setzt man b =  — a und löst auf, so er
h ält m an

X  +  i Y = C X +  i y  7 ° ;
x -j- l y  -j- a

sind nun C und a reelle K onstante, so wird

y  c  ( x ‘2  +  y 2 )  — a '2  .  Y =  2 a y

1 8 0  Hydrodynamik.

(;x2 - |-  y'2) -j- 2  a x  -)- a 2 ’ (x2 -)- y*) -)- 2  a x  -j- a 2 ’

Man erhält folgende Zuordnungen

im z-Feld  im Z -F e ld

x —  0 ,  y  =  0  X  =  c , 7 = 0 .

Dem N ullpunkt entspricht der P u n k t — C rechts der 7 - Achse

*2 + y 2 =  a 2 X  =  0 ,  Y —  — -- .
x — a

Dem Kreis um den N ullpunkt

m it dem R adius a entspricht die 7 - Achse

x =  - { - a ,  y  =  0  „ -7 =  0 , 7 =  +  oo

x = ~ a ,  y  =  0 „ X  =  0 , 7 = 0 ,

d. h. den Punkten  innerhalb resp. außerhalb des Kreises r =  a im
z-F eld  entsprechen die P unkte  links resp. rechts der Achse im
Z -F e ld , m an nennt dies die A b b ild u n g  d es  K r e i s e s  a u f  e in e  
H a lb e b e n e .
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6. Zusammengesetzte Netze.
VII. Überlagerung des kartesischen und des polaren Netzes I

(Abb. 51 und Abb. 4, Seite 8  als hydrodynam isches Bild). 

Störung im geradlinigen Parallelstrom  durch eine Quelle

N e tz f u n k t io n e n .
Z  =  z  -)- lg z 

Z  — z =  lg z 
ez ~z =  z\  e{-x ~Z ) + i —  x -[- i y 

e x ~x cos (Y  — y) =  x 
ex ~x sin (7  — y) =  y

e2{X-x) =  x‘2Jr y 2

tg  {Y y ) =  Vx

X  =  x -(- lg 1 x2 - |-  y2

Y  =  y  +  ar° tg  — .
X

S t r o m f u n k t io n e n .

<p =  * -j- lg V x2 y '2

y  =  y 4 - arc tg  -V~ .

Die Strömung aus der Quelle wird durch den Parallelstrom  teil
weise verdrängt; Ausbildung einer D iskontinuitätslinie. Gleichung
der D iskontinuitätslinie mit

V =  0 , y  =  tg  — .
X

VIII. Additive Überlagerung zweier gleich starker polarer 
Netze bzw. Quellströmungen (Abb. 52).

N e tz f u n k t io n e n .

Z =  h  z/ + ! g z „
lg z7=  Quelle in I ,  lg z „ =  Quelle in I I .

Umformung nach e gibt

as =  ±  a ,  bs =  0
Zj j  — ■ z ß j z jj =̂= Z  —[— ei

Z  =  lg ( z - - a )  +  lg ( 2  +  o) =  lg (z2 — a2).

1 8 2  Hydrodynamik.
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Aus ez =  z2 — a 2 folgt

X  =  lg y (z2 +  r f  +  a- (a2 - 2 r  +  2  y-) 

2  xj/
Y =  arc tg

x " — y-  — a-

X  =  lg 

Y  =  arc tg

i
sin 2  $

cos 2  1?

cos 2  #  — ( — ]
2 *

Die Y -Achse ist eine D iskontinuitätslinie; ist r sehr groß gegen a,  
so wird

X  ^  lg r 2, Y  =  2  # .



IX. Subtraktive Überlagerung zweier gleichstarker polarer 
Netze bzw. einer Quelle und einer gleichstarken Senke 

(Abb. 53 a, b).

Das Netz der apoloniscben Kreise.

1 8 4  Hydrodynamik.

Abb. 53a. Netz IX. Zwei gleichstarke polare Netze subtrahiert.

N e tz f u n k t io n e n .

Z - h h i —  !§
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Analoge Um form ung wie für X  gibt

Y   1  i (z +  cO '+ S / 2

7 _ - a r c t g ^  2 “ »
ar —  er y u

A b b . 53 b. H y d ro d y n a m isch es  B ild  zu  N etz  I X . Q u elle  und S enke.

Die X-  und Y -Linien sind Kreise, das Netz ist eine Verallgemeinerung 
der Doppelquelle III.

X. Überlagerung der kartesischen und des reziproken Netzes (1). 
Doppelquelle im geradlinigen Strom (Abb. 54).

N e tz f u n k t io n e n .

Z==Z +  7 ’ X  +  i Y  =  X ^ i y  +  ̂ i y

=  K z 4 r )  +  c( ^ Y f 7

X II ( 1  \
X ^ = x - \ — ~—:— Y =  y   ̂ j % ~ V  \ c 1 TTä )

Y wird =  0 , fü r y =  0 und für x * - \ - y ‘i =  l .

Der Kreis vom R adius 1  ist eine D iskontinuitätslinie; das Netz gibt 
das Bild der U m ström ung eines Kreiszylinders durch den parallelen 
Strom.

Ein analoges R esu lta t erhält m an natürlich durch Ü berlagerung 
der Netze I  und IX . Die D iskontinuitätslinie wird ellipsenähnlich.
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7. Netzabbildung in Streifen.
XI. Abbildung von VIII in den Streifen VI (Abb. 55 a , b , c).

Netzabbildung in Streifen. 1 8 7

A b b . 55 a.

N etz  V I I I  zen tr isch  e in g eleg t in  das um  ~  verd reh te , a ls  K o o rd in a ten n etz  v erw en d ete  N etz  IV .

A b b ild u n g s s c h e m a .

Z =  ( X - \ - i Y )  =  Abbildungsnetz =  F  (z)

für
W  =  (ZJ —|— i  V) =  abzubildendes Netz =  g  (z) 

z =  F  { Z ) = 4 >  (W) Abbildungsgleichung; 

hierin is t W  das Strömungsnetz,

Z  das K oordinatennetz.

Z  =  arc cos z , W  =  lg [(»z) 2 — et2] , z =  cosZ



1 8 8 Hydrodynamik.

Abb. 55b. Das Netz IV als kartesisches Streifennetz abgebildet; in dasselbe mittels 
Netzübertragung das Netz VIII eingezeichnet.

g ibt
W =  lg [(t cos Z ) 2 — a2]

als Stromfunktion. Das Netz W  im z -F eld , ist das um  90° ver
drehte Netz V III, daher (iz) s ta tt  (z).

Abb. 55 c. Das hydrodynamische Bild zu Abb. 55 b.
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Das Ström ungsbild entspricht der Zuström ung in einem gerad
linigen, rechteckigen K anal zu einer in der Achse des K anals ge
legenen Senke (etwa eine Turbine).

8. Besondere Eigenschaften des Netzes X.
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Das konfokale Netz ist als Abbildung des m it dem Netz X 
zentrischen polaren Netze I I I  durch das Netz X zu betrachten

Z  =  j ( z  + 1 ) ,  %W =  ] gz ,  Z  =  j ( e ^  +  e - ^ )

Z  =  c o s W ,  W =  a rccos Z .

W erscheint als polares Netz im kartesischen Netz z und als kon- 
fokales Netz im kartesischen Netz Z.  Das konfokale Netz ist hier
bei die Abbildung des polaren Netzes entw eder außerhalb  oder inner
halb des D iskontinuitätskreises.

Eine den D iskontinuitätskreis im Netz X  umgebende F igur wird 
im konfokalen Netz als eine verflachte, die Fokalgerade umgebende 
F igur erscheinen; berüh rt die im Netz X befindliche F igur den 
K reis, so ist dasselbe zwischen der abgebildeten F igur und  den 
Fokalgeraden der Fall; findet die B erührung im Netz X an einem 
Ende des in der X-Achse liegenden Durchmessers des Kreises sta tt, 
so berührt die abgebildete Figur die Fokalgerade im entsprechen
den E ndpunkt, so entsteht eine einerseits scharf zugespitzte, anderer
seits abgerundete Figur (Abb. 56 a, b).

Dieses Abbildungsverfahren ist in entsprechender Erw eiterung 
von J o u k o w s k i  zur Erzeugung von Tragflächen-Profilen verw endet 
worden; siehe hierüber G ra m m e l: „Die H ydrodynam ischen G rund
lagen des F luges“. Sammlung Vieweg: H eft 39/40, S. 85 u. f.



XII. Überlagerung des Netzes X mit dem polaren 
Zirkulationsnetz (Abb. 57).

Besondere Eigenschaften des N etzes X. 1 91

gibt:

Z =  z —|------- \ - i m l g z
2/

X  =  x -I— ——— - — m aro tg — 
1 x1 - f  y 2 5 x

r = y
x ' - j - y ' 2 I m lg 1 x2 -j- y 2

Ab
b. 
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m itm it X  =  cp, Y —  i/>, Z  —  %

erhält m an Stromfunktionen.
Die Punkte im Kreise r =  1 m it den K oordinaten

1
m
4

m

sind Staupunkte.
Das Ström ungsbild zeigt die Deform ation des Netzes durch die 

Zirkulation; es bildet die Grundlage der modernen Zirkulationstheorie.

9. Netzaufzeichnung.
Die Aufzeichnung der Netze I I , I I I , IV ist sehr einfach.
Netz II. Man zeichnet:

Netz III. Die X-  und Y -Linien sind Kreise, die durch den Ko
ordinatensprung gehen; die M ittelpunkte der X -K reise liegen auf 
der A -A chse, diejenigen der Y- Kreise auf der Y-  Achse, deren Ab-

Netz IV wird am besten durch K oordinatenrechnung m ittels der 
Formeln für x und ij erhalten, indem man system atisch X  als K on
stan te , Y  als Param eter betrachtet. Man erhält auf diese Weise 
direkt die Schnittpunkte der Netzlinien.

Netz V. Es bedarf nur der K oordinatenberechnung für eine, 
z. B. der X - Linienschar, die Y -Linienschar ist kongruent und parallel 
zur Y  Achse verschoben, die A -Linien liegen symmetrisch zur X-  
Achse, die P -L in ien  gruppieren sich in ebensolcher Weise längs

der Linien v —  +  — .
J 2

Netz VI w ird am einfachsten durch N etzübertragung aus dem 
konfokalen-Netz in den Streifen gewonnen.

Netz VII wird am einfachsten durch graphische Addition analog 
Seite 126 gefunden, m an legt die auf dünnes Pauspapier gezeichneten 
Netze I  und II  so aufeinander, daß die Koordinatenachsen sich 
decken, und läßt dies lichtpausen. D ann hat man die überlagerten 
Netze auf einem B latt und kann nach Bewertung der Netzlinien die 
Addition durchführen.

71
entsprechend r =  e n für m =  0 , 1, 2, 3

und ein gewähltes n,  z. B. n =  30
7Z

die Kreise und zieht in W inkelabständen von — alter Teilung die

stände vom U rsprung erhält man durch xm —  resp. y m
2 A

1

2 r
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Netz V III, IX, X, X II. Es gilt dasselbe wie für Netz V II. Man 
nimmt am einfachsten Lichtpausen der Grundnetze I I  resp. I I I  und 
addiert funktionell.

Netz XI. Man überlagert das um 90° verdrehte Netz V III mit 
Achsenübereinstimmung; aus der Lichtpause kann leicht Punktüber
tragung in den Streifen VI erfolgen.

Die Aufzeichnung J o u k o w s k is c h e r  Abbildungen erfolgt am ein
fachsten durch Abbildung aus dem Netz X  ins konfokale Netz. 
(Abb. 56 a, b.)

10. Das g-Feld.
Ein weiteres wichtiges Ergebnis der Funktionentheorie kommt 

durch folgende Gleichungen zum Ausdruck:

_ d Z  d X  . d X  ,  .
d z  dx dy

d. h. der D ifferentialquotient von Z  nach z liefert ein komplexes 
Argument f  =  f  — irj .

Nim m t m an s ta tt Z  die Bezeichnung % als Stromfunktion, so wird

<htz
d z

dcp
d x

. d cp ■ v y vi — =  — e~
v„d y  vc vc

Der Beweis für die eben angeführte Eigenschaft des Differential

quotienten —  ist kurz folgender: D a cp und cp im X -Feld als Funk-
dz

tionen der V eränderlichen x, y erscheinen und m it z =  { x - \ - i y )

dz
dx

sind, so folgt:

i dz  , .
= +  ! ;  =  +  i dy

hierm it:

d j i ^ d x  dz  _ _ d % _ d c p  .dy-'
dx d z  dx d z  dx dx

=  . —  =  i  dl  _  I j
d y  d z  dy  d z  d y  dy

d% dcp d t p   .dcp , dip
d z  d x  dx dy  dy

Trennung der reellen und im aginären Glieder gibt:

dcp
d x

dtp
d y ’

dcp dtp 
dx  '

Das sind dieselben Gleichungen, die sich aus den Gleichungen IV  m it 
P r ä s il , H y d ro d y n a m ik . 2 . A u fl. 1 3
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Z  =  konst. und V ergeben und auch der O rthogonalitätsbedingung 
für cp und y> entsprechen.

Verwendet man die zweite der Gleichungen 3 in der ersten von 2,
d y

so erhält man obige Gleichungen für
d z

In  der Abszissen- und in der, in verkehrter R ichtung gegen die 
Orts-Koordinate y  genommenen Ordinatenachse sind £ und rj die 
K oordinaten eines kartesischen f-F eldes, und | ,  rj und 91 =  
proportional den, der Strömungsfunktion entsprechenden Geschwindig
keiten vx, vy, v.  Im  z-Feld sind demnach Z  und £, im f-F e ld  Z  
und z durch, einander zugeordnete konforme Netze darstellbar.

Mit Benützung dieser Eigenschaft wurde von K i r c h h o f f  das 
von H e lm h o ltz  zuerst auf anderem  W eg gelöste Problem  der Aus
flußstrahlen für eine Reihe von Fällen durchgearbeitet (siehe K i r c h 
h o ff : Mechanik a. a. 0 .), jedoch ohne Berücksichtigung des Einflusses

d % 1
der Schwerkraft. K ir c h h o f f  hat f  =  —  =  -  e+ i“ und dement-

d Z  91

sprechend £ = — e+ia benützt; es t r i t t  hierdurch nur eine formelle
v

Änderung ein. In  den folgenden K apiteln  w ird an einigen Strömungs
problemen die Verwendung der ebenen konformen Netze vorgeführt.

F. Das Problem der freien Oberfläche.
Die Grenzfläche zwischen Luft und W asser wird als freie Ober

fläche bezeichnet; eine solche Fläche ist un ter der Annahme durch
weg konstanten Luftdruckes innerhalb des Strömungsgebietes eine 
Fläche gleicher Pressung und im Falle stationären Zustandes eine 
Strömungsfläche. In  einem offenen K anal bilden einerseits die freie 
Oberfläche, anderseits die Seitenwände und die Sohle die Grenzflächen, 
innerhalb welcher die Strömung als e in f a c h e  K a n a l s t r ö m u n g  ver
läuft; hierbei sind die in der Strom richtung aufeinander folgenden 
Querschnittsflächen der Strömung — die Querprofile —  der Form 
und Größe nach im allgemeinen verschieden. Die Form  der freien 
Oberfläche hängt von der Form der festen K analgrenzen ab ; wird 
die feste Grenze an einer Stelle unterbrochen, so en tsteh t an dieser 
Stelle wieder eine freie Grenze, es t r i t t  S trahlbildung ein, wobei ent
weder die Unterbrechung am ganzen Umfang sta ttfindet, so daß ab 
dieser Stelle die Strömung nur m ehr innerhalb freier Grenzen erfolgt, 
oder die U nterbrechung findet nur an der Sohle, aber nicht seitlich 
sta tt, so daß ab der Änderungsstelle zwei freie und zwei feste Grenzen 
vorhanden sind. Solche Strömungen können als Ü berfalhström ungen
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m it und ohne Seitenführung bezeichnet werden (Überfälle ohne und 
mit Seitenkontraktion). Is t die U nterbrechung derart ausgebildet, daß 
die Abflußöffnung durchweg begrenzt ist, so daß eine Trennung der 
freien Oberfläche in zwei Teile, und zwar in die freie Oberfläche im 
Zuströmungsraum und in die freie Oberfläche des Abflußstrahles, 
eintritt, so ha t m an es m it einer Durchflußström ung zu tun, ist der 
Zu- und Abflußraum seitlich durch lotrechte W ände begrenzt, bis an 
welche auch die Abflußöffnung reicht, so sind drei freie Grenzen vor
handen: diejenige im Zuflußraum und die zwei voneinander getrennten 
Flächen im Abflußraum.

Freie Oberflächen können entsprechend dem Beispiel auf S. 7 
auch durch W irbelbildungen entstehen, die im Gebiet einer Strömung 
mit freier Oberfläche zu Störungen Anlaß geben, ebenso wie das 
Mitreißen von L uft an der freien Grenze bei großer Strömungs
geschwindigkeit.

1. Allgemeine theoretische Grundlagen.
Bei Strömungen, für welche infolge der Rauhigkeit der K anal

wände die W iderstandshöhe relativ  groß und daher in der Rechnung 
n ic h t  zu vernachlässigen ist, wie z. B. bei den Stauproblem en der 
praktischen H ydraulik, ist eine exakte Bestim m ung der Form der 
freien Oberfläche nicht durchführbar, hingegen sind Lösungen m it 
Hilfe der B e rn o u llis c h e n  M ittelwertsformel zu erhalten. Es wird auf 
die bezüglichen Formeln in den Lehrbüchern der H ydraulik verwiesen.

Die erste Lösung des Problem s auf hydrodynam ischer Grundlage 
hat H e lm h o ltz  in der klassischen Abhandlung über „D iskontinuier
liche Flüssigkeitsbew egung“ veröffentlicht. (Siehe B. 27 von O s t 
w ald : „Klassiker der exakten W issenschaften“.) In  K i r c h h o f f s  „Vor
lesungen über M echanik“ und „Gesammelte A bhandlungen“, Seite 146, 
sind weitere Lösungen u n te r dem Titel „Theorie freier Flüssigkeits
strahlen“ zu finden; hierbei wurde durchweg der Einfluß der Schwer
kraft nicht berücksichtigt.

In neuerer Zeit erschienen in der Zeitschrift für angewandte Me
chanik: im H eft 1  des 1 . Bandes 1921 ein Bericht über Lösungen 
des Problems „Flüssigkeitsoberfläche unter Einfluß der Schwere“ 
von A. R. R ic h a r d s o n  (Philos. Mag. 40, 1920) und im H eft 1  des 
5. Bandes (1925) die D issertation von A u g u s t  L a u k ,  Pforzheim: „Der 
Überfall über ein W ehr“ m it eingehenden L iteraturangaben.

Die m athem atische Behandlung des Problems gelingt bei Annahme 
von rein zweidimensionaler Potentialström ung, und kann zu Resul
taten  führen, die m it realen Erscheinungen in  naher Ü bereinstim 
mung stehen: m an erhält sozusagen Grenzresultate. Es gilt hierbei

13*
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im ganzen Strömungsgebiet die B e rn o u llis c h e  Gleichung in der

Form : n v* T
z 4 -  — -I =  K  =  k o n s ta n t , ................................. I

7  2  9

in der freien Oberfläche wird p  =  Vu —  der atm osphärischen Pressung
und folgt hieraus: v*

z -I =  K  =  k o n s ta n t ...................................... I I
2  g

Die m athem atische Behandlung wird ferner noch besonders ver
einfacht, wenn m an den Einfluß der Schwerkraft vernachlässigt, also 
in obigen Gleichungen z =  0 setzt.

Die Voraussetzung rein zweidimensionaler Ström ungen ermöglicht 
die Verwendung der konformen Netze zur D arstellung der Strömungs
bilder; die parallelen Ström ungsebenen müssen bei Berücksichtigung 
der Schwerkraft als V ertikalebenen angenom m en werden.

Das Ström ungsnetz einer der Parallelebenen genügt zur D ar
stellung der Ström ung; nim m t man in derselben vorläufig eine be
liebige wagrechte Gerade als Abszissenachse und die R ichtung der 
Ordinatenachse parallel zur Schwererichtung an, bezeichnet mit he 
eine als Bezugseinheit genommene Länge und m it ve =  12 g he eine 
dem entsprechende Bezugseinheit für die Geschwindigkeiten, ferner

X W
m it x,  y  die geodätischen, m it E =  v~, 9 =  f -  die relativen Koordi-

e e

naten  eines Punktes, m it v,  vx, vy die wirklichen m it

,  —  1  * —  ü* h = - * '
Vg> * v /  y ve

die relativen W erte der Geschwindigkeiten und deren Kom ponenten 
im Punkte x, y  und nim m t für die D arstellung der Ström ung eine 
j - Ebene m it dem komplexen Argument j =  j  -j- i t) als K oordinaten
argum ent an , so wird durch das Netz £ =   ̂V == Funktion
(f _|_iq) die Strömung im ¿-F eld  dargestellt; bei lotrechter Lage des 
j-F eldes kann dasselbe als „geodätisches F e ld “ bezeichnet werden.

dcp dcp
dp ’ y dt)

erhält man nach den E rörterungen auf Seite 193 durch

„ dcp .dcp . d X
ä i = f - ‘ , = 9 , e  ~ d - ,

ein komplexes A rgum ent, das als K oordinatenargum ent in einem 
f-F e ld  dienen kann, so daß das ^-N etz  des j-F eldes durch Netz
übertragung im £ - Feld konform abgebildet werden kann.
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Das polare Netz des £ -Feldes ist bestim m t durch

P F = H - |- i F  =  l g t  =  lg9ft — icc.

D a nun 3t =  b =  dem relativen Geschwindigkeitswert und a =  dem 
Neigungswinkel von b gegen die X -  Achse ist, so sind durch U =  
konstant die Linien gleicher Geschwindigkeitswerte und durch F =  
konstant die Linien gleicher Geschwindigkeitsneigungen dargestellt; 
im polaren Netz des £ - F  eldes sind U =  konstant Kreise und T =  
konstan t Radien; die Abbildung des PF-Netzes im ¿-Feld gibt eine 
Darstellung der Verteilung der Geschwindigkeit der Größe und Rich
tung nach im Ström ungsnetz und kann daher logischerweise a ls  
G e s c h w in d ig k e i t s n e tz  bezeichnet werden; beide Netze zusammen 
charakterisieren insbesondere im j-F e ld , aber auch im £-Feld  die 
Strömung.

I. Freie Oberfläche schwerer Flüssigkeiten.
(Abb. 58.)

Es sei z0 die geodätische Höhe der freien Oberfläche am  Beginn 
der Strömung, v0 die dort vorhandene Geschwindigkeit; verlegt man

V *
die Achse X X  auf die geodätische Höhe z0 +  ^ >  8 0  wird ^

=  z _ i _ ____z . . .  der O rdinatenw ert für irgendeinen P u n k t inner-
0 2  g p  — p

halb des Strom gebietes; m it der Bezeichnung \  =  ergibt die

Gleichung I  allgemein den Ausdruck

f g- y  +  hp =  0
und bei Benützung von

2 Il n



ergibt sich hieraus:
»>* —* +  * =  ().....................................m

In  der freien Grenze wird (j =  0 und wenn m an die W erte von
b, t) und dem Neigungswinkel cc der freien Grenze m it dem Index f
kennzeichnet, so erhält man für dieselbe die Gleichung:

b /  =  V ...........................................IV

für die schwerelose Flüssigkeit gilt die Gleichung:

b /  =  konstant.

Is t d s  die Länge des Bahnelem entes in irgendeinem P unk t des 

omgebietes und w: 

für alle Strombahnen
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ß
Stromgebietes und w ird d — = d o  eingeführt, so folgt allgemein

fl

dm dm . 
b =  ■ sin a ,

d a  dt)
hierm it für die freie Grenze:

dm . i
.................................... V

d  ti
und hieraus: sin a.  =  b 2 — - ,   VI a

' ' dcp

sin« = 2  b 2 ^ = 2  3 } 2 ~ f .............................VIb
' ' dcp ' dcp

als Differentialgleichung für die Bestim m ung der K oordinaten der 
freien Grenzen im geodätischen (5 -)Feld (Gleichung V ia) und im 
£-F eld  (Gleichung VIb).

Aus Gleichung V ia  folgt durch Integration

*)f =  [ / S -[- C]v =  3 t /

m it C als Integrationskonstanten und hieraus

1  s inuf d<p - 1-  C] ~ 3 si i \af dcp-, 

da d i f =  dt)f c tg af ist, so erhält man

d l f = [ $  f s in  ctfdcp -\- C\~'s cosa f d<p 

und hieraus m it d%f —  d%f -\- i d\)f

d l f = [ $  %sinuf dcp Ar  C~\ * (cosuf - \ - i s , \nu^dcp . . . V ll f

In  dieser Gleichung ist die rechte Seite ein kom plexer Funktions
ausdruck in cp, wenn für sina^. ein reeller Funktionsausdruck f(<p)



bekannt ist; es folgt hieraus die a l lg e m e in e  Differentialgleichung 
für 5 , wenn man auf der rechten Seite überall cp durch das kom
plexe A rgum ent y =  ( p - \ - i y j  ersetzt; man erhält:

db=  [ /  |  fix) d% +  0]-* [r 1  -  [fix)? +  i  fix)] dx , . VII
da m it

C =  S - i v  =  lR e - io =  ^  
d b

das komplexe A rgum ent des f-F e ld es  eingeführt ist, so folgt aus VII:

Ĉ=  [/§ fix)'dx +  0 ]+i[y 1 - [f(z)]>- ifix)] . . V III 

oder wegen c o s a — is in a  =  e_ i“

c = [ / l  f (x)dx +  C] + ° e - i A M ) ;

durch Logarithm ieren erhält man

l g £ = W = U + i V = l g R  —  icc

=  ]g [ J  % f  ix) d z ^ C ^ ^ - i  arcsin f(x)  . . . .  IX 

als Gleichung für das komplexe A rgum ent des Geschwindigkeitsfeldes.

Die Um wandlung von Gleichung V llf  in Gleichung V II bedingt 
die Annahme %p = 0  fü r den Stromlinien wert der freien Grenze.

Setzt man

U l f ( x ) d x  +  c y = F ( x ) ,

Allgemeine theoretische Grundlagen. 1 9 9

so wird
2 d ( F  fe))» 

, {2 )  3 d x '

und die Gleichungen V II, V III und IX  erhalten folgende Form en
. 2 d\F(x)Y

di =  [F{x)} * g ..................... vil
. 2 d IF U )13

£ =  F{ x) -e  4arC8m 3 dx ? ..................................... v m

W =  l g F f c ) ! -  i  arcsin ........................IX
3 dx

Die Gleichung V III en tsprich t der von A. R. R ic h a r d s o n  (Phil. 
Mag. 40, 1920, § 97— 100) benützten und in der Zeitschrift für an
gewandte M athem atik und Mechanik, Bd. 1 , H eft 1, Seite 69 m it l) 
num erierten Gleichung m it entsprechender Änderung der Bezeich
nungen.
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II. Freie Oberfläche schwereloser Flüssigkeiten.
In  der Gleichung I kommt der Einfluß der Schwerkraft durch das 

Glied 2  zum Ausdruck; m it 2  =  0 wird daher die Gleichung dahin 
spezialisiert, daß die Ström ung eine solche sei. be i der die Schwer
k ra ft keinen Einfluß h a t, also entw eder fü r rein  zweidimensionale 
Strömungen in  wagrec-hten Ebenen oder für Ström ungen im allgemeinen 
un ter der abstrak ten  Annahme von schwerelosen Flüssigkeiten.

In  beiden Fällen ist entsprechend Gleichung I I

=  K  — —  =  konstant
2? y

v f =  konstan t zu setzen.

Die Gleichung IV  ergibt

0 f =  konstan t =  1   IV  a
Es w ird ferner *

—--8010:.=  « , =  1  ...................................... Vb
dt)f ' r

und hieraus folgen wie früher

d\)f —  sin uf dcp , 

d c p f =  cos af d<p,

d^f =  (cosc^-j-isino:^) dcp —  exaf dcp, 

m it s in c ^ =  f(cp) wird d J ^ = e ,a^csm^(7 , ^ 9, un(f allgemein

d% =  ei *tc*infix) d % ..................................V II b
d  z

Die Beziehung £ =  —-̂  gibt
« 8

f  =  e - i  a r c s in  ........................................................V i H b

l g £ = J F  = — i  a rc s in /* ^ ) ....................IX b

Die Gleichungen VII. Y llb : V III, V H Ib ; IX , IX b  verm itte ln  die 
Bestimmung von Ström ungsnetzen im geodätischen Feld, in den Ge- 
schwindigkeitsfeldem £ und W.

In  beiden Fällen  wird die Bestim m ung von Ström ungen m it freier 
Oberfläche erfolgen können, wenn auf irgendeine Weise die Funktion 

resp. f{(p) derart e rm itte lt werden kann, daß den Bedingungen 
des Problem s hinsichtlich der Strom führung und der Ausbildung der 
freien Oberfläche entsprochen wird.

Zu den allgemeinen Problem en gehört noch die B e s t im m u n g  
der D u rc h f lu ß m e n g e .



D a reine Potentialström ung vorausgesetzt ist, werden in der Glei- 
A

chung v —  G — X (Seite 84) X =  1 , v =  1  und somit v =  G ■ A , der

elem entare W asserdurchfluß zwischen zwei benachbarten Stromflächen 
ist bei der konstanten B reite b des Stromgebietes

dq —  v - d s v - b .
Setzt m an nun

G =  ve= ) 2 g h e und ds v  =  d - d s (p= d ^ ,
e e

worin sv  und  srp die m etrischen Längen der E lem ente der yj- resp. 
cp -L inien sind, so wird

v =zA===d(P 
ve d s v

Da nun bei re in  zweidimensionaler Ström ung

A =  p L ^ B  =  p L
d Sfp d Sy,

ist, so folgt

dq  =  v e~ - h e-dsv - b = \ ' 2 g h e he-bdip
d Sy,

und m ithin
? =  — y t ) b h e \ 2 g h e .......................X '

als Durchflußmenge zwischen den zwei Stromflächen und ipz ; sind 
demnach ipf^ und xpfT die K onstanten der freien Grenzen eines Strahls, 
so ist ____

q =  (v  * — Vfi) b -he \ 2 g h e ..................X 3

die sekundhche Abflußmenge im Strahl.
F ü r Überfälle bedeutet hiernach y>f„— xpfi =  m  den Überfalls

koeffizienten.

2. Methoden zur Bestimmung der Funktion /(x ) .
a) Direkte Annahmen. Es gelingt leicht, zu einer Annahme über 

den Verlauf der Neigung einer freien Grenze die entsprechende
Funktionsform  zu finden; es ist dann aber erst zu untersuchen, ob
die hierm it gefundene Ström ungsform  realen Ström ungen entsprechen 
kann. H ierüber sollen folgende Beispiele orientieren:

1 . B e is p ie l :  Die einfache Annahme

sin t^  =  f(cp) =  C f  —  konstant

M ethoden zur Bestimmung der Funktion f  (x). 2 0 1



bedeutet den im m erhin denkbaren Fall, daß beim Fehlen von W ider
ständen die freie Grenze im ¿-Feld eine gerade Linie von konstanter 
Neigung sei; es wird nach Gleichung VII^ m it /  f { c p ) d c p = C f -(p

d h f = { l Gf <PJr G) 3 eiafdcp
und somit

* ,= « * “' / ( §  CfV +  C V d c p  +  K
und allgemein

l  =  etar S { \ C f% +  G ) - i d x +  K

die Zuordnung % =  Q,  8 =  0 erfordert G =  0, K =  0; m an erhält

i  =  ( i 9 “ *V v § z ł
und um form t

Z =  | ^ ( 8 - ^ ) -  

B enützt man das polare A rgum ent ¿ =  r e i!>, so folgt:

I * 2  l/TT T t f% =  q> - \ - i y j  =  f ) C f r 2 e '

—  | \ C f r “ c o s | (ß — af) -f- i  § FCy • r - s in § (#  — af) 

und erhält man hieraus

cp =  ̂ \ C f r-  c o s § ($ — af),  Y’ =  f  \ Gf r ~ s in § ( # — af ) , 

m an erkennt, daß ip =  0  wird für

| ( $  —  af) =  0  7i 2  Ti

oder
{} =  a f af —|— |  Ti K/- t K

und daß <p =  0  wird für

2 0 2  Hydrodynamik.

5 — 
2

. 3 71
a. -\------

3
, 5 71

a. -\------
3

Die Analyse der letzten Gleichungen ergibt somit, daß das Strö
mungsnetz im geodätischen Feld aus den Linien dre ib lä ttriger H y
perbeln Abb. 50 S. 179 gebildet wird.

Aus Gleichung V III folgt

C =  9 ie - i “ = ( |  Cff x * e ~ iaf,  

hierin sind R  und a bereits die Polarkoordinaten im f -F e ld ; die



M ethoden zu r B estim m ung der P u n k tio n  f  (/). 

Gleichung gibt umformt:

X

2 0 3

3 C.

und ro =
=  Y q  ^  3  c o s  3  ( ° y  —  a ) 1

xp- 9t3 sin 3 (af — cc)

es wird xp =  0  für

3 (af — a) =  0

a =  a

2 n

f
es wird cp =  0  für

3 (af — a) =  j

71

f- f
2 71
3

3 71 
3 71 
~3~’

oder

3 71

I T
5 TZ 
~2~

7 71

~2~
oder

cc =  cc.
71 3 71 

” 6” V
L i .  

6  ’

hieraus folgt, daß das Ström ungsnetz im f-F e ld  aus Linien der 
sechsblättrigen H yperbel Abb. 49 Seite 178 besteht. In  der freien 
Grenze wird wegen a — ccf

• . 71
im zweiten Ast der Stromlinie m it y> =  0  wird wegen u =  u , -------

cp-. 9t3 cos 3 -^3 C 3 G
9ts

für ö = o o ,  also 9f{=oo, 
ergibt sich in der freien 
Grenze 97 =  -)- o c ; in 
der zweiten geraden Be
grenzung des Strömungs
gebietes cp =  — oo; im 
P unkte J =  0 werden 
9? =  0  und R  =  ü =  0 .

Die Abb. 59 gibt das 
Ström ungsnetz für das
jenige Gebiet im 3 -Feld, 
in welchem wagrechte 
Zuströmung un te r ge
radliniger m aterieller Begrenzung und Abström ung unter af —  60° 
Neigung sta ttfindet; eine zweite m aterielle Begrenzung kann durch 
eine andere Stromlinie xp =  konstan t gebildet sein.

Die gefundene Ström ung erfolgt unter dem Einfluß der Schwere; 
aus den Gleichungen V H b und V III b ist leicht zu erkennen, daß
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dieselbe Annahme im Falle schwereloser Flüssigkeit einfach auf 
Parallelström ung führt.

Die gemachte Annahme bezieht sich auf die Neigung der freien 
Grenze gegen die X-Achse. Man kann auch eine Annahme betreffend 
die Veränderung von resp. machen, also t y =  einer Funktion 
von cp setzen und dann m it Hilfe von Gleichung VI b den Funktions
ausdruck f(pp) von s in af bestim m en; die Annahme veränderlicher 
Geschwindigkeit in der freien Grenze ist aber nur für schwere Flüssig
keit zu gebrauchen, bei schwereloser Flüssigkeit ist ü =  konstant.

2. B e is p ie l .  In der früher erw ähnten M itteilung in der Zeit
schrift für angewandte M athem atik und Mechanik wird das von 
R ic h a r d s o n  u. a. berechnete Beispiel einer K analström ung m it dem 
allgemeinen Ansatz ö =  (G -f- £g e %) vorgeführt; aus demselben und 
der Gleichung V Ib folgen m it ip —  0  die Gleichungen für F  [cp)

Da t)f =  R f ist, so sind durch die Gleichungen a und c die Polar
koordinaten R f und af der freien Grenze im Feld bestim m t; man 
erhält im besonderen für

Hieraus ist zu erkennen, daß die freie Grenze im Anlauf und 
Ablauf wagrecht in der M itte geneigt verläuft; die Größe der Nei
gung ist durch die W erte von e und C bestim m t, es muß jedoch
2  C 3 e <; 1 sein.

Die Differenz der Endordinatenw erte ergibt sich m it

und f(cp)
t}f = C  +  XQecp =  mf = F { < p ) ,  

t ) f = ( C Ą -  Jgeę?)2, . . . .

a

b

sin af =  2  (G - f  £g s <p)* ^  ß y  =  f(SP) ■ • c

cp —  — oo
aus Gleichung a:

aus Gleichung b:
ü f = { C — 1 ) C (G -j- l )

t)f = ( c - i )2 c 2 ( C + 1 ) 2
aus Gleichung c:

s in a /. =  0=  0 2  C 2e 0 .

J t)  =  ( G + l ) 2 — ( G -  l ) 2 =  4 C.

Aus den Gleichungen a und c folgt
. {C + %Se<pP

- t a ,  . _  , . — t a r c s i n c — —— ----------
Z f = ' 8 t f e = ( C  cp)e
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u n d  d a h er  a l lg e m e in

d %  ,  „  _  ,  —i a r c  s in  e
{ C  +  Xg e rp)'1

£ =  ^  =  (< 7 + 3 ;q e X)-e  ;

hieraus ergibt sich
, , . . ( 0 + $fl£Z)2

d ä =  (G -f-S g e z )  e+iarCSm£" d x

als Differentialgleichung zwischen g und / ,  deren In tegration  auf 
die allgemeine K oordinatengleichung des Strömungsnetzes im g-Feld 
führt.

Die Gleichungen a , b und c liefern aber auch die Grundlagen 
zur graphischen Bestim m ung der Ström ungsnetze im £- und im g- 
Feld; benützt m an in denselben für die Berechnung von und af 
resp. t)̂  und W erte von 90 m it gleichen W ertdifferenzen A <p, so 
erhält m an die Grenzlinien m it solcher Punkteinteilung, daß auf 
Grund derselben die /  -N etze m it Hilfe der im Abschnitt I I I 3, Seite 6 6  

beschriebenen Methode der Netzzeichnung m ittels krum m liniger Qua
drate konstruiert w erden können.

y / z / m m / M m

A b b . 60.

0‘0

W / M / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / ,

Die beistehende Abb. 60 ist dem angeführten Bericht in der 
Zeitschrift fü r angew andte M athem atik und Mechanik entnommen.

Geht m an von der a l lg e m e in e n  A n n a h m e  aus, daßsine:^ eine 
Funktion  von cp und SRr bzw. fR^ 3 sei, so ergibt sich folgende Über
legung zur Bestim m ung dienlicher Hilfsfunktionen:

Die Gleichung VI b kann auf die Form  einer to talen  linearen 
Differentialgleichung gebracht werden, man erhält wegen

SR,* (8 t, ) 8

sin af dcp =  — § dfä.*)  =  0  =  dg

und kann m it einer vorläufig beliebigen Funktion 0  von cp als in
tegrierenden F ak to r multiplizieren; dies gibt bei vorläufiger Weg
lassung des Index f

8 ? .  2  ^ _____dJ _
m f>



a 2 ff a 2 ff
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und entsprechend
a ^ a (9 t3) d ^ d c p

,  a sin ß 2  d 0
0

aiR3 3 dtp ’

hieraus folgt nach Ordnen und Integrieren allgemein

2  d l g 0  a

worin p eine beliebige Funktion von (9 i3) ist; m it Benützung der 
Gleichung V Ib erhält man:

2  d l g 0 „  \  . 2  dfR3

2  ( d \ g 0  . ¿Ig9 i3\  p
oder ¥ V “ d ^ + “ r f F " J = r -

Integration  nach 9?, da p n u r  eine Funktion  von R 3 ist, m it R 
als Integrationskonstanten ergibt:

. 0 d l 3 3 0  

g ~ i T ~  2 R 3<P

L s . .
oder 0  dl3 =  K  e 2 ® * ............................................ *

Aus dieser Form könnten Lösungen gefunden werden durch pas
sende Annahmen der Funktionen und p.

Die einfachste Annahme p =  0 gibt:

d \ g 0  dlg(9t3)
dcp dcp

oder bei W iedergebrauch des Index f

d l 3 ■ 0  =  K  —  k o n s t a n t ......................................a

und wieder m it Rücksicht auf Gleichung V Ib in der Form

2  d(9L3)
s in « ,= =    — ,

f 3 dcp ’

2  ,  „ d 0s i n a . =  0   ...... ..........................
f 3 dcp

Man kann nun sinc^ s ta tt als Funktion  von cp, als Funktion von 
0  betrachten, also

s m a f = f ( y0 ) ................................................ c



Metha^n n r  -- -- 3er V -z-'im . r- f  z  __ *

«■ fu hren  hierm it wird

“ r = f U ,  i
_K

-*-- ß--- j  ¿ s  2 ? :? ' Oie tue _m £-Ffld; aas b t k i  t folgt:

d ‘f  =  —  % 0  - [ f  0 ^ x i 0 ..........................................................

woraus durch Ixtfvn O on  die der Abnahme ro r  * HilejK e bfn<k‘ Be
ne bung zw -- 0  o n i  r  b e t t u  geht. Es - in l ferner

—
U - r - i * - ’—  — - - i m

^  f  0  ...........................

worin 0  als Funktion v o n  tp  ouekemt: hieraas ist erschtik-h. rUB 
0  der ree_e Teü eines A ig— a ifas

H = 0 — i  ¥

ist. so daß 3l_ S9 K B
-* i f t . f - i i

M .

gesetzt »öden wobei r  =  c —  •. ins Argument von 3  nnd

=  - • if e

i:e D iia eo tk ld Q d iim g  zwischen /  u n i H  ist.

Die Glei nnng g verminen die Kocwdinatenbe^ämmimg ies H -  

Xeizes im i-F e .i.  d i e  integneme Gleiihnng e die Kixriinäienhestim- 
m ;  des -[-Netzes im 3 - F e . z  ins hf-Netz isi ins gesuhlte Hüsuetz.

A n s

i ; . . =  S-- ' c-os e_-—  i sin c.. d e  

folgt bei P f  1 irhtn il— i nnf iie Bezfehnmren a. t u n i e

d t , =  K _ t  0  T 1 1  ■ 0  —  i 0  '  % 0  - f  0  J _ 1 d #

(der

d t f =  —  f K  ' 0  ' V f  — i % K  ’ 0  ' d 0  =  A  —  i B .

Da beide F unkri nsansdrn :ke J  und B  in der freien Grenze reell 
sind, so i  Int durch Integra t on nnd Tremonn

r - = — f  K  M 3 >  * 1 1 /  0  — 1 * 0  —  C .* - -

3 , =  —  £ _ i 0 ~ ^ .

Nun ist rach a
X e = K  1



worin K  die noch freie K onstante ist, und weiter

m* =  b * =  t)f!
also

woraus sich für K  der W ert 1 und die Zuteilung der Integrations
konstanten C zur Gleichung für i f ergibt; die E rm ittlung  von i f 
erfordert die K enntnis von f { 0 ) .

Ein erläuterndes Beispiel sei m it der Annahme durchgeführt:

tt « * * 4 " ° .

da hierbei m it xp =  Q auch ¥  =  0  wird, folgen:

e K ' p - i - a  _ 6 0  — a
( p  =  J  _  e K 'p--

2 0 8  Hydrodynamik,

1 —  < p  ’

^  =  K ( b  — a) T  eK<P. (1 — 0 )  ( 6  0  — a ) . 
dcp ' (eK f  +  &) b — o

Die Gleichungen b und a  geben

2  K  ( 1  - < P ) ( & < P - p ) ; ^  = 0

m it A  =  — | , & = ! ) > «  erhält man

0 .2 - , ~ f -

1  (1 — 0 ) ( 0
sin k, —

e

es wird für

1  — a 

0  — a

0 2

0  = a 1

— 0 4 -oo

cp = -j- oo — oo

sinc^ = 0 0

t)f =  R f =
_ 1 

a T 1 ,

die Ström ung an der freien Gre
(q? =  — oo) wagrecht m it der relativen Geschwindigkeit ü =  1  und
endet im Unendlichen cp =  -J- oo ebenfalls w agrecht m it der größeren

_ 1
Geschwindigkeit a ; die Strom neigung sin af bleibt hierbei immer
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und erhält den

so wird max sin af =  1

positiv, es wird sin a t  ein Maximum m it 0  —  _
' j 1 + a

W ert m ax s in a , = -------- ; wird a —  —
f 2 a 3

71

af ~  2 '

Der P u n k t der freien Grenze, in dem max sin also die größte 
Neigung e in tritt, ist ein W endepunkt des Längenprofils; bei a =  |  
h a t dort das Profil eine lo trechte Tangente.

Aus den Gleichungen für sinc^ und R f folgt:

-<|A ( 1  — 0 )a ( 0  — a f  . ( 1  — 0 ) ( 0  — a)
( 1  — a f & 4 (1 — o) 0 ':

und kann man, s ta t t  sofort auf die allgemeine Gleichung für 'Q und 
d j überzugehen, vorerst bei der freien Grenze bleiben und u n te r \e r -

d &
wendung des Ausdruckes für setzen:

d i f =<P~
0 )" ( 0

( 1  — a)2 0 ' ( 1
- d ) 0 2 

1  — a
¿ 0 .

3 ( 1 — 0 ) ( 0  — a)

hierin ist der Ausdruck un ter dem W urzelzeichen = 1  — sin2«^, 
längs der ganzen Profillinie positiv und m it Ausnahme an den Enden 
< ;  1 ; die W urzel bleibt durchaus reell und man erhält:

ff 0

( 1  — 0 ) 2 ( 0  — a f (1 —  d )

3 (1 — 0 ) ( 0  — a)( 1  — a f  0 4

der Ausdruck für i f kann um form t werden und gibt:

d &  +  C ,

&  * 7 l 0 > ¿ 0 .
( 1  — 0 ) 3 ( 0  — a f

Durch Einsetzen der Ausdrücke für 0  und d &  wird derselbe ein 
Funktionsausdruck in <p und kann die In tegration  un ter der Zu
ordnung <p =  0 , ? / = 0  graphisch-tabellarisch oder planim etrisch durch
geführt werden.

Das A rgum ent H  wird für die Stromlinien =  0

H
e 3 ̂  -j- ( 1  —|— a) e ^ c o s f  y - f a M - ( 1 - a) e ’ sin |

- v cos |  yj -f - 1

P r ä s il , H y d r o d y n a m ik . 2. A u fl.

_j_ g e’
-’6 cp

- 2  e cos |  - 0̂ — 1  

14



und erhält man, gemäß der Annahme H = 0  -j- i S7

0  =  e ~ 3 y  +  ( l  +  f f l ) e ~ f , p o o s | v > H - a   ..............................................................

e 3 'r -f- 2  e cos § %p -)- 1

QT 9̂ • ^
y = ( i - a )  3,  e r * v  ........................... ( 2— ^ 1  r» — Ir ̂  S I -ie —|— 2  c cos |  %p 1

als Koordinatengleichungen des //-N etzes im ^-N etz.

F ü r das H-  Netz im f -F e ld  ergibt sich aus den Form eln für 
sine; und R

. . .  ( 3

und m it diesen W erten

t  =  F ( H ) [ n -  [ f {H)Y -  f ( H )] =  s  +  i r , ,  . . . . (4 

hierin ist nun einzusetzen:
0  , . W

2 1 0  Hydrodynamik.

H  —  0  - \ - i 0  — ] 0 2 +  0 2

( 0 2 +  1 W  - f  0

so daß aus diesem Gleichungssystem die K oordinaten des //-N etzes 
und des Netzes im f-F e ld  gerechnet werden können; ebenso er
hält man allgemein:

d h =  [F ( //)]-*  [ h - [ /■ ( / / ) ] ’ +  f ( / / ) l  dz

als Differentialgleichung für die Bestimmung der K oordinaten des 
//-N e tzes  und dann m ittels der Gleichungen a und b diejenigen des 
Z-Netzes im geodätischen ¿-Feld.

Aus den Gleichungen 1  und 2  ist ersichtlich, daß die W erte von 
0  und W  jedenfalls positiv und  kleiner als 1  bleiben, solange
3    n

W  <  — ist; hierm it ist dies auch der Fall für den absoluten W ert
L i L i

von H, und es ist daraus zu schließen, daß für alle W erte von W  inner
halb dieser Grenzen direkt reelle K oordinaten |  und rj, resp. j  und 
i) erhalten und hierdurch Stromlinien bestim m t werden, die ähnliche

JTForm  haben wie die freie Grenze; es kann dann W = — als Strom-
3

linie der Sohle angenommen werden, und es ist dann auch

» = S r a _ y / ö *

der Abfluß koeffizient für die Ström ung (Abb. 61a).
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D ie Ström ungsform  ist im wesentlichen ähnlich derjenigen des 
von R ic h a r d s o n  durchgerechneten Falles (siehe Seite 205).

Da die Ström ung m it endlicher Geschwindigkeit beginnt und endet 
und n u r eine freie Oberfläche besitzt, gehört dieselbe zu den ein
fachen K analström ungen; andere A nnahm en als H =  21 werden andere 
Strömungsformen ergeben, wie z. B. Abb. 61b.

b) System atische Lösungen m ittels N etztransform ationen. Im 
allgemeinen wird das Bild eines einfachen Ström ungsnetzes im £-Feld 
durch einen Teil eines deform ierten apolonischen Netzes nach bei-

14*
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stehender Skizze Abb. 62 darzustellen sein, wobei die beiden zwischen 
den Punkten  A  und B  liegenden Teile der Randlinie die Bilder der 
Begrenzung des Strömungsgebietes darstellen. Den Punk ten  A  und B  
kommen die Äquipotentialw erte +  oo zu. Liegen beide Punkte  im
Endlichen, so en tsprich t dies einer Strömung m it der Anfangsgeschwin
digkeit R a , cca  und der Endgeschwindigkeit R B, a£ ; liegt A  im Ko
ordinatenursprung, so wird R a = 0 ;  es entspricht dies einer Strömung

aus der Ruhe. Liegt B  im Un
endlichen, so entspricht dies
einer Strömung m it unendlich 
großer Endgeschwindigkeit. Ist 
der eine, der zwischen A  und B  
liegenden Teile der Randlinie das 
Bild einer freien Grenze, der 
andere Teil dasjenige einer festen 
Grenze, so entspricht dies einer 
einfachen K analström ung; ist der 
eine R andlinienteil ganz, der an
dere nur teilweise das Bild der 

freien Grenze, so entspricht dies einer Überfallsström ung; sind beide 
Randlinienteile nur teilweise B ilder freier Grenzen, so entspricht dies 
der Strömung im freien Strahl.

Da bei schwereloser Flüssigkeit in der freien Grenze ü =  konstant 
=  1  sein muß, so werden die Bilder derselben im £-F eld  im Kreis 
vom Radius R  =  1 um den K oordinatenm ittelpunkt 0  liegen; für 
die schweren Flüssigkeiten besteht diese E inschränkung nicht, hin
gegen muß im Bilde der freien Grenze im f -F e ld  die Bedingung 
erfüllt sein, die durch Gleichung VI b form uliert ist.

Auf der Verwendung des Strömungsbildes im £ - Feld  m it K reis
bögen für die freie Grenze beruht die von K i r c h h o f f  begründete 
Theorie der freien Strahlen schwereloser Flüssigkeiten; es wird die
selbe im folgenden un ter sonstigem Hinweis auf die bereits ange
gebene L iteratur zur Orientierung an dem bekannten Beispiel des 
A u s f lu s s e s  a u s  e in e m  S p a l t  un ter Benützung beistehender 
Abb. 63a  erörtert, a b  sei ein unendlich langer Spalt von konstanter 
Breite a b senkrecht zur B ildebene; aus dem R aum  I  ström e Flüssigkeit 
in den Raum  II', die Strömung beginne im Raum  I  m it der Geschwin
digkeit 0, in der ganzen Begrenzung des freien S trahles a c b ist die rela
tive Geschwindigkeit t> =  1; Abb. 63b en thält auf der rechten Seite das 
deform ierte apolonische Netz als konforme Abbildung der linken Seite 
des S tröm ungs-^-N etzes in Abb. 63a im £-Feld , auf der rechten Seite 
das polare Netz zentrisch im konfokalen Netz als T ransform ations
netz eingezeichnet.
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K ir c h h o f f  hat für diesen und für andere Fälle die M ethode der 
Sichelabbildung ersonnen; es wird an dieser Stelle die Lösung m it 
Hilfe einer N etztransform ation durchgeführt, die das gleiche R esultat 
ergibt.

Nach den Erörterungen auf Seite 190 sind die N etzlinien des konfo- 
kalen Netzes die konformen Bilder der Linien des polaren Netzes en t
weder innerhalb oder außerhalb des Einheitskreises des Netzes X;  das 
ins konfokale Netz zentrisch als Quellennetz eingezeichnete polare Netz, 
Abb. 63b links, erscheint daher im Innern  des halben Einheitskreises 
des Netzes als deform iertes apolonisches Netz, Abb. 63b rechts; das 
Einzeichnen kann durch N etzübertragung erfolgen. Form ell ergibt sich 
folgende Transform ation: w —  u - \ - i v  sei das K oordinatenargum ent 
für das konfokale Netz Z =  arccos w. Das zentrisch zu Z  liegende 
Quellennetz ist bestim m t durch die Gleichung -— £ =  lgM> oder w =  e~*; 
hierm it folgt Z  =  arccose~*; das im f-F e ld  liegende polare Netz ist 
beschrieben durch P — x lg£, und es ist wegen der oben bem erkten 
K onform ität der Z- und P -N etze Z  =  P.  Man erhält x  lgC =  arccos e~*; 
es ist x —  - \ - i  zu setzen, dam it im konfokalen Netz die Ellipsen den 
Kreisen lg 91, die H yperbeln den R adien cc entsprechen. D a nach der 
Theorie der Hyperbelfunktionen

arccosa: =  — i lg (aa —)— z )'l — a;2)
ist, folgt

lg £ =  — lg (e-  at —J— * V1  — e "  2*) =  lg (e ~ .— i ]  1  — e ~ 2* ) , 

m ithin — i  H — e - 2 *

als Gleichung des deform ierten apolonischen Netzes im f-F e ld .

W ird in obiger Form el ip =  0  gesetzt, so folgt:

£ =  R  e ~ ia =  91 cos« — i 91 s in a  =  e~ v — z —- e — 2 ̂  ;

solange e ~ 2f  1 , werden

91 cos« =  e~ v , 91 s in a = 1 1  — e ~ 2(f , 9 1  =  1 ,

für xp =  n  folgt
e~* =  — e - v ,  e — 2->: =  -j— c — 2^ ,

91cos« = — e - 2 ')5, 91sin« =  H — e ~ 2(P, 91 =  1 .

Die Linien -tp —  0 und \j) =  n  sind hierm it innerhalb (f =  0 und 
<p =  - |-o o , d . i .  solange 1 ist, freie Grenzen, da 9 1 = 1  ist.
F ür e ~ 2’’ ^ > l  wird £ =  e ~ 'P - |- l /e _ 2 'P— 1 , hierm it

91 cos a —  e~ v - \ - ) e  ; 91sin« =  0 ,

d. h. es ist cc =  0 oder a =  n  und 91 =  0. F ü r 99 =  0 0 .



Die geraden Linien sind nicht m ehr freie, sondern feste Grenzen. 
Aus der Gleichung 9t s i n k =  f l — e - 2 ? folgen m it 9t = 1

f(cp) =  s in c ^ .=  l l  — e ~ 2v

f(x)= = H — e - * z ,

während wegen R f —  ö ^ = l
F ( x ) =  1

wird; hierm it sind die Funktionsausdrücke f  und F  bestim m t. Aus

der Gleichung für f  =  —  erhält man
d i

d j  =  ̂  =  (e- * -( -* U  — e ~ 2x) d x

und hieraus durch In tegration:

i  =  —  e - z  —  i \ l ~  —  e - ^ - f C .  . . I

B eachtet m an, daß ) — 1  =  +  i und — arctga: gesetzt
werden kann, so folgt:

j =  — e - * — i 11  —  e~'2* +  a rc tg  \ e ~ 2x— l - J - C .  . . .  II

Man erhält für ip =  0,  — x ~  — <P 
nach I

f - f i l ) =  _ e - <P — i [ ) l ^ e - 2,P — 2 i r $ g H  — e - 2^] +  G,  

nach II

j - J - i  t) =  — e ~ v  +  )e~'2f  — 1  +  a rc tg  \ e - 2i’ — 1  -|-  C ,

ferner für ip =  n ,  — % =  — <P — i n,  e~^ —  e ~ v  
nach I

l Jr i t>==Jr e - v  [H  — e ~ 2<P — 2 ir 2 g 1 1  — e ~ 2^] +  C , 

nach II

y -|— z =  —j— e — ^ =F 1 e —2 — 1  ±  arc tg  ) e - '2f — 1  +  G,

7 t
für w =  — w ird 

r  2
e ~ x  =  —  i e - f ;  e ~ ' 2f  =  —  e ~ 2* ;

die Differenzen un ter dem W urzelzeichen bleiben positiv für alle
. . . . .  n

W erte von cp, som it wird für y> =  —

£ i  t) =  i  [ e ~  f  —  I l  +  e - 2 v  +  2 t r 2 g  f l +  « - * * ]  +  C .

M ethoden zur Bestim m ung der Funktion f  (%). 2 1 5
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Man erkennt, daß in den Fällen y  =  0  und yj =  j z  die Form eln nach 
I für W erte cp^> 0 , nach I I  für cp<^0  gelten; für cp =  0 sollen beide 
Form eln z. B. für yj =  0 denselben W ert geben, man erkennt aber, 
daß in  den Form eln nach II  zu +  e -  v  noch

_l_ ]e ~ 2 v  — 1  +  arc tg  | e _ f  — 1

binzukom m t; für yp =  0  ist allerdings \ e 2<f  — 1 = 0 , hingegen kann

arc tg  ) e ~ f ’ — 1  = a r c t g 0  =  0

oder = n  sein.
Die Form eln nach I  geben für <j9 =  - |-o c :

Eo == ^  == ^  ’
es wäre hiernach

l n  —  Eo =  0 ; l)0 =  ^ - t=  9trS:g 1 — 1 =  +  oo,

d. h. die Strahldicke würde im positiv Unendlichen =  0 und hierm it 
wegen ö =  1 die Durchflußmenge =  0 sein; dieselbe is t aber nach 
den E rörterungen auf Seite 201

zu setzen, so daß also

— =  Vn —  n>c =  n  
Qe

sein muß; dies wird nun erreicht, wenn in den Form eln I für y> =  n 
der W ert — n  als weitere K onstante hinzugeführt w ird; dann ist 
auch der W iderspruch zwischen den Form eln nach I  und II  für = 0  
behoben und man erhält dann als Gleichungen für die freien Grenzen:

für ip  =  0  :
l f =  —  e - ^  +  G, ^ = 9 t r S g U  — e2* — |1  — e - 2*,

für y> —  7i
l f =  —  e~' f  - \ - n - \ - C  ^ = 9 lr S g  11 — e - 2* —  ) 1  — e ~ 2<P ,

für 93 =  0  wird z f7t — i f0 =  n  -j- 2 =  bu ,

für <p =  - |-o o  wird i fjl — l fo =  n =  be .

Das Verhältnis der Strahlbreiten wird: 

b n
h =  T L  9  =  0 ’6 1 ’ ba jr + 2

A kann als Kontraktionskoeffizient bezeichnet werden. Dieser theo-
ba _
retisch erhaltene W ett stim m t in der G rößenordnung m it Versuchs
werten.
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Es sei nochm als darauf aufm erksam  gemacht, daß die Lösung 
n icht an die gezeichnete Lage des Spaltes im Feld  gebunden ist, da 
eben die Schwerkraft als einflußlos angenommen ist; ferner daß 
das konfokale N etz als Hilfsnetz für die E inführung des deformierten 
apolonischen Netzes in  die Halbkreisfläche des ^-N etzes diente.

Es sei nochmals darauf hingewiesen, daß die Lösung nicht an 
die gezeichnete Lage des Spaltes im Feld  gebunden ist, da eben 
die Schwerkraft als einflußlos angenommen i s t ; wenn z. B. die Spalt
ebene lotrecht hegt, so bleibt das Strömungsnetz im ¿-Feld der Form 
nach gleich, es kom m t nur die Strahlachse, d. i. die Sym m etrielinie 
des Netzes in  wagrechte Lage; ferner sei bem erkt, daß im f-F e ld  
im Inneren des Halbkreises (und auch in dem unbenützten Teil der 
Halbebene) drei konform e Netze en thalten  sind, die alle die den 
Durchmesser enthaltende Gerade und den darüber stehenden H alb
kreis zu Randlinien haben, und  denen in der Ebene des konfokalen 
Hilfsnetzes wieder drei konform e Netze entsprechen, und zwar:

Es ist anzunehmen, daß durch eine Zuordnung verschiedener 
konformer Netze, durch welche die in Gleichung VI b ausgedrückte 
Bedingung erfüllt wird, auch das Strahlproblem  für die schweren 
Flüssigkeiten zu lösen ist; im  folgenden wird eine Reihe diesbezüg
licher Studien in Anlehnung an die Überfallserscheinung vorgeführt.

111. Der Überfall ohne Seiteiiknntraktion aus einem unendlich
tiefen Kanal.

Aus dem  nach links und in die Tiefe unendlich ausgebreiteten 
Raum  I  ström t W asser über die die lo trechte W and g a  oben be
grenzende Ü berfallskante in  freiem Überfall in  den R aum  H, der 
nach rechts und  in die Tiefe ebenfalls unendlich ausgebreitet ist; 
beide R äum e sind seitlich durch lotrechte W ände begrenzt, so daß 
zweidimensionale Ström ung angenommen werden kann. Die freien 
Grenzen ah c d  und  f e d  stehen un te r atm osphärischem  D ruck, die 
Strömung beginnt  im R aum  I  aus der R uhe und endet im R aum  II  
m it unendlich großer lo trechter Geschwindigkeit; Abb. 64a  zeigt das 
Profil der Ström ung im geodätischen ¿-Feld. Abb. 64b das konforme 
Bild im f -F e ld ; zugeordnete P unk te  sind in beiden Abbildungen 
gleich bezeichnet. D er unendlich ferne Randkreisbogen g i f  im ¿-Feld 
ist im Ü Feld  durch den K oordinatenm ittelpunkt 0  abgebildet; en t
sprechend dem A usdruck für das A rgum ent £ = 9 i e ~ t “ ist im £-Feld

im  £-Feld: 
das Grundnetz 10 
das polare Netz 
das Ström ungsnetz

im  konfokalen Feld: 
dem kartesischen Netz, 
dem  konfokalen Netz, 
dem Quellnetz.
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der Vektor 9t —  t) in absolut gleichem, aber gegen die X X -Achse 
um gekehrt liegenden Winkei a geneigt, als im 3 -F eld  gegen die 
5  j-A chse.

Im g-Feld seien die Tiefe des Punktes a un ter dem Horizont jp , 
d .i .  t) — 1 und hierm it die dortige Geschwindigkeit t)0 =  1 gesetzt;

es ist daher im £-Feld die Länge des Geschwindigkeitsvektors O a  —  1 
anzunehmen, diejenige des Vektors Ob  wird =  e <  1 sein, dann wieder 

an wachsen bis 0  d — 0 0 . Im Bild 0  d  der oberen 
Grenze ist im P u n k t 0  die Länge des Vektors =  0 
und wächst bis d, ebenfalls bis 0 0 .

D er ganze Linienzug a, b, c, d,  e,  f  ist das 
Bild der zwei freien Grenzen und ist das Ana
logon des durch Kreisbogen m it dem Radius 1 
dargestellten Bildes der freien Grenze in den 
Problemen der schwerelosen Flüssigkeiten; wäh
rend aber dort im f-F e ld  die freien Grenzen 
immer unabhängig von Lage und Form  der festen 
Grenzen durch solche Kreisbögen dargestellt 
werden, ist dies hier nicht der Fall und es tr i t t  
als erste Aufgabe die Bestim m ung der Form 
des Bildes der freien Grenzen im f-F eld  in den 

Vordergrund, wobei als H aupteigenschaften zu berücksichtigen sind:
1 . Die freien Grenzen sind Teile der R andstrom linien des das 

Ström ungsnetz darstellenden konform en Netzes. ^
2 . Auf denselben gilt die Gleichung V Ib , d. i. sin af =  2 91^

während beim Problem  der schwerelosen Flüssigkeiten einfach 
91̂  =  konstant =  1  ist.
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D a r s t e l l u n g  d e s  H i l f s n e tz e s .

In  diesem Sinn wird im folgenden zuerst auch ein der Abb. 64 b 
Seite 218 im wesentlichen entsprechendes Bild eines Grundnetzes, 
nam entlich m it Berücksichtigung der G estalt der freien Grenzen, und 
dann das ergänzende Netz un ter Berücksichtigung der Gleichung VIb 
bestimmt.

A b b . 65 a. N e tz  V I im  H y p e rb eln e tz .

G eführt durch das Ström ungsbild im £-Feld des ersten Beispieles 
(Seite 201) wurde versucht, durch Abbildung eines N etzes, dessen 
Linien im kartesischen Netz asym ptotisch parallel zu den Achsen 
verlaufen, in einem B la tt der sechsblättrigen H yperbel eine Figur 
mit  geeigneten R andlinien zu erhalten; es wurde zuerst das Netz VII 
(Quelle im Parallelstrom  Seite 181) b en u tz t, indem  der S taupunkt 
des Netzes V II in den M ittelpunkt des Hyperbelnetzes verlegt wurde, 
ergab sich eine Netzfigur nach beistehender Abb. 65 a. Im  Inneren 
der R andfigur ist das deform ierte apolonische Netz zu erkennen; 
die an die X -A chse tangentia l anschließende Stromlinie könnte als 
zweite R andlinie gelten; die nähere P rüfung erwies aber die U ntaug
lichkeit dieses Netzes für den vorliegenden Zweck; hingegen erschien 
folgende N etzkonstruktion bereits geeigneter:
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1. B ildet man in einem B la tt der sechsblättrigen H yperbel eine 
H älfte des doppeltsym m etrischen Streifennetzes Abb. 65b durch 
einfache N etzübertragung derart ab, daß die Sym m etrielinien beider 
Netze zusammenfallen und die Endgerade der S treifennetzhälfte 
in die Randgeraden des H yperbelblattes zu liegen kom m en, so 
erhält man wieder ein symmetrisches N etz, dessen die Sym m etrie
linie schneidenden Netzlinien auf jeder Seite der Sym m etrielinie die 
Form  der gesuchten R andlinien im £-Feld  haben, m it Ausnahme 
der Randlinie, die den Geraden des Streifennetzes entspricht und

in  der Achse und in  jeder H älfte einen Verzweigungspunkt besitzt. 
Jede  der stetigen Netzlinien schneidet die Symmetrieachse im rech
ten  W inkel, und jede derselben besitzt zwei sym m etrisch gelegene 
Scheitelpunkte, die dadurch bestim m t sind, daß ihre Tangenten 
parallel zur Symmetrieachse liegen müssen. V erbindet m an die beiden 
Scheitelpunkte bb einer solchen, vorläufig beliebig ausgewählten 
N etzlinie X a durch eine G erade, so ist durch den S chn ittpunk t f  
der letzteren m it der Sym m etrielinie eine zweite N etzlinie X f ein
deutig bestim m t, und es ist erkenntlich, daß innerhalb e i n e r  H älfte 
der Abbildung die Linie X a im W esen die G estalt der Linie a b d ,  
die Linie X f diejenige von f d  hat. Die Linie X a zweigt im P u n k t a 
rechtw inklig von der M ittellinie ab , besitzt einen Scheitel in b m it 
Tangente parallel zur M ittellinie und nähert sich derselben asym 
ptotisch. Die Linie X ,  zweigt von der M ittellinie in dem P u n k t recht
winklig ab, in dem sich b auf ihr projiziert, und nähert sich nach 
ähnlichem Verlauf wie i a ebenfalls asym ptotisch der M ittellinie; im 
Abzweigepunkt von X f kann die Quelle, im unendlich fernen Treff
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punk t von X a und X .  die Senke des deform ierten apolonischen 
N etzes liegen.

D ie Gleichungen dieser Netzlinien ergeben sich, wenn man, vor
behaltlich Ü berführung in  die richtige Lage, die Symmetrielinie als 
Abszissenachse, den Verzweigungspunkt des H yperbelnetzes als K oor
d inatenm itte lpunk t eines polaren Netzes Z —  r e iih festlegt, wie folgt:

Gleichung des Hyperbelnetzes
„t __ 3^----2»  di

Gleichung des Streifennetzes Z  im Hyperbelnetz

Z  =  ©in z ' ................................................... b

Hieraus Gleichung des Streifennetzes bezogen auf das K oordinaten
netz Z „  oZ  =  © tnz3 ................................................... c

Das Netz Z  =  X  -[- i  Y  en thält somit die Netzlinien X a und Xy, die 
übliche Trennung gibt

X  =  (©in (r3 cos 3 &)) (cos (r3 sin 3 #))

Y  =  (Eof (r3 cos 3 ■&)) (sin (r3 sin 3 #))

Innerhalb der Linie X = X a ist d X = 0 ,  in deren Scheitelpunkt b 
ist < f(rsin#) =  0; bezeichnet m an m it rs und &s die K oordinaten 
dieses Punktes, so erhält m an für deren Bestim m ung die beiden 
Gleichungen

(©in ( r /  cos 3 $ s)) (cos (r* sin 3 t?g)) =  X a

(tg ( r 3 cos 3 &s)) (tg ( r 3 sin 3 # s)) == ctg 2 ■&

Diese K oordinaten sind hierm it durch Funktionsausdrücke in  X a 
bestim m t; ebenso ist dies daher der Fall fü r den Scheitelabstand 
von der Sym m etrielinie, d. i.

ys =  b f = r s s in f t s .............................................. f

und den A bstand des Fußpunktes f  vom K oordinatenursprung, d. i.

xs =  0  f =  rs cos ..........................................g

Die K oord inaten  des Punktes f  sind hierm it r =  xs, #  =  #  =  0. 
D er Funktionsausdruck für die durch diesen Scheitelpunkt gehende 
Netzlinie ist ^  =  @in ^  cog ^ ) 3 ..........................................h

F ü r den A bstand des Schnittpunktes a der Linie X a m it der Sym
m etrielinie vom U rsprung 0  h a t man wegen i)a =  0 unm ittelbar: 
r =  (9lr@itt X a) i  und hierm it das bereits früher erw ähnte V erhältnis 
bf :  f a

Methoden zur Bestim m ung der Funktion f  (%). 2 2 1

e
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V/ r  sin $
8 8

ra rs cos — (2ir©in X a)%

es sind somit auch die W erte von X p  r a und e  durch denjenigen 
von X a bestim m t.

Die Überführung des Z -N etzes in  die richtige Lage im ¡,'"Netz 
wird durch folgende Transform ation erreicht: Verschiebung des K o
ordinatenursprunges, von 0  nach f : z =  x$ -j- 2y =  9 te%a > Ver

drehung von z  ̂ um —, so daß a' =  cc — wird. Dies gibt.

z  = — ¿ 3f e 1“” u n d  m i t  &,"'=■— cc s c h l ie ß l ic h  z ^ =  Jr< =  - i ‘Q,
e s  fo lg t  d ie  t o ta l e  T r a n s f o r m a t io n s g le ic h u n g

z =  xs — i ’Q

und hierm it die Form el für das Z-Netz im C-feld

Z —  ©in (xs — i  C f ; ......................................

a u s  der T r a n s f o r m a t io n s f o r m e l  k e r h ä l t  m a n  d u r c h  Trennung

Diese Ausdrücke in den Gleichungen d fü r X  und Y  eingesetzt, 
geben die Polargleichungen der Linien des ¿/-Netzes im C-Feld; m it 
der K enntnis des Funktionsw ertes für X a ist somit das ganze Z-Netz 
im f-Feld bestimmt.

Die vorläufig nur aus den geometrischen Eigenschaften der R and
linien X a und X f des aus den Gleichungen d bestim m ten Z-N etzes 
verm utete Zweckdienlichkeit desselben kann nun durch einen V e r 
g le ic h  m it den aus den bekannten Versuchen von B a z in  errech- 
neten R a n d l in ie n  geprüft werden.

In  beistehender D arstellung sind in der Abb. 6 6  a die vier den 
W erten X = 0 ,  0,116, 1,0745 und 3,454 entsprechenden und m it 
den Gleichungen d gerechneten N etzlinien X  gezeichnet.

Abb. 6 6  b zeigt die Bilder der freien Grenzen an einem Überfall, 
allerdings nicht aus einem unendlich aber doch relativ  tiefen R aum  I, 
nach den Messungen von B a z in  an den Versuchsüberfällen am 
Kanal von Dijon. Dieselben sind beschrieben in den Annales des 
Ponts e t Chaussées 1888 bis 1898 und in der M onographie: „Ex
périence nouvelles sur l’écoulement en D éversoir“ von H. B a z in , 
Paris, Ver. Ch. D u n o d ; in den Tabellen dieser Beschreibung (Seite 120 
und 121) sind die Abszissen und Ordinatenlängen der beiden Linien

r . cos ê  =  x  — 5R sin cc; r sin #  =  — 3t  cos a;

es werden:

r =
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gh,  d. i. die obere freie Grenze und a, b, c, d, d. i. die untere freie

Grenze im V erhältnis zur Überfallshöhe h, also % und — angegeben
h h

indem sieh zeigte, daß bei unveränder
te r  Tiefe der Überfalls wand die beiden 
zusammengehörigen W erte sich nicht

ändern. Die W erte 1  — — entsprechen

bis auf eine durch die endliche Tiefe
des K anals (1,13m) bedingte K orrek tur

i m  - F e l d
~1§

^  A b b . 66 b.

von ca. 1  ° / 0 den W erten der vorgeführten Theorie. Man kann daher 
zur Orientierung aus den W erten von y  die W erte 3t =  U  — y  rechnen 
und m it dem durch die Länge f a  gegebenen E inheitsm aßstab auf 
den zu den Tangenten an die Versuchskurve von f  aus parallel 
gezogenen V ektoren auf tragen; m an erhält hierdurch neben den in 
vollen Strichen gezeichneten Linien X =  1,0745 =  X a und X =  3,454 
=  X f die gestrichelt gezeichneten Linien, als Bilder der freien Grenzen 
im f-F e ld , die dem Versuch von B a z in  entsprechen. D er Vergleich 
läßt erkennen, daß die Gleichungen d  m it ziemlicher Annäherung 
Randlinien ergeben, die dem Versuch entsprechen, wobei zu beachten 
ist, daß vor dem Versuchsüberfall nicht ein unendlich tiefer Raum  
sich befand, wie für die theoretische U ntersuchung angenommen ist.
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Die Linien X  =  Xa und X = X f b e g r e n z e n  einen Streifen, in den 
nun, analog wie im Beispiel der Spaltström ung Seite 212, ein Quell
netz derart eingelegt werden kann, daß der P unk t X  =  X f und 
y  =  0  zum Q uellpunkt wird, Abb. 6 6  c; es w ird zu dem Zweck vor

E i n f ü h r u n g  des  S t r ö m u n g s n e t z e s  in  das H i l f s n e t z .

erst das Z-Netz in ein Z x-Netz übergeführt m ittels der Transfor
mationsgleichung :

Z
X ,— z .

.  . k.

hierm it werden:

für Z =  X a -)- iY ,  Z 1 =  0 -j- i X a 71 ’ X l a  ° ’ l l a  X f — X (

Y  Y
für Z =  X f —  i I ,  Z 1 =  n  i  ̂i f  y   y  7 1 "

'    a  /• “

Der Streifen Z 2 kann durch ein konfokales Netz in einem karte
sischen -Feld, also durch: mj =  cosZ 1 abgebildet werden. Die Linien 
X 1 =  konstant sind die H yperbeln, die Linien Lj =  konstan t sind 
die Ellipsen als Bilder der X-  und F-Linien des Streifennetzes. Legt 
m an im B rennpunkt des konfokalen Netzes m it den kartesischen 
Koordinaten

w =  — 1 , u —  — 1 , v =  0  

und den Netzkoordinaten

Z 1 =  ti, X 1 =  ji, =  0  

e in  n -f  a c h e s  Q u e l ln e tz  ein, m it n  als noch freier Zahl, so entspricht

demselben die Gleichung y  i k =  — n lg (w -(- l)  oder w =  e  n — 1; 
denn es wird im Quellpunkt

y  —]— i  k =  — n \ g O  =  noo \  (p =  -)-n o o , t/> = — k,
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wobei der Wert von k  vorläufig auch noch frei ist: aus den beiden 
Ausdru;ken für «■ erhält man die Gleichung:

z-»*
cos Z  =  —  1  —  e *

und mit derselben

—  - i j  r  . 1  __?  i '  —  k — .T6 c'  -------- .t  — e » c o s   — 1
A r ~ A * A/ “ A * *

i  —  I ,  T  _  f  . t -  I-
5111 v -t rrn   —  .-t =  —  e ■ sin -------- .

A r A .  Ap— A .  *
j .  \ '

In den Grenzlinien X X a und X A wird s in -----------  ,T =  0 und
A Al

J  J
cos— sr — 1 . Ordnet man der Linie A den Wer: — =  .

/  A « »
t '

der Linie X_. den Wer: — =  rr zu. so ergibt sich aus der zweiten
M

,  l-
Gleichung, daß —  =  0  oder =  n  sein kann, und aus der ersten

daß behufs Gleichheit der Vorzeichen auf beiden Seiten k  — 0  sein 
muß. Im Punkt a der Linie X a ist Y  =  0 ,  es muß daher dort

co s0 - CEof0  i  * — 1  also e * = 2  sein. Aus den Gleichungene, 
f und g erhält man:

. . .  _ A  , \
sm  z f — »_ =  A . --------------- arc cos ■ —  1J  . . m

als G le ic h u n g  für d as Q u e lls tr ö m n n g s n e tz  im  » -F e ld : in dem
selben sind nur noch die Konstanten X . und n unbekannt, da X  
und z t mit X a bestimmt and.

H ie r m it  is t  d ie  A n a lo g ie  m it  der D a r s te l lu n g  der S p a lt 
ström u n g  hergestelit: da aber bei Aufban des Xetzes die Be- 
dingungsgleiehnng noch nicht ein geführt. sondern durch den Ver
gleich mit dem Versuch n u r die M ö g lic h k e it  der Übereinstimmung 
aufgewiesen wurde, so ist nun zu untersuchen, ob die Verteilung 
der Werte in  den B a n d l in ien  der Bedingungsgleiehung entspricht. 
Setzt man in die Gleichung m, = 3L€ * f  und y  =  0  oder
=  n.~i ein, so wird zu untersuchen sein, oh in •/ =  0  und n rr die

d  ̂  -
Belinzururszleichnng sin c . .=  2 ¿R.- —— erfüllt ist oder nicht. Im

-  -  ~  d<f
ersten Fall sind dann die Linien X . und X.. wirklich Bilder freier 
Grenzen, und die Gleichung m stellt bereits das 7  - Xetz im J-Feld  
dar: im anderen Fall ist gestützt anf die durch den Vergleich mit 
dem Versuch gefundenen Annäherung der Lösung zu untersuchen, 
ob d u rch  e in e  E r g ä n z u n g  im  S in n e  e in e r  K o rrek tu r  d er

P lü U . I I b O. l ä



F o rm  d e s  ¿ ^ -N e tz e s  oder des Quellnetzes die E rfü llbarkeit der 
Bedingungsgleichung herbeigeführt werden kann.

A n a ly tis c h e  U n te r s u c h u n g  d e r  B e d in g u n g s tü c h t ig k e i t .
Bei Ü bertragung der Gleichung m auf die freien Grenzen ist 

folgendes zu beachten:
1 . Es wird für

i p  =  0  n n

e ~ » _ l  =  +  ( e _ » —  l ) ;  —  ( e _ » +  l ) .

In der Strom linie yj =  n n ,  d . i .  also in der oberen freien Grenze
_v_

x  =  X f wird durchwegs e n -f- 1 > - 1, bei <p =  -f- oo wird

e n _|_ i  =2= i ;  es ist daher nach der Theorie der Hyperbelfunktionen 
zu setzen------------------------------------------------------------n -------------—-----

arc cos _ ( « “ » +  l )  =  -  i  lg U  ( e ~  » + 1) - Y ( e ~ ” + l )  -  J

=  _ * l g  [(e_ » + l )  + ] / ( e _ * + i )  — l ]  + » .  

In  der Stromlinie nip =  0 , in der sich die untere freie Grenze und
_ jP

die feste Grenze im P unkt a treffen, dem der W ert e n =  2 zu-
_ _ 2 _

kommt, wird in den Punkten  der freien Grenze 6  n 1 | 1 >
es wird daher dort

arc 00B [e~Ü  — l ]  =  — * lg [ ( . ' *  - 1 ) -  ;
_ T.

in der festen Grenze ist e » —  1 <  1, es bleibt daher

arc cos [e " -— l]  reell und unverändert bestehen.
Die r e c h te  Seite von m nim m t folgende Form en an:

für m =  0 : X  — i — -------   lg' u TT

2 2 6  Hydrodynamik.

[ ( . - i - l )H v(

[(.-i.+O'+1f lfür ip =  n: X f — l )  ~l-  P

2 . Überführung in die komplexe Form  ergibt auf der l in k e n  Seite

©in ( * ,  — i C) 3 =  ©in [ ( * , —  fi)3 — 3 (xs —  rj) £2] cos [3 ( xs —  rj)3 f  —  f 3] +  

+  * £of [(*, — r])3 — 3 (xt —  rj) I 2] sin [3 (xs — >?)2 £ — £•] 
=  ©in u ■ cos v i ßof u ■ sin v , 

wenn man der Kürze halber
u =  (xs —  f))3 —  3 (zs — | 2, v =  3 (*, -  r,)3 f  -  I 3



einfulirt: durch Trennung und Berücksichtigung der unter 1 . gefun
denen Formen erhält man

0  _  X
für y —  : e n t  u • cos » =  “ ...................  a

M .1 X f

6 o f « .Si n » = - ^ = ^ l g Lr(e- i T 1 ) 1 T |  (e- i T 1 ) ’ _ 1  , . ß

in der festen Grenze, die auf y  =  0 liegt, wird

X , —  X .

Methoden zur Bestimmung der Funktion f  (¿ ). 227

©in u cos r =  X . : arc cos
.T

<Eof u sin c =  0 ...............................................d

In den fr e ie n  G ren zen  sind in den Ausdrücken für u und v die
Werte £f  und ijf  einzusetzen. Die Gleichung <5 der festen Grenze 
wird mit i  =  0  erfüllt; dies gibt für y

Sin u =  ©in (xa — »;? =  X m —  ^  \  ~̂ ° arc cos e ~ l i  — lj:

im Punkt a derselben ist e " —  1 =  —  1  also

arc cos e " — 1 = 0 ,

mithin wird t]a =  17. =  xt — 1 ?IrSin A d ■'.

3. Die B e d in g u n g sg le ic h u n g  kann durch Multiplikation mit 91̂  
umformt werden; es wird

7 7 - 0 -7 7 - 0 — ¿ 7 —

oder d<p =  2 1 (£ /  +  * ’f ö f *  +  1 f )  * 1r

4. A u flö su n g  d er G le ich u n g  ß  nach q> gibt nach e in ig e n  Um
formungen / \ j

±  1 +  6 o i ! ~ ■ 6 of«• sin t- 5<f =  —  » lg  

und durch Differentieren

y - *  v  ©in v  v  6 of u s in » 
d < p = - n X f - X * ^ f ~ X -

± 1  —  dof ( j  j  “ ‘ ^ n  v)

•(Sin u- sin v d u  -j- hoi u cos vdv).  

Aus den Gleichungen für m und r  folgen

du  =  —  6 xt —  tj) £ d £  —  3 pjr, —  t j f —  S^dr j ,  
d v  =  3 [(xs —  tj)- —  5-] d$  —  6(xs — t])zdt j .

15*
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5. Gleichsetzung der Ausdrücke für dcp in 3. und 4. Ordnung 
ergibt eine Differentialgleichung von der Form

A 1 d £ f - \ - B 1 d r ] f ...................................................................... 7 i

mit

A 1 =  n n  rjf ©in f — —  ̂  Gof u sin vj  [(©in u sin v) 6  (xs —  rjf) £f 

— (ffoj u cos t>) 3 {(xs —  rjff  — Zf}]

— ( X f — X a) | ±  1 +  «of *  z -  Sof u cos v j  2 £f (£* +  r/*) . . y2

B 1 —  n n r j f  © in  [ x  ^  “  Sin V)  U s in  ^  3 ~  ^  ^

+  (ß o f u cos v) 6  (x.o —  t]f) £f] 

±  1 - f  Eof ( X  y - Eof U cos V■ ( X f  —  X a ) [ ±  !  +  S ° i  [ x  _ x  u co s v ) ]  2 *lf @f* +  v!f ) '  •

6 . Die Differentiation der Gleichung o: g ibt

■ A j  d £ f - \ -  B 2  d t ] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
m it

A 2 =  +  [(©in w sin t>) 3 ((x, — *]fY — £ / )

+  (Eof u cos v) 6  (xs — Vf)£f] ....................................d2

B 2 =  — [(©in u sin v) 6  (xs — rjf) £f
— (Eof u cos v) 3 (xs — rjfY  — I / ] ..................... d3

7 . Sollen nun die Gleichungen a  und ß  freien Grenzen en t
sprechen, so müssen die Gleichungen y1 und d 1  gleichzeitig erfüllt 
sein, d. h. es muß

A 1 B 9 — A 2 B 1 =  0 .............................................0

sein. Aus dem Aufbau der Form eln y2, ys , d2, <53 ist aber ohne 
weiteres zu erkennen, daß dies n icht der Fall ist, und daraus folgt, 
daß die Gleichung m n ic h t  die vollständige Gleichung für das Ü ber
fallsström ungsnetz im C-Feld sein kann.

A llg e m e in e  B e s t im m u n g  b e d in g u n g s tü c h t ig e r  
F u n k t io n s f o r m e n .

Aus der Entwicklung der durchgeführten U ntersuchung ergibt 
sich die allgemeine Grundlage fü r die system atische Lösung des 
Problems un ter folgenden Überlegungen:

1. Durch die E inführung des Quellnetzes in  ein N etz Z x =  X x
- f - iY j ,  d e ra rt, daß die Linie =  0 m it der Strom linie yj =  0 zu
sammenfällt, erhält man cp als Funktion von Yx (Seite 225).
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2. F ü h rt m an das Z j-X e tz  in  ein G rundnetz tu =  u - ] - i v  ein, 
das selbst im ¿’-N etz liegt, so ist w  eine Funktion von g, und u 
u n d  v  sind F unktionen von g und  rj, die durch die Gleichungen

du cv  du  , 8v  
dg dt] ’ dt] dg

verbunden sind; es werden die K om ponenten von Z 1 , d. s. X 1  und 
Y1 , F unktionen von u und t; , die ihrerseits durch die Gleichungen
verbunden sind

d X 1 _ 8 Y 1 g X j  dY^
dvdu dv ’ dv du

3. H ierm it werden in 1 . dtp —  <p' d Y 1, und entsprechend 2

8 Z
d Y ^ ^ - d u  

1 du
dv

cv

ou du
d u  =  - dg  —  —— dt] 

dg dt]

dv £ dv  
d v ^ w i $  +  — d q .

Man erhält in der Xetzlinien F j =  0

, (d Y t du d T t dv  
d<p —  <p —\ c u  3 t  cv  dg

dg 4 v ( —r  \ d u
du
dt] dv dt])

„  / 8 J . 3 «  . ex,sv\, e x t e v \

/ S T ,  » u  a r ,  d v )  , ( c Y ,  S u  I T , J > \

4. Die Bedingungsgleichung für die freien Grenzen is t wie S. 227:

d <P =  2  ^  (ßf +  Vf )  d Ef+  ^  2  ( v  +  Vf. d V f  
Vf Vf

Liegt die freie Grenze in der Xetzlinie =  0 ,  so sind in den
Gleichungen unter 3 ebenfalls ĝ  und t]̂  s ta tt  £ und t] zu setzen.
Man erhält durch Subtraktion  der beiden Gleichungen für dtp und
M ultiplikation m it tqf

/ / ) T  7\*L 7 ) V  S l 9 l \

dg ,

ferner is t:
(dY.  du

gf ( g f  4 -  v f2) —  Vf<p‘ 

+

r f8Yi 8u  
\ d u  dgf

dYx cv
dv dg

, , ,  , ,, , (dY^du  , dY x dv
V f { Z ?  +  V f ) - V f < P  { s u ^ J v d t ] V f =  0 ,

dYi c v \  p



oder kürzer

A x d£ f - \ -  B x d r ) f =  0 ,  A q d ^ - \ -  drj  ̂=  0 . 

woraus die Gleichung folgt (Seite 228)

2 3 0  H ydrodynamik,

Ai B a — A 2 B i =  0 .
Es werden:

A1 B ,  =  2 1 ^(1 /  +  r j l P Y1 du
\ 8 v drjf du di)f.

, / d Y i d u  8Y1 8 v \ i d Y i d u  8Yx 8 v \
^ ^  \  3 it dv d i j  ' du  8r]f du d r j j

a R _ o  * \ ( dYi 8u  d Y i ? l
2 1  Vf +  Vf H  8v d£f du d£f

( 8 Yi 8 u  8Y1 8 v \ f d Y 1 8u  d Y ^ v ]   ̂ g
f \ d u  8t)f dv d r j j x d v  8^f du 8£f)

du dv du dv
5. U nter Berücksichtigung von —— =  — -— , -— =  +  :rv-

dgf dr)f di)f d i f
folgt aus 0, 1, 2 die Differentialgleichung

Umformung auf die p o la r e n  K oordinaten

$lf =  l ^ 2 +  >?/, a =  arc tg 

m ittels der Ausdrücke

dKf f , ^
1

85csa 
1

d i f U f ' + v ; 8 Vf

d a f sin ß. d a f cos a.

d£f 1 m f ’ drjf ‘¡Stf

cos af -
8 Yx sin af 8 Y i 8Y! . d Yl

d a f  mf ’ drjf cfRf Kf 8af

dYx 8Yi----    i
d i f 9Btf T ' duf 9lf ’ di)f o9tf r da  {R.



M ethoden zur Bestim m ung der Funktion f  (/). 2 3 1

ergibt m it =  die Differentialgleichung: 
& 1 ^

<p' . . . . I p

D a die Gleichungen Ifc und I  sich auf die Linie X 1 =  0 , also 
auf die freie Grenze beziehen, so wird in denselben und in der Folge 
der Index f  allgemein für die Kennzeichnung dieser Beziehung, also 
neben %{ , rjf , 91̂ , af  auch die Bezeichnungsweise X l f , Yl f , Z l f , cpf , 
ip., y f eingeführt; aus demselben Grund wird der nach den E rö rte
rungen un ter 1  als als Funktionsausdruck in Yl f  zu betrachtende 
Differentialquotient cp' m it 9), bezeichnet.

Die Gleichung I,. erhält nach entsprechender O rdnung die Form :

J t )  +
d Y ^ . f d Y Jd Y , f , dY^j  

=f "Vf

F ü r die X x =  X l f =  0 Linie gilt die Gleichung

drj V f  • • 1

d x l f

d X ' f = ' W f - i s >+ Y ^ dri> = 0 ’
da allgemein ^

d£ dr] ’ drj
ist, so folgt v

.......................................... I I ,

6 . Diese beiden Gleichungen bilden nun die allgemeine Grund
lage für die angestrebte Lösung.

In  der letzten Form  ist \  eine partielle Differentialgleichung 
e r s t e r  O rdnung aber z w e i te n  Grades zwischen Y1p  ¿y, r\  ̂ deren 
allgemeines In tegra l Yt  ̂ als eine Funktion von und darstellt, 
in deren Ausdruck eine willkürliche Funktion e in tritt, wodurch die 
Anpassung an  gegebene Bedinguugen erm öglicht ist. Methoden für 
die In tegra tion  solcher Gleichungen sind von L a g ra n g e ,  J a c o b i  
und C a u c h y  ausgebildet. Siehe „Lehrbuch der Differential- und 
In tegralrechnung“ von J. A. S e r r e t ,  deutsch bearbeitet von A x e l 
H a r n a c k ,  Ausgabe 1885, § 788 u. f., Leipzig: B. G. Teubner; ferner 
„Die D ifferentialgleichungen des Ingenieurs“ von Prof. Dr. W ilh e lm  
H o r t ,  §§ 69, 70, 71, Berlin: Ju lius Springer 1925.

Es sei nun Yl f  =  S ( g f ,r}f) der Funktionsausdruck für ein an
gepaßtes In tegral.

D ie G leichungen I u n d  1,, k an n  m an  einfacher erhalten , w enn m an  Z  ̂
d irek t a u f  das f-F e ld  bezieh t; zum  Vergleich m it den vorhergehenden U n te r
suchungen  w urde die A ble itung  üb er das w-Feld durchgeführt.
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Mit ^ Y L  =  und =  wir(j  d ie Gleichung I Ik zur Diffe-
8£f  8£f 8rjf 8rjf

rentialgleichung für die Netzlinie X l f ; deren In tegration ergibt einen 
Funktionsausdruck X l f  —  T ( i f r j^)=  0 , aus dem einerseits ¿ y =  
andererseits rjf =  Wn (iy) bestim m t werden k a n n ; durch E insatz in 
den Integralausdruck für Yl f  erhält man

Y i f = s m  ivr  f*f)\ und 7 i f = S [ £ f , W„ (fr)] 
und hieraus

£ f = r e{7 lf) ,  v = v , ( Y l f ) .
Aus

Cf = € f - i v f = V k(?lf) - i V n (7l f)
folgt, da

Z l f = X l f - { - i Y l f = 0  - j - i Y l f  ist: ^ i f  —  /■>

und weiter bei E rsatz von durch 'Q und von durch Z 1 die 
allgemeine Gleichung für das .2^-N etz im  £-Feld

£ =  v e ( -  i  Z x) -  i Vv (— i  Z x) ...............................HI

Die nach 1  erforderliche E inführung eines Quellnetzes in das 
Z 1-N etz ist allgemein durch eine Gleichung von der Form

Z x =  Q (ek' x + **)

beschrieben, worin kx eine reelle, k.2 im allgemeinen eine komplexe 
K onstante bedeuten; hierm it wird

£ =  F f [—  i  Q (eki x + *2)] —  i Vv [ —  i Q  (ek‘ x + *2) ] ,

 IV
und schließlich Äj =  [ m ] -> i % ..............................................v

die Differentialgleichung des Strömungs-^-Netzes im geodätischen ¿-Feld.
H ierm it sind die T h e o r ie  und M e th o d ik  für die Bestimmung 

von Strömungsnetzen m it Linien freier Grenzen bei Berücksichtigung 
des Einflusses der Schwerkraft un ter system atischer Verwendung des 
H ilfsm ittels der ebenen konformen Netze d e m  W esen  nach festgelegt.

Bei Bestim m ung des durch Abb. 6 6  c Seite 224 dargestellten 
Strömungsnetzes im £-Feld wurde zuerst durch passende konforme 
Transform ation das Z x-Netz im £-Feld und dessen Gleichung:

Z —  . S to f e  — «O 8 — * .
1 xf- x an X f - X a

bestim m t und dann die E inführung des Quellnetzes in den durch 
die L in ien : X  =  X a oder =  0 und X  =  X^ oder X x =  71 begrenzten
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Streifen derart durchgeführt, daß die Stromlinie yj =  0  von X f bis 
X a als gerade feste Grenze, vom P unk t X a ab als freie Grenze, die 
Stromlinie xp =  n n  in ihrer ganzen Länge als freie Grenze geeignet 
sein sollten; die entsprechende Einführungsgleichung hat die Form :

Z+ik
cos Z x =  — 1  -j- e n (Seite 225)

Elim ination von Z 1 ergibt Gleichung m (Seite 225), die jedoch wegen 
ihres Aufbaues sich als ungeeignet erwies, die Bedingungsgleichung V Ib 
zu erfüllen.

Man hätte  nun durch E inführung eines Quellnetzes entsprechend 
einer H älfte des Netzes V III (Seite 183) m it dem Quellpunkt in X f 
und m it der Sym m etrielinie in der Netzlinie X = X a nach ent
sprechender konformer Transform ation ein Ström ungsnetz erhalten 
können, dessen Stromlinie ry =  0  einen dem obigen analogen Verlauf 
hätte , in dem jedoch eine zweite Stromlinie n icht m it einer Netz
linie, also auch nicht m it X  =  X . , zur Deckung gebracht werden 
kann; es ist jedoch natürlich  nicht ausgeschlossen, daß die die Netz
linie X — X f oder X 1 =  ji berührende Strom linie für eine freie Grenze 
geeignet sein kann. x + ik

7. Die Einführungsgleichung für das N etz V III is t Z j2 =  e n - f - a 2, 
hierin sind k, n und a noch unbestim m te K onstan te; m an erhält 
m it derselben die Gleichung m in einer der früheren ähnlichen, daher 
ebenfalls ungeeigneten Form  und führte dies nun schließlich darauf: 
zur neuen Einführungsgleichung das entsprechende bedingungstüchtige 
Z x-Netz zu suchen, d. h. zur oben entw ickelten Theorie und Methode.

Nach Trennung der Einführungsgleichung erhält man für die 
Netzlinie X x =  0  m it k =  jt,  xp =  0  die Gleichungen

und j l V - »  v / i ' J .
a i i f

da im Q uellpunkt <p —  - \ - c c  und X 1 =  a, Yx —  0 wird.

H ierm it ergibt sich die Differentialgleichung

o ( t  2 i a\ ( t  dYxf  , dZxf\ W i r ) 2 , 
dgf J V dr/

2 1  Y' f  T 
, f  -'//■' sv . , f , J Y i t -\- a2

als grundlegende Gleichung für die Lösung des Problem s; der hierin 
noch unbestim m te W ert von n wird sich aus der oben angeführten 
Anschlußbedingung für die zweite freie Grenze ergeben; die im  all
gemeinen In teg ra l enthaltene willkürliche Funktion  wird dem Abfluß 
über die Ü berfallskante bzw. der Form  der unteren  freien Grenze 
anzupassen sein.
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8 . In  Polarkoordinaten erhält die Gleichung die Form

Y ? f + a -
m 9 3Yl f  . \ ( d Y lfV  . (  dYl f

2  f d$tf n s m t t f \ d m f )  ^{•¡RfdUfii f

F ührt man m it der Gleichung

Y i f = J c 0 e w  — a 2 ............................................. a

eine Funktion ü  von Utf und af ein, so erhält m an die vereinfachte 
p a r t i e l l e  Differentialgleichung

,  d ü

2 mf m r nsmaf
d ü

m fJ ' \Stf dar
d ü Y . b

aus der m it E 7 = 3 L 3 F + f c  eine neue t o t a l e  Differentialgleichung
zwischen V und af entsteht, wenn die F unktion  V nu r m ehr af als
unabhängige Variable en thält und h eine willkürliche K onstan te  ist,
es wird, passend geordnet

F 2 — 2 -  t | - i p 2 =  0 , ....................................c
3 n sin cij

wenn m an p  —  e inführt; nun folgt 
a a f

V =  \  ( l  +  y i - » s i n 2 c , p 2 ;
3 n  sin uf

und durch Differentiieren nach af eine allerdings reichlich kom pli
zierte to tale Differentialgleichung zwischen p  und af , die jedoch

—  nur in der ersten Potenz enthält, also nicht nur erster Ordnung,
d a ,

sondern auch ersten Grades, also der Aufstellung eines Ausdruckes 
für das vollständige In tegral von p  zugänglich ist; m an erhält:

.................................. d

m it G als Integrationskonstante und hierm it

V —  J  X(af , C ) d a f -\~ G1 .........................................e

als Integral der Gleichung c, worin aber im Ausdruck für U  wegen
der Verbindung m it 31 3 der W ert von Cx =  0 zu setzen ist; hierm it

wird C /= 3 1 r3 / A ( ^ ,  C ) d a f +  k ........................................ f

ein v o l ls tä n d ig e s  Integral von b , da dasselbe die zwei willkürlichen 
K onstanten k und C enthält, aus dem man nach der Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen erster O rdnung das a l lg e m e in e  
In tegral erhält, wenn man k als w i l lk ü r l ic h e  Funktion von C, also

k =  u ( C ) .......................................................g
einführt, aus
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I§ = £ w f ( « * r  1 + W -’“ 0
(7 als Funktion  von und also: C =  v(%tf , â ) bestim m t und 
den so erhaltenen  Ausdruck in f  einsetzt; dies gibt

v($i f , a f)]d(cf -lr  ju(vCiRf , af)) . . . . h

als das a l lg e m e in e  Integral der Gleichung b , in dem ju als will
kürliche Funktion  enthalten  ist.

Mit diesem Ausdruck für U  g ibt Gleichung a das angepaßte 

Integral 7 l f = S Q S l f , u f)

in Polarkoordinaten, das nun in sinngem äßer Verwendung der auf 
Seite 232 in kartesischen K oordinaten durchgeführten Ableitungen 
zu den gesuchten Gleichungen für das Ström ungsnetz im £-Feld und 
im ¿-Feld führt.

Die aus d en  G leichungen c u n d  c ' durch  D ifferen tiieren  en ts teh en d e  to ta le  
D ifferentialgleichung h a t die F orm

P ^  =    [3 ------- 008 7  + 3 ) ( 1  ± } 1  — n 2 sin2 af p2)] . . . CQ"d a.f n sin a f  L n p  sm 2 ccf  J ’ ' J °

fü h rt m an sin a f = a ,  also cos —  — a2 ,

cos cifd d a  , d cif —
ein, so w ird  } 1 -— <j2

T '  =  -1 - i 3 ~  ( >'1 ~ r  + 3) ( 1 ± f 1 — a 2 o2p2 ) ] .  . . . C"d a  n o ] l  —  o*\ -  \  n p o 2 ~  J K '

In  b e id en  F orm en  ist die G leichung C" d e ra r t kom pliziert, daß  die B e
stim m ung des In teg ra lau sd ru ck es besondere m ath em atische  S tud ien  n ö tig  m acht, 
um  denselben in  ve rw en d b are  F o rm  zu bringen, m it dem selben die In teg ra tio n  e 
u n d  d an n  die B estim m ung der F u n k tio n  p  d u rch führen  zu k ö nnen ; es is t vor- 
auszuseben, daß dies n u r bei V erw endung besonderer N äherungsm ethoden  m ög
lich sein w ird, wobei jedenfalls die probew eise B enü tzung  ausgezeichneter N etze 
dienlich  sein k a n n ; z. B. E in trag u n g  des N etzes V H I in das durch  Abb. 65 a 
S. 219 d a rg este llte  N etz  VI.

9. F ü r  die Bestim m ung der Funktionsform  von fx und der W erte 
der noch freien K onstanten  k0, a, n liegen folgende vier Bedin
gungen vor:

1 . D ie  Funktionsform  von fi muß diejenige von Yl f  geeignet 
machen m ittels der au f Polarkoordinaten  bezogenen Gleichung I I ;j 
die Gleichung für die Linie X l f  und dann allgemein für das 2^-Netz 
derart zu ergeben, daß die Netzlinien einen V erlauf analog denen 
der Abb. 64 b und 6 6 a und entsprechend der Beschreibung auf S. 218 
erhalten.
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2. D er W ert von 9?̂  im P unk t a muß gleich 1, dem entsprechend 

muß die Gleichung für X l f — 0 m it 9 ^ = 1 ,  — erfüllt sein.

3. Die Stromlinie xpn  der oberen freien Grenze m uß im Quell
p unk t den V ektor af = 0  berühren und muß

4. in derselben die Bedingungsgleichung V Ib erfüllt werden; für 
die untere freie Grenze ist diese Bedingung bereits bei Ableitung der 
Gleichung für X l f = 0  eingeführt.

S c h lu ß f o lg e r u n g .
10. Die durchgeführte U ntersuchung zeigt, daß eine theoretische 

Bestimmung von Ström ungsform en m it freien Oberflächen m it Hilfe 
der Theorie der konformen Netze wohl ausführbar erscheint, daß die
selbe aber bei dem kom plizierten Aufbau der durch die Theorie ge
forderten Gleichungen nicht so einfach ist wie im Falle der schwere
losen Flüssigkeit und jedenfalls den Gebrauch von N äherungsver
fahren erfordert.

Die m athem atischen Schwierigkeiten, welche sich nam entlich bei 
Verwendung für konkrete Problem e der Anpassung der willkürlichen 
Funktionen an Grenzbedingungen entgegenstellen, erfordern spezielle 
m athem atische Studien, die noch nicht in den Rahm en der vorgelegten 
Ausführungen aufgenommen werden können. Dieselben bringen daher 
noch nicht d e f in i t i v e  L ö s u n g e n  des Problems, sondern nur e i n 
f ü h r e n d e  V o r b e r e i tu n g e n  hierzu.

G. Stationäre Strömungen um einen ruhenden
Körper.

Es sind zwei H auptfälle zu unterscheiden:
1 . Der K örper ist in einen Strom hineingestellt, und letzterer ist 

gezwungen, an dem K örper vorbeizufließen.
2. Der K örper wird vom Strom nur zirkulatorisch umflossen.
D urch K om bination beider Ström ungsarten entstehen Strömungen

m it besonderen Eigenschaften.
Die Bestimmung und U ntersuchung solcher Ström ungen kann für 

ebene, rein zweidimensionale Ström ungen ebenfalls un ter Verwendung 
des H ilfsm ittels der konform en Netze durchgeführt werden.

Es kommen zwei A rten von Körperbegrenzungen in B etrach t: 
Formen, deren Grenzflächen aus D iskontinuitätsflächen gebildet sind 
und Form en m it beliebigen Grenzflächen.

Das Netz X  ist ein Beispiel des ersten  Falles, es entspricht der 
Strömung um einen K reiszylinder, denn die Diskontinuitätsfläche



zwischen der Ström ung einer Doppelquelle und einer geradlinigen 
Ström ung ist eine Kreiszylinderfläche.

Die den Zylinderkreis um gebenden K reise des polaren Netzes 
sind die Strom linien der Zirkulationsström ung um den Zylinder. 
Netz X II stellt die K om bination beider Strömungen dar, von der 
aus, wie schon erw ähnt, die Tragflächentheorien der Aerodynamik 
entwickelt wurden.

Diskontinuitätsflächen entstehen bei Verdrängung eines Flüssig
keitsstrom es durch einen ändern; deren D arstellung ergibt sich 
durch N etzüberlagerung entsprechend den Beispielen V II und X; 
Überlagerung von I und V III ergibt eine D iskontinuitätsfläche m it 
ellipsenähnlichem Profil.

Die m athem atische Form ulierung erfolgt durch A ddition der 
Funktionen der E inzelström nngen; hierbei ist zu beachten, daß 
solche Ü berlagerungen Diskontinuitätsfläcben ergeben, bei welchen 
zwei Strom linien der Einzelström ungen in einer Linie liegen; es
können daher auch Netze m it K reisen als Strom linien (Netz V II
und VIII) m it dem polaren Netz überlagert werden.

Dem entsprechend ist bei der m athem atischen Form ulierung der 
Ü berlagerung der Netze auf diese Bedingung Rücksicht zu nehmen.

I. Strömung um einen beliebig geformten Zylinder.
Es wird sta tionärer Zustand, W iderstandsfreiheit und der Zylinder 

in Ruhe vorausgesetzt; som it kann  die Ström ung um den Zylinder 
und deren K om ponenten als Potentialström ungen angenommen und 
das Problem  kann  folgenderm aßen form uliert werden: D er Zylinder 
wird in eine durch ein Ström ungsnetz gekennzeichnete Strömung
hineingestellt, es soll die hierdurch ein tretende Ä nderung der Strömung 
bestim m t werden. Abb. 67.

Die Lösung kann durch E inführung einer H ilfsström ung ver
m itte lt werden, von der Eigenschaft, daß die ursprüngliche Strömung 
— kurz G rundström ung ipg benannt — als die Resultierende der 
H ilfsström ung %ph und der gesuchten Ström ung —  kurz R elativ 
ström ung ipr benann t — b e trach te t wird; man könnte die Hilfs
ström ung auch als V erdrängungsström ung bezeichnen. B edeuten xp , 
xph und ipr die Strom funktionen der genannten Ström ungen, so ist 
deren Zusammenhang durch den Ansatz gekennzeichnet

V ,  =  V V  +  V * » ...................................................................................................... 1

da alle drei Ström ungen der L a p la c e sc h e n  Gleichung entsprechen; 
demzufolge kann  vektoriell t> =  br +  tq gesetzt werden; die drei 
Geschwindigkeiten bilden ein Dreieck und haben üh und og gleich 
große K om ponenten in R ichtung norm al zu br , also norm al zur

Strömung um einen beliebig geformten Zylinder. 2 3 7
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Stromlinie y>r . In  den Punkten  der Grenzlinie, die ja  auch zum 
System xpr gehört, bestim m en sonach die Normalen zu dieser Linie 
die R ichtung der gemeinschaftlichen Komponente. Bei gegebener 
Grundström ung ist es nun möglich, in jedem P u n k t der Grenzlinie 
v  und vn zu berechnen und hierdurch die V erteilung von vn auf der 
Grenzlinie zu bestimmen, wobei es nun zweckdienlich ist, diese Ver-

Abb. 67.

teilung so darzustellen, daß vn als eine Funktion des Argumentes

o =  2  7i ausgedrückt wird, worin s die Länge der Grenzlinie von
S

einem P unk t ab und S  die ganze Länge derselben bedeuten; d. h. 
es wird dann vn als eine periodische F unk tion  von o erscheinen.

N un ist in jedem Punkte  eines zweidimensionalen Feldes die 
Geschwindigkeitskomponente nach irgendeiner R ichtung n

dcp , dxv
v — oder v =  — ,

n dn n d m ’

wenn die R ichtung von m senkrecht auf n s teh t; es wird daher

~  =  V  also y>h =  | vnd s  =  | v_ do
S

2 71

sein, d. h. es ist xph als periodische Funktion  von a  analytisch durch 
eine F o u r ie r s c h e  Reihe von der allgemeinen Form

\ph =  A 0 +  2 J A n c o s n o - j -  £  B n sin n o ........................II
darstellbar.
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Es kann , wie im weiteren gezeigt werden w ird, um eine ge
schlossene, stetig verlaufende K urve immer ein konformes zirkula- 
torisches Netz r =  g -f- i  a gelegt werden, das die K urve selbst als 
Netzlinie q =  en thält, und in dem die die K urve norm al durch
schneidenden N etzlinien die W erte 0 bis 2 n  erhalten; dieses Netz 
überdeckt somit die ganze Ebene außerhalb der Grenzlinie, es kann 
daher als K oordinatennetz verwendet und auf dasselbe die analytische 
D arstellung der Ström ungen bezogen werden.

Indem  nun ganz allgemein der Ausdruck

X = C 0 +  2 J C n . e ~ n r , ......................................m

worin % =  (p -f- i ip die Ström ungsfunktion, x == g i  o das Argument 
des zirkulatorischen K oordinatennetzes, CQ und Cn komplexe K on
stan ten  bedeuten, als Gleichung eines Strömungsnetzes verwendet 
werden kann, wird xph im m er durch eine Reihe

V>h ~ ao +  2 an e~ ne cos n o  +  e~ ne sin n a . . .  IV

dargestellt werden können, die für einen bestim m ten W ert Q =  Q0 
die P rodukte  an-e~n^  =  an und bn-e~e« =  ß n als K onstanten en t
hält, deren W erte aus der früher gewonnenen D arstellung von y>h 
durch die F o u r ie rs c h e  R eihe II  m it o als Argum ent erhalten werden, 
wenn p0 derjenige W ert der K oordinatenschar g ist, der der Grenz
linie zukommt. Es werden: a0 — A 0, an =  A n e+ne», bn =  B n e+”e», 
und wenn die W ertverteilung der q K oordinaten im zirkulatorischen 
K oordinatensystem  so gewählt w urde, daß Q0 =  0 is t, so werden 
einfach

a =  A b =  B  .n  n  n  n

F ü r g =  oo werden die W erte von rph und seinen Ableitungen =  Null. 
Die Gleichung IV  gib t die Grundlage für die K oordinatenberechnung 
der Strom linien rph =  konst. im K oordinatennetz r , und bei K enntnis 
der Transform ationsgleichung l  — f  (r), für die Berechnung der 
K oordinaten im  ̂- Feld.

II. Bestimmung des zirkulatorischen Koordinatennetzes.
Das r  Netz liegt im  zweifach zusammenhängenden, das Zylinder

profil um gebenden Teil der Ebene und kann dasselbe sowohl als 
K oordinatennetz, als auch als Ström ungsnetz für die Zirkulations
ström ung um  den Zylinder dienen; die Ström ung ist als P o ten tia l
ström ung rotationslos; bezeichnet den Vektor dieser Strömung, so

v d v \
^  -f- -j-^J e =  0, worin R  den Krümmungs-
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radius der Strom bahn, ds e das Längenelem ent der a -Linie (o =  konst.) 
im gleichen P u n k t der Bahn und e den E inheitsvektor des Rotors 
von ü„ bedeutet. Das Potential dieser Ström ung ist m ehrwertig; es
ergibt sich aus dem über den ganzen Umfang einer Stromlinie ge
nommenen Linienintegral

c =  § v z d s a =  § d o  =  2  71

der W ert der Z irkulation oder die zyklische K onstante, d. i. die Zu
nahm e des Potentialw ertes nach jedem Zyklus.

Die Beziehung . T,
vM =  f ( ? ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . V

gibt die V erteilung der Zirkulationsgeschwindigkeit in der G re n z 
l in ie  g =  g0 bei Annahme einer passenden Verteilungsfunktion f. 
D urch die Verteilung von vz is t auch die Verteilung des Poten tia l
wertes an der Grenzlinie bestim m t und kann das r-N etz  wieder nach 
dem graphischen Verfahren der Aneinanderreihung krum m liniger Qua
drate gezeichnet werden.

Brauchbare Profilformen m it Z irkulationsnetz erhält m an durch 
konforme Transform ationen wie folgt: Im  Netz V III Abb. 52, S. 183, 
kann eine außerhalb der stark  gezogenen Linie liegende strichlierte 
Linie als Profillinie g =  g0 angenom m en werden; das außerhalb be
findliche Netz ist bereits ihr Zirkulationsnetz. In  den Gleichungen 
auf S. 118 ist X  durch g, Y  durch o zu ersetzen, es folgen dann m it 
a =  1 in Polarkoordinaten die Gleichungen

r1 sin 2  />
=  lg y r 4 - ( - 1  — 2  r 2 cos 2  ■&, a — arctg

r 1 cos 2  §  — 1  ’

dies gibt m it r =  0 den Funktionsw ert der Schleifenlinie <2 =  0. mit 
r =  oo werden g =  -f- oc, o =  2 &, d. h. das r-N etz  w ird im Unend
lichen zum polaren Zirkulationsnetz: t  =  2 lg z .

Man erkennt, daß die Linien g >  0 in  der Nähe von g =  0 vier, 
von einer bestim m ten Linie ab aber keine W endepunkte besitzen;

d 2y
in den Schnittpunkten dieser Linie m it der y-  Achse wird - r -= =  0;

d x “
es ist nun leicht zu konstatieren, daß für diese Linie g — \ 2  is t und 
daß dieselbe die y-Achse in der E ntfernung r  =  1 , die ¡r-Achse in 
der E ntfernung r — F3 schneidet. Setzt m an daher £>0 =  }'2 , so sind 
die Profilslinie und die sie um gebenden Zirkulationslinien durchwegs 
gleichmäßig gekrüm m t und gehen letztere im Unendlichen in Kreise 
über.

Netz V III ist durch Addition zweier polarer Netze je von der S tärke 1  

entstanden, das kom plette Netz h a t die S tärke 2 . Dasselbe ist der
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Fall, wenn man zwei oder m ehrere polare Netze von einzeln ver
schiedener zusammen aber to ta ler Stärke 2  addiert, deren Pole in
einem endlichen Bereich liegen. Das resultierende Netz ist durch 
die Ausdrücke:

* =  J > „  lg (* +  c j  und C =  ~  =  JJ- V"
d z  z “4— cI n

analytisch beschrieben; hierin bedeuten vn die Stärken, cn die Orts
konstanten, n  die N um m ern der Pole. B enutzt man das polare Argu

ment z =  r e 1 ‘‘ und nim m t r so groß an, daß — gegen 1  verschwindet, 

so werden:

0  =  U > „ )  lg»-, =  =  0 ;

da aber nach Annahme 5]vn =  2  ist, so erhält man im Unendlichen 
p = 2 l g r ,  0  =  2  $ , wie für das Netz VIII. Die geschlossenen Linien 
werden im Lnendlichen K reise, deren Trajektorien radiale Gerade, 
wie im polaren  Netz; gegen das Innere deformieren sich die geschlos
senen Linien bis zu einer m ehrteiligen Linie (wie im Netz VIII), außer
halb welcher das Gebiet der brauchbaren Profilsformen nebst Zir
kulationsnetz liegt.

B ildet m an ein solches N etzgebiet analog Abb. 56a  und 56b ab, 
so erhält m an wieder brauchbare Profilsformen m it den zugehörigen 
Zirkulationsnetzen.

N im m t m an eine Grenzlinie, fü r die das Zirkulationsnetz bereits 
bekannt ist [z. B. Kreiszylinder —  polares Netz, Ellipse -— kon- 
fokales Netz; das Netz V III  in der Form  r — i Z  außerhalb der 
Schleife der Linien n X  — konst. usw.], so wird natürlich  die m athe
matische Entw icklung einfacher. Im  Lehrbuch der H ydrodynam ik 
von L a m b , § 7, S. 98 u. f. konnten die Beispiele der Ström ung um 
einen K reis oder eine Ellipse einfach durchgeführt werden, nam ent
lich da in  beiden Fällen  als G rundström ung die geradlinige Parallel
ström ung m it konstan ter Geschwindigkeit U  angenommen ist.

Obige M ethode ist aus dem Studium  dieser Beispiele un ter dem 
durch das Bedürfnis angeregten Bestreben entstanden, dieselben für 
den Gebrauch m it anderen G rundström ungen zu verallgemeinern.

Is t die H ilfsström ung bestim m t, so kann aus derselben und der 
G rundström ung nach Gleichung I die R elativström ung analytisch 
resp. durch N etzüberlagerung graphisch bestim m t werden.

K om biniert m an die R elativström ung m it der durch das Netz 
gegebenen Zirkulationsström ung entsprechend

V =  V’r +  « Q =  W  +  V > „ ................................. VI
P r ä s il ,  H y d r o d y n a m ik . 2. A u fl. 1 6
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so erscheint in analoger Weise wie im Netz X II anschließend an 
die Grenzlinie eine veränderte Lage der Stromlinien gegen die Grenz
linie, der eine Geschwindigkeitsänderung in solchem Sinn entspricht, 
daß hierdurch eine Pressungsverteilung an der Grenzlinie entsteht, 
die eine im wesentlichen quer gegen die Strom richtung gerichtete 
T otalkraft zur Folge ha t, die als dynam ischer A uftrieb bezeichnet 
werden kann, im Gegensatz zum statischen Auftrieb, bei dem der 
Pressungsunterschied nur von der geodätischen Lage der P unk te  der 
Oberfläche herrührt.

In  obiger Gleichung VI ist xp die resultierende Strom funktion, 
xp, die Strom funktion der Zirkulationsström ung, in dem a den 
Funktionsw ert der p-N etzlinien und e einen Zahlenwert darstellt, 
der die Dichte der Zirkulationsström ung bestim m t; da

ist, so erkennt m an, daß, sofern man m it (iri) die der einfachen 
Netzlinienverteilung entsprechende Geschwindigkeit bezeichnet, der 
W ert von e ein Maß für die Größe des Einflusses der Zirkulation ist.

Die Eigenschaft der Zirkulation, den Auftrieb zu erzeugen, hat 
L a  m b im § 69 seiner Hydrodynam ik am  Beispiel der Strömung um 
den Kreiszylinder erm ittelt; die m oderne, un ter dem Einfluß der 
Bedürfnisse im Flugzeugbau entstandene Entw icklung der Aero
dynamik hat zur Ausbildung von Theorien hinsichtlich der Bestim 
mung von passenden K örperform en und deren A uftriebskräfte ge
führt, die in gedrängter, aber doch vollkommen übersichtlicher Weise 
im H eft 39/40 der Sammlung V iew eg  un ter dem Titel „Die hydro
dynamischen Grundlagen des Fluges“ von Dr. R ic h a r d  G ra m m e l, 
m it reichen Angaben von L iteraturquellen zusam m engestellt ist. Die 
m athem atischen Entwicklungen sind zum größten Teil m it dem 
H ilfsm ittel der V ektoranalysis und unter Verwendung der Theorie 
der konformen Abbildungen, jedoch ohne Verwendung der Netze 
selbst durchgeführt; es liegt außerhalb des Rahm ens dieses Buches, 
diese fertigen Theorien wiederzugeben, es wird daher nur auf die 
L iteratu r verwiesen.

Die Verwendung von N etzen ermöglicht nun die Anwendung 
graphostatischer Methoden zur A uftriebbestim m ung, indem bei ge
zeichnetem Ström ungsnetz die Geschwindigkeitsverteilung und un ter 
Verwendung des B e rn o u llis c h e n  Satzes die Pressungsverteilung er
m itte lt und dann m ittels Seil- und Kräftepolygon die Resultierende

de o do
dse

III. Auftriebsbestinimung.
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und hierm it der Auftrieb und dessen Moment m it der dem Ingenieur 
geläufigen Methode bestim m t werden kann. Zur Kontrolle kann dann 
immer die Methode der analytischen K om ponentenbestim m ung ver
w endet werden.

N ach dem B e rn o u llis e h e n  Satz ist, wenn man vom Einfluß der
geodätischen Lage des K örpers und den W iderständen absehen kann,

‘2
v V

7 T~ +  ~  worin nun v die to tale Strömungsgeschwindigkeit an a y
der Grenzlinie, p die Pressung und k die durch den bekannten Zu
stand an irgendeinem  P unk t des Strömungsgebietes bestim m te K on
stante bedeuten; auf der B reite 1  haben die Elem entardrücke an dem 
umflossenen Zylinder Abb. 6 8  folgende W erte

d P =  -)- d P s in a

T rägt m an auf der y -  Achse zu jedem y  der Grenzlinie die zu-

deren F lächeninhalt dem W ert von Px entspricht. Analog erhält m an 
an der X -  Achse eine geschlossene K urve, deren Fläche dem W ert P y 
entspricht.

E ine andere D eutung ergibt sich durch folgende Zerlegung

n

Die In tegration  erstreck t sich über 
den ganzen Umfang der G renzkurve; 
es werden hierbei § d y  =  0 , § d x  =  0  und somit

A b b . 68.

VII

v 2 d y  =  v 2, d s  sin a

16*
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Nim m t m an s ta tt den längs der Grenzlinie veränderlichen W ert von 
v = v s i n a  einen M ittelwert v ym und ebenso für vx =  v c o s  a den 
M ittelwert vxm, so folgt

P_ =  4- « (B^cüs, P„ =  — v„„. | v d s .X  Vt2 y  v ™  J  9 * 2  g

Die angedeuteten m odernen Theorien ergeben für den Fall reiner 
geradliniger Parallelström ung als G rundström ung, also vg =  konst.,

V y m  =  ^ V g y  V x m  ^ V g y  V v x i

wobei die eingeführte Bezeichnung andeutet, daß die gestörte Grund
ström ung diese W erte im Unendlichen beibehält; som it erhält man

P  =  -\- — v  e, P  =  — — v  e, . . . .  VII oor x n uy oo ± y g XV, >

wenn m an den W ert der Zirkulation m it e bezeichnet, also j v d s  =  e 
setzt.

F ü r das M oment, das un ter dem Einfluß der Pressungen am 
K örper wirksam wird, erhält m an:

M  =  j ( - d P x,y) +  ( + d P y,x) =  Ycj + V III

als Gleichung für das Moment, dessen W ert, analog wie früher, durch 
graphische In tegration  bestim m t werden kann.

Durch ähnliche Zerlegung, wie früher, erhält m an für den Fall 
geradliniger Parallelström ung

M  =  -  { g ( m x V x v  +  m y Vy J ................... V IIIOO

m it mx =  § v y  ds; m y =  § v x d s .

Die Gleichungen VII und V III gelten ganz allgemein für beliebige 
zweidimensionale G rundström ungen, die Gleichungen V III und IX  
nur für gleichförmig parallele G rundström ung; die Aufstellung der 
letzteren und deren Verwendung für Problem e der Flugtechnik ist 
durchaus berechtigt, deren Verwendung für Problem e m it anderen 
G rundström ungen jedenfalls nur näherungsweise.

Die Berechnung nach den Form eln V IIoo und VIIIoo b ietet aber 
bei gezeichneten Strom netzen keine Schwierigkeiten.

H ierm it ist die allgemeine Theorie der U m ström ung eines ein
zelnen Körpers erledigt.
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H. Stationäre Strömung zwischen mehreren 
ruhenden Körpern.

F ü r die H ydrotechnik von W ichtigkeit ist die Ström ung durch 
Gitter, das ist die Strömung in, zwischen und aus Räum en, in denen 
sich in gleichen geraden A bständen oder in  gleichen Bogenabständen 
kongruente Zylinder befinden. Die gerade Anordnung ha t praktische 
B edeutung für die Theorie der M ehrdecker, die Anordnung in Bogen
abständen fü r die Theorie der L eitapparate von K reiselrädern und 
dann auch für diese selbst.

D a wieder Potentialström ung vorausgesetzt wird, so kann m an das 
Strömungsbild im polaren Netz durch konforme Abbildung in Parallel
streifen, also auf die gerade G itteranordnung zurückführen. Man 
könnte dann allerdings als G rundström ung eine geradlinige Parallel
ström ung annehm en, die aber n icht ohne weiteres zu gebrauchen ist, 
da ja die einzelnen K örper gegenseitig Störungen in der G rundström ung 
verursachen; m an muß trachten, eine Anordnung zu erhalten, in der 
sich nur e in  K örper befindet, h ierfür die Ström ung um diesen K örper 
zu bestim m en und dann durch konform e Abbildung die A neinander
reihung herzustellen.

N im m t m an im polaren Netz eine geschlossene K urve von
solcher G estalt an , daß dieselbe bei konform er polarer Verviel-

1
—  #

fältigung entsprechend z” =  2 ,  r =  R n, © =  — die Form  eines
n

Schaufelprofiles erhält, so kann die angenommene Einzelfigur als 
zweckdienliche R andlinie für die geplante D arstellung dienen; durch 
iprj =  lg r  - f -  m  $  =  \pgu -|- y gr ist dann  eine Grundström ung beschrieben, 
deren Linien logarithm ische Spiralen sind. Bestim m t m an das die R and
linie enthaltende zirkulatorische Netz als K oordinatennetz fü r die 
Linien der H ilfsström ung, so kann  bei angenommenem W ert von m 
die periodische W ertverteilung von yjh längs der Randlinie und dann 
m ittels der eingangs dieses K apitels beschriebenen Methode die 
H ilfsström ung durch Rechnung und dann die R elativström ung durch 
graphische Funktionenaddition bestim m t werden; es ist aber zweck
mäßig n ich t m it der to talen  G rundström ung, sondern m it deren 
K om ponenten y  und ipgu getrennt zu arbeiten. Man erhält dann 
die Strom linien der radialen  und der kreisenden Durchflußströmung, 
die m an schließlich zur to talen  D urchflußström ung >pr vereinigen 
kann; dieselbe, sowie deren beide K om ponenten en thalten  die R and
linie als Teile von Stromlinien.

Die zeichnerische A rbeit im  polaren Grundnetz ist zwar um
ständlich und m it Schwierigkeiten verbunden, aber vorläufig n icht zu
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umgehen. Die D arstellung m it Hilfe des konfokalen Grundnetzes 
als K onstruktionsnetz durchzuführen, das ja auch in ein Streifen
netz transform iert werden kann, wäre bequem er, scheitert aber an 
der Eigenschaft, daß dieses Streifennetz ein Doppelnetz m it sym 
metrischer B ildverteilung und daher für die geplante Darstellung un
brauchbar ist.

Dieser Nachteil des konfokalen Netzes h a t sich aus einer L nter- 
suchung der R esultate der Prom otionsarbeit von Dr. techn. D o r in  
P a v e l ,  dipl. Masch.-Ing. E. T. H. ergeben. Siehe hierüber die im 
Verlag von Rascher & Co., A.-G., Zürich, erschienene Broschüre „Ebene 
Potentialström ungen durch G itter und K reiselräder und die gleich
betitelte K larstellung“ in  der Schweiz. Bztg. 1925, Bd. 8 6 , S. 235.

Zirkulatorische Netze sind natürlich untereinander auch konform ; 
es erscheint daher nicht ausgeschlossen, als Abbildung der ange
nommenen Einzelfigur und ihres zirkulatorischen Netzes den E inheits
kreis im  Netz X  und dessen Zirkulationsnetz zu benutzen, die Grund
strömung aus dem ersten ins zweite Netz übertragen und an der so 
erhaltenen einfacheren F igur die Hilfsström ung konstruieren und 
dieselbe wieder rückw ärts und weiter ins G itter abbilden zu können; 
ein Versuch hierüber liegt noch nicht vor.

Von Bedeutung für die Strömung durch L eitapparate  ist der 
Einfluß der Zirkulationsströmung deshalb, da von der Stärke der
selben die Neigung der Zufluß- und Abflußrichtung zum und  vom 
L eitapparat bei gegebener Grundström ung abhängig ist. Es ist 
daraus zu schließen, daß bei unrichtiger Führung um gekehrt auch 
die Größe der Zirkulation beeinflußt wird.

W enn eine derart gefundene Darstellung auch noch keineswegs 
der W irklichkeit entspricht, da ja  die W iderstände und  nam entlich 
die Turbulenz gar nicht berücksichtigt sind, so kann  doch deren 
Vergleich m it Versuchsresultaten klärend für die Beurteilung des 
Einflusses dieser Strömungen und dam it dem eigentlichen Zwecke 
hydrodynam ischer Untersuchungen, d. i. der Analyse der Ström ungs
vorgänge dienlich sein.

,T. Stationäre Strömung in bewegten Räumen. 
Stationäre Relativströmung.

1. Geometrie (1er Strömung.
Ström t Flüssigkeit längs fester W ände eines kanalförmig aus

gebildeten Hohlraumes, der selbst gegenüber der Erde eine Bewegung 
besitzt, so heißt die Ortsveränderung der Flüssigkeit gegenüber dem



Gehäuse des Hohlraumes deren Relativbewegung, diejenige gegenüber 
der E rde deren Absolutbewegung.

Die Form en beider Bewegungen sind verschieden und stehen 
durch die Form  und A rt der Bewegung des 
Hohlraum es m iteinander in einem bestim m 
baren Zusammenhang.

Es sind zwei Fälle zu unterscheiden:

1 . Die Flüssigkeit bleibt im bewegten 
Raum  eingeschlossen.

2 . D ie Flüssigkeit durchström t den beweg
ten  Raum.

1 . F a l l ,  Abb. 69.

Entnom m en aus der D issertation von 
H errn Dr. O e r t l i :

E ine kreisrunde zylindrische Schale war 
an  einem um  eine lotrechte Achse rotieren
den R ad  derart befestigt, daß die Zylinder
achse parallel zur Drehachse, aber im festen 
Abstand e gelagert war. Die Schale wurde 
zum Teil m it W asser gefüllt, auf den W asser
spiegel wurde Aluminium pulver gestreut und 
das R ad in  R otation versetzt: das Pulver 
ordnete sich nach konzentrischen Kreisen, 
und es t r a t  die Erscheinung einer Drehung 
des W asserinhaltes um  die Gefäßachse im 
entgegengesetzten Sinn der R addrehung her
vor. Nach einiger Zeit verschwanden die 
Kreise zuerst am  Rand, bis im weiteren Vor
dringen die ganze Fläche einfach das Bild 
einer m it P ulver bestreu ten  Ebene bot. Bei 
Stillstellung des R ades zeigten die wieder 
entstehenden Kreise zuerst Drehung, aber im 
entgegengesetzten D rehsinn an. bis schließ
lich voller S tillstand ein tra t. Die sich zuerst 
einstellende, dann durch die Bewegungs
w iderstände vom  R and aus vernichtete D re
hung ist eine e x a k t e  R e la t iv b e w e g u n g ,  
der eine bestim m te Absolutbewegung en t
spricht; die zweite D rehung ist nicht eine Relativbewegung, sondern 
d irek t eine Absolutbewegung, da das R ad  stillsteht; beide sind Träg
heitserscheinungen.
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Die Erscheinung bleibt im  Wesen auch bei ändern Profilen des 
Zylinders gleicher A rt, es schmiegt sich die Bewegungsform der 
Flüssigkeit der Profilsform wenigstens an Stellen stetiger K rüm m ung 
der Profilslinie an; wird s ta tt W asser Öl also eine Flüssigkeit von 
größerer V iskosität in  die Schale gegeben, so tre ten  die geschilderten 
Erscheinungen nicht auf.

2 . F a ll .

Derselbe um faßt die Ström ung durch bewegte Kanäle.
D enkt m an eine kleine Kugel m it der Flüssigkeit bewegt, so 

w ird die Bahn derselben von einem Beobachter, der seinen S tand

punkt am Gehäuse des bewegten Hohlraumes h a t und daher mit
demselben bewegt wird, in derjenigen Form  gesehen, die der R e
lativbewegung entspricht —  R elativbahn — ; von einem S tand

punkt auf der Erde hin-
gegen in der der Ab
solutbewegung entspre
chenden Form  — Ab
solutbahn —  Abb. 70.

E in bestimm ter Zu
sam m enhang der Bah
nen m acht sich bei die
ser Form  des Schwimm
körpers n icht direkt be
m erkbar.

D enkt m an jedoch 
s ta tt  der K ugel zwei

durch ein Gelenk m iteinander verbundene Stäbchen von der fingierten©
Eigenschaft, daß sich das eine Stäbchen in R ichtung der R elativbew e
gung, das andere in R ichtung der Absolutbewegung einstellt, so wird 
von beiden Standpunkten aus zu beobachten sein, daß im allgem einen 
die gegenseitige Lage der Stäbchen bei ihrer Bewegung m it der

Abb. 71.
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Flüssigkeit sich ändert, und wenn mehrere solcher Schwimmkörper 
gleichzeitig eingebracht w erden, auch an verschiedenen Orten ver
schieden ist; weiter aber 
wird zu bem erken sein, daß 
die Lage des durch die Re
lativbewegung orientierten 
Stäbchens sich bei jeder 
Bewegung des Hohlraum es 
im wesentlichen an die 
R ichtung der Kanalachse 
(Mittellinie des Kanals) an
schmiegt, w ährend die Lage 
des durch die Absolutbewe
gung orientierten  Stäbchens 
sich m it der Bewegung des 
Hohlraumes ändert.

Ein anderes Experim ent 
ist folgendes: D enkt man 
eine große Anzahl solcher 
Schwimmkörper m it der 
Flüssigkeit bewegt, so kann 
sich bei geeigneter Aufein
anderfolge derselben durch 
M omentphotographie ein 
Netzbild ergeben, in dem 
die durch die R elativbew e
gung orientierten Stäbchen 
sich zu einem Liniensystem  
vereinigen, das den relativen 
Strom bahnen entspricht, 
während die ändern  S täb
chen sich zu einem das erste 
schneidenden Liniensystem  
vereinigen, das die Strom 
linien darstellt, nach denen 
im Moment der Aufnahme 
die Absolutbewegung s ta t t
findet. Abb. 71.

H err Dr. 0  e r t l i  h a t dieses 
Gedankenexperim ent durch 
Moment- und  K inoaufnah
men der Ström ung im be
wegten K reiselrad verw irk
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licht, wie aus den seiner D issertation entnommenen Abb. 73 und 74 
zu ersehen ist.

In  den Kinoaufnahm en Abb. 74a ist die R elativbahn durch die 
natürlich in aufeinanderfolgenden Lagen abgebildeten Schaufeln, die 
A bsolutbahn durch die dieselben schneidenden Strom linien zu erkennen.

A bb. 7 4 a . A b b . 7 4 b .

In  der Momentaufnahme, Abb. 73, ist die R elativbahn gut, die Ab
solutbahn schwach erkenntlich. Abb. 72 zeigt die Ström ung durch das 
ruhende, Abb. 74b die R elativström ung im sich drehenden Kreiselrad.

Is t nun die Bewegung sowohl der Flüssigkeit als auch des H ohl
raumes derart beschaffen, daß sich dauernd solche kongruente Netze 
aufnehmen lassen und bleibt hierbei auch die Pressung in jedem



Punkte dauernd dieselbe, so ist die ganze Bewegung stationär; es 
kann dies natürlich nur eintreten, wenn die Relativbewegung und 
die B ew egung des Hohlraums stationär sind, bleibt aber immerhin 
ein Abstraktum, da es nur unter ganz besonderen Bedingungen mög
lich ^ äre, die Zuflußverhältnisse zum K anal dauernd stationär zu 
erhalten; in den K anälen der Kreiselräder wird die Bewegung im 
allgem einen periodisch stationär.

B ei Verwendung derselben Darstellungsweise wie für die statio
näre Bew egung in feststehenden Räum en wird es jedoch zweck
dienlich sein, vom Abstraktum  der stationären Relativbewegung aus
zugehen, d. h. stationäre Form en derselben anzunehmen und deren 
Bestandsm öglichkeit und Grenzen zu untersuchen.

Für die m athem atische D arstellung wird ein mit dem beweg
lichen Hohlraum festverbundenes K oordinatensystem  anzunehmen  
sein; in den auf dasselbe bezogenen Fundam entalgleichungen ist die 
Zeit als Veränderliche nicht enthalten und es sind alle partiellen  
Ableitungen nach der Zeit gleich Null; hingegen sind nach dem  
Satz von C o r io l is  die Ergänzungskräfte der Relativbewegung ein
zusetzen.

Bestim m t man jedoch die Bewegung in bezug auf ein m it der 
Erde festverbundenes K oordinatensystem , so müssen die Fundam ental
gleichungen die Zeit enthalten , da die Punkte des feststehenden  
Raum es ständig m it anderen Punkten des beweglichen Raum es zur 
Deckung kommen. D ie Bewegung ist daher formell gegen den festen  
Raum  n ic h t  stationär.

Es wird genügen, den Fall gleichförmiger R otation von Kanälen  
um eine feststehende Achse entsprechend der Anwendung auf K reisel
räder zu behandeln.

D ie allgem einen geom etrischen Eigenschaften der Form funktionen  
der Relativbew egung sind dieselben wie im Falle des feststehenden  
Raumes; es sind daher auch alle auf dieselben basierenden geom e
trischen M ethoden für die graphische D arstellung von R elativ
strömungen verwendbar. A ls notw endige Ergänzung ist der Zu
sam menhang der relativen Strombahnen m it den absoluten Momentan
strom linien zu untersuchen; es wird derselbe zuerst für den 1. Fall 
bestimmt.

I. Die Relativ- und Absolutbewegung einer reibungsfreien 
Flüssigkeit in einem rotierenden Kreiszylinder.

Abb. 75 ist der Grundriß der Anordnung, 0  die Drehachse, 
o die Zylinderachse; es wird nun entsprechend der Erscheinung 
beim  Versuch S. 247 angenommen, daß die Flüssigkeit relativ gegen
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die Schale m it einer W inkelgeschwindigkeit um die Zylinderachse 
rotiert, die der Größe nach gleich, dem Drehsinn nach entgegen
gesetzt jener der Scheibe ist. Behufs m athem atischer Formulierung  
dieser Erscheinung ist das feststehende Achsensystem  x 0  y und das 
um 0  sich drehende Achsensystem  o 0  C anzunehmen. D ie R elativ
bahn eines Punktes der Flüssigkeit in der Entfernung a von o sei 
der Kreis vom  Radius a um o; dieser Punkt liege am R adius
vektor r, der zur Zeit t von 0  o den Bogenabstand a, von Ox  den 
Bogenabstand d habe. Es sind nun:

w =  ct cd die totale R elativgeschwindigkeit,

w , =  - j -  w cos ß die radiale K om ponente derselben im  Punkt p ,  

w  =  _  w s i n ß  die tangentiale Kom ponente derselben im  Punkt p .  

w wird negativ, da bei der vorausgesetzten Drehrichtung der Flüssig-
i . d a  , .  . .keit —  negativ wird. 

d t
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Abb. 75.
W egen

90 +  ß  =  y - f -  a ,  a  sin y =  r s in « , a  cos (180 —  y) =  r c o s a  — e 

werden w r  =  coe sin cc, w u  =  co (e cos a  —  r ) ,

der Rotor dieser Geschwindigkeit ist

2 f l  = 1 ( ^ , 1
r r V  dr da

d , d . . \
—  (co er  co sa  — cor“) — (aiesinc:)
d r y J d a K ’

=  — 2 co.

Entsprechend dem Geschwindigkeitssatz der R elativbew egung sind 
m it Bezug auf das sich drehende Achsensystem  die K om ponenten der 
Absolutgeschwindigkeit

v =  wr =  co e sin a . vu =  wu -\- r co =  co e cos a,
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hiermit die totale Absolutgeschwindigkeit

2 5 3

Es wird
v =  } vx- - f  t)s3 =  CO e.

d. h. die Absolutbewegung besitzt ein G eschwindigkeitspotential, da 
2 ü a =  rot b =  0 ist.

Bezieht man die Absolutbewegung auf das feststehende Achsen
system , so werden

vx =  vr cos ~  vu sin <5 =  co e (sin a cos <5 — cos a sin 8) =  co e sin (a — <5), 

vy =  vr sin ö +  vu cos <5 =  cd e (sin cc sin <5 cos a cos 8) =  co e cos (a — d).

Nun ist d =  et -j— co t und som it

Die Absolutbahnen sind also im  feststehenden R aum  für alle Punkte  
in der Schale K reise m it dem Halbmesser e entsprechend einer 
rotationslosen kreisförm igen Translationsbewegung.

D iese m athem atische Untersuchung führt hierm it darauf, daß 
für die Absolutbewegung ein Potential existiert. Hieraus ergibt sich 
die w ichtige Tatsache, daß die W irbelhaftigkeit n ic h t  an  d ie  
F lü s s ig k e i t ,  sondern an  d en  R a u m  gebunden ist; die F lüssig
keitsbewegung wird m it der D r e h u n g  der Schale gegenüber derselben  
m it R o t a t io n  behaftet; gegenüber dem  r u h e n d e n  K oordinatensystem  
hat die F lüssigkeit k e in e  R o ta t io n .

D ie obige Untersuchung kann auf eine allgem einere Grundlage 
gestellt werden:

Ist y> die Strom linienfunktion irgendeiner ebenen zw eidim ensio
nalen Strömung, so sind die G eschwindigkeitskom ponenten im polaren 
K oordinatensystem :

dx dy
vx — — -r r n e  sin coi, vy =  — -  =  -j- co e cos co t ,

und der R otor

hieraus folgt:



d. i. die allgem eine Differentialgleichung einer zweidim ensionalen  
Strömung; m it ü  =  0 geht dieselbe in die Gleichung für eine 
Potentialström ung über.

Bezieht man die Gleichung auf das bewegliche K oordinaten
system  o O C ,  setzt Q =  — c d  und xpr statt y> ein, so ist:

d-y.’r 1 dxpr
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dr2 r dr r‘*dft2
— 2<x>

die allgem eine Differentialgleichung für eine R e la t iv s t r ö m u n g  im  
r o t ie r e n d e n  K r e is e lr a d .  Ein partikuläres Integral ist

r2 cd

denn es werden:
d*yjp 1 dyip _  8V p
dr2 “  W’ r dr r2dft*

also — CD — CD O =  — 2 (D.

D ie Differentialgleichung a wird allgemein erfüllt, wenn zu noch 
eine Potentialfunktion yjr addiert wird, da dann die Gleichungen 
gelten y>r =  yjp -{- W  und

g2yjr £  dy^ cPyr =  f dfty\ 1 dy>v d2y>r \
r dr r2g # 2 Vgr2 dr ' r2 dft2)

I , f v A  =  0 _  2 co.
\  0v2 r dr r2 d ft2)

Benützt man m it c als konstanter Zahl und e als konstanter 
Länge den Ansatz:

yjv =  co er  cos ft — er2 cos 2 $ ,

—^  =  -4- co e cos ft — 2er  cos 2 # ,  
dr

 ̂ \ v- — -4- — 2 c c o s 2 f t ,
dr2 ~

— =  4- co C cos & — 2c  cos 2 # ,
r dr ' r

c 11 r Qj- cos 4 c  cos 2

so folgt

r2 a d2 r

m ithin ü v =  0; d. h. der obige Ansatz entspricht einer Potential
bewegung; es wird daher:

oO T  CO
y>r =  -\~ co er  cos ft — c r2 cos 2 f t  —- ;
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führt man die kartesischen Koordinaten

¿ =  r c o s # ;  r] =  r sin?? 

ein, so erhält man folgende drei Gleichungen

y>v =  co e f  — c (¿2 — »;2) ,

xpr =  00 ei; —

Hiernach sind die Linien konstanter Funktionswerte yjv gleich
seitige H yperbeln m it dem M ittelpunkt n in der ¿-A chse, in  der 
_  , oo e
Entfernung = —  von 0; die Linien konstanter W erte w  sind  c
E l l ip s e n  m it dem M ittelpunkt m und den Brennpunkten auf der

¿-A chse, ersterer in der Entfernung £ =  — ~ 6—  von 0 , letztere
oo -f- 2 c

V ,

entfernt; die Linien konstanter W erte w sind Kreise um 0 m it den

in Abständen e — i  [/ \ 2 e)  cu2----- ¿̂te2 V° m M ittelpunkt m

Radien: i ■ W p )

00

Hierm it ist die Flüssigkeitsbewegung in  einem exzentrisch auf der 
rotierenden Scheibe liegenden elliptischen Zylinder beschrieben, be
zogen auf das sich drehende Achsensystem .

Mit c =  0 werden

YV =  cw e |, cpr =  M e % ~  Y  +  VO •

Die Linien konstanter W erte yjv sind Gerade senkrecht zur ¿-A chse
w

in Abständen ¿ =  -j — von 0 ,  die Linien konstanter w - W erte
00 c

sind K reise m it dem M ittelpunkt m auf der ¿-Achse im Abstand e 

von o und m it den R adien a =  \! e2 — — es sind dies hiermita  =  y e2 -
co

die Ausdrücke für die Bestim m ung der Funktionswerte zum geschil
derten Versuch. Abb. 76.

D ie Differentialgleichung für yjr ist, abgesehen davon, daß sie  
in Polarkoordinaten ausgedrückt ist, von gleicher Art wie diejenige, 
die zur Bestim m ung von Rohr- und Kanalprofilen m ittels Funktionen-
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addition dient. D ieses H ilfsm ittel ist daher zu gleichem  Zweck im  
vorliegenden Theorem verwendbar; ebenso gibt die Gleichung ipr =  
-ipv -|_ ip die Führung zur Bestim m ung einer der Linienscharen aus 
den beiden ändern im Sinne der Funktionenadcliton; der Gebrauch 
dieses H ilfsm ittels ist daher im W esen dasselbe, wie auf Seite 126 
geschildert.

A b b. 76.

II. Die Relativ- und Absolutbewegung einer reibungsfreien, 
durch rotierende Kanäle strömenden Flüssigkeit.

D a die Differentialgleichungen für y>r und y>r n icht an Scharen 
geschlossener Kurven gebunden sind, so bilden dieselben auch die 
Grundlagen für die m athem atische Bestim m ung von Durchfluß
strömungen entsprechend dem 2. Fall durch rotierende Kanäle, die 
derart gebaut sind, daß in denselben bei Reibungsfreiheit ebene 
zweidimensionale Strömungen möglich sind. D ieselbe ist die Grund
lage zu der von W. K u c h a r s k i erdachten und ausgearbeiteten  
Methode, die in dessen Publikation: „Strömung einer reibungsfreien  
Flüssigkeit bei R otation fester Körper“ beschrieben ist (Verlag von  
Oldenbourg, München und Berlin). Dr. O e r t li  hat dieselbe als Füh
rung bei seiner Promotionsarbeit verwendet.
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2. Kinematik der stationären Relativbewegung.
Zwischen den K om ponenten der Relativgeschwindigkeit und der 

A bsolutgeschw indigkeit bestehen folgende B eziehungen:

w z =  v z , w r =  v r , w u =  v u —  r c o  

und dem entsprechend zwischen deren Rotoren:

2 P
d r  d z  d r  d z ~

2 0  +  _ ^ u  , Svu 2 r ) _ 2 i )
"  d r  r  r  r  d f t  d r  r  V d f t  ~  az ~  2 ( 0  >

2 0  -  S w u d w ?  _ d v u d v z _

d z  r d ü  d z  r  d f i  " ar  ’

Sind die W erte der absoluten Rotoren =  Null, so ist nur der rela
tive Rotor 2 Q  r ,  =  — 2 co m it der Achsenrichtung z  vorhanden, 
der aber nicht an die Flüssigkeit, sondern an den rotierenden Raum  
gebunden ist; alle ändern Rotoren, wenn solche vorhanden sind, sind 
m it der Flüssigkeit verbunden und daher für beide Bewegungen  
gleich; für diese gelten die H e lm h o ltz s c h e n  W irbelsätze. Auch die 
Kontinuitätsgleichungen:

d w  d w  i»  d w r
~ä7~ +  ~ä---- ------- -̂-2 q =  d i v t o  — 0,d z  d r  r  r d v

d v ,  , d v „  v., d v
~ä — n----- — '— I-cTq =  & =  0 >d z  d r  r  r d &

hat das Glied r  oj keinen Einfluß. Ist m ithin die K ontinuitäts
bedingung für die eine Bew egung erfüllt, so ist dies auch für die
andere B ew egung der Fall.

3. Dynamik der Relativbewegung bei gleichförmiger 
Rotation der durch strömten Hohlräume.

Die drei Bewegungsgleichungen I , I I ,  III auf Seite 2 4  erhalten 
für Zylinderkoordinaten z ,  r,  §  folgende Formen:

1  d p  d v z d v z d v z d v r d v

* ~  e d z ~  Tt~ ~  ~dt r ** J t + V r - f r + V * 7 d ö ......................  1
K  - ^ dl  =  d^ - VJ - ^ dVr + v  SVZ + V  8_ ^ + v  _  VJ _  H

g  d r  d t  r  d t  ^  2 d z  ' r d r  ^  u r d &  r  ’

K -  L l l -  =  ^  =  „ SVu
“  g  r d d  d t  1 r  d t  2 d z  r d r

d v  v  v
-4 -  V   «  _ L  H I

u r d 9  ' r
P r ä s i l ,  H y d ro d y n a m ik . 2. A u fl. 1 7
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D ie Glieder — 1 — entsprechen den durch die Verwendung
r r

der p o la r e n  K o o r d in a t e n  r, fr in die Gleichungen eintretenden  
Gliedern der Zentripetal- und Bogenbeschleunigung.

Schreibt man in diesen Gleichungen w2, wr, wu statt vz, vr , vu, 
setzt K . =  reo* +  2 w uco, K u =  — 2 w r co, das sind die Kom ponenten  
der Beschleunigungen der Ergänzungskräfte der Relativbewegung, und  
nimmt der Einfachheit halber K,  =  — g entsprechend lotrechter An
ordnung der z-A chse als Drehachse der Hohlräume an, so erhält man 
das System  der Fundam entalgleichungen der R elativbew egung, be
zogen auf das sich zwar m it der konstanten W inkelgeschwindigkeit a> 
drehenden, aber wegen Einführung der Ergänzungsbeschleunigungen  
als feststehend zu betrachtende Zylinderkoordinatensystem  z, r, fr. 
Umformt man das Gleichungssystem der relativen Bewegung nach 
dem Schema: I dz  +  H dr  +  l l l r d f r ,  so erhält man analog wie 
auf Seite 27 u. f.

— g dz  +  d (r _j_ 2 co [u)u dr •— wr r d f r ]  - d p
u Q

dw, dw dw
—- dz  d   dr Ą   r d fr
dt ~  dt dt

worin 2 ¡Qr ein die Rotoren der Relativbewegung enthaltender Diffe
rentialausdruck ist. Mit der Bezeichnung r co — u kann

d t ^ L  =  s r a i  %  
2 2

gesetzt werden; d L  =  wudr — wr r dfr ist die Differentialgleichung
der Projektion der m omentanen Strom linien auf die r, / /-E b e n e ;

w dr  . .
denn mit L =  0 wird — =  —— ; hiermit s in d :

w.. r dfr

dL dL
Wu =

man erhält
^ u  3  Q Q  1“ dr rdfr

2 co (wu dr — wr r dfr) =  [(2 co) • w'\ =  grad 2 co L.

D ie ganze Gleichung B r erhält in vektorieller Schreibweise die Form:

(  V  W 2 U -  r \  , 1 0tt> 1 r ■, - T-, TTTgrad z -j    ■ 2 co L)  -\-------—  — — [ro • rot toi =  0 .  B  111
y  V ^  y  r  2 g  2 g  J g d t  g 1 J

Kann hierin — [ir • rot in] =  grad yj gesetzt werden, so erhält m an :



Im stationären Zustand sind dann die W erte von j» und w durch 
Funktionen der Ortskoordinaten bestim m t; d. h. es ist bei solchen  
Form en, für die eine solche Funktion 2J existiert, widerstandsfreie 
Strömung möglich.

D ie Gleichungen I bis III sind m it A  =  — g; K  =  0; K  = 0
die Gleichungen der auf das drehbare Achsensystem  bezogenen
Absolutbewegung, zusam mengefaßt erhalten dieselben die Form:

grad[z +  l + V̂ + Y y t -~[t>.rot»]  =  0 . . . Bam
oder sofern — [o • rot bj =  grad (& gesetzt werden k ann :

^ « ¿ ( 2  +  -  +  J - - © )  +  - | -  =  0 . . . .  B ™V y 2 g  J g dt • “

Ist die Absolutbewegung eine Potentialbewegung, dann ist
für dieselbe 2 Q a =  0  und für die zugehörige Relativbewegung  
2 Q r =  2 D rz =  — 2 <x>; es wird der Betrag von [tu • rot tu] =  — 2 w' co, 
da Q rz parallel zur z-A chse gerichtet ist. w' ist die Projektion  
von w auf die Ebene r, ft. Der Vektor [tu-rot m] liegt parallel zu 
dieser Ebene und steht senkrecht auf w', seine K om ponenten sind 
in der Richtung R gleich ( 2 co) • ( + wM), in der R ichtung senkrecht
auf r gleich (— 2 m )(— wr), und som it wird [ro-roim] =  — 2 co wu dr
+  2 a>wr r dft  =  — grad 2 co L  =  grad V. D ie Gleichung B r der R elativ
bewegung wird som it einfach:

, ( . V . w>2 w3\ 1 gtügrad z +  — -4------------------ 4---------- =  oV ^  y ^  2g 2 g) g dt

und bei stationärem  Zustand also —  =  0,
dt

, p . w2 u"
z -]--------1-— — ~ = =  k on stan t,

V 2g 2g

d. i. die auf die Relativbew egung erweiterte B e r n o u illis c h e  Gleichung 
ohne W iderstandsglied; sie g ilt allgem ein für das ganze relative 
Strömungsgebiet.

Es werden sonach in Hohlräum en, die sich um eine ruhende 
Achse drehen, R elativ- und zugehörige Absolutström ungen dynam isch  
möglich, wenn die Formen der Hohlräume, die Ausbildung rotations
loser Absolutström ungen erm öglichen; ist dies nicht der Fall, so werden 
sich durch Ausbildung von Diskontinuitätsflächen im Innern der 
Räum e zwei Ström ungsgebiete absondern; in  dem einen findet Strö
m ung durch die Hohlräum e m it rotationsloser Absolutström ung, in  
dem  anderen eingeschlossene Bewegung m it in sich geschlossenen

17*
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relativen Stromlinien statt. D ie Ausbildung reiner D iskontinuitäts
flächen wird allerdings durch die Bewegungswiderstände verhindert, 
und vermehrt hierdurch eine der Strömung schon innewohnende 
Turbulenz; diese Ausbildung wird, wenn der Anlaß hierzu überhaupt 
vorhanden ist, vom Betrag der Rotation: 2 ü r z =  — 2co, also von 
der W inkelgeschwindigkeit abhängen und sich m it der letzteren  
ändern.

D iese theoretischen Ergebnisse stehen im Einklang m it den der 
prüfenden Hydrotechnik schon längst durch Beobachtung bekannten  
Erscheinungen betreffend die Strömungen in Kreiselrädern der dort 
auftretenden Ablösungen, die hiernach anderer Natur sind, als die 
den Grenzschichten entsprechenden Ablösungen; es ist hiernach durch 
die allgemeinen Gleichungen die theoretische Grundlage für die weitere 
Verfolgung der bezüglichen, nam entlich der dreidim ensionalen Pro
bleme gegeben. D ie nach dieser R ichtung bisher vorliegenden Stu
dien können als erste orientierende Versuche von Lösungen bewertet 
werden; m it der Annahme der M öglichkeit achsensymm etrischer Aus
bildung der Stromlinien und der Abtrennung einzelner R äum e durch 
Einfügung von  in gleichen Bogenabständen angebrachten festen  
Stromfläehen — in der Art von Blechschaufeln — m ußten für den 
Eintritt in und den Austritt aus den K anälen H ypothesen über den 
Ausgleich der Pressungen an diesen Übergängen eingeführt werden. 
D ie längs von der ausführenden Turbinenpraxis nam entlich für den 
A ustritt durchgeführte Ausbildung von Schaufelenden m it sogenannter 
Parallelführung hat —  zwar m eist unbewußt — als theoretischen  
Hintergrund eine derartige H ypothese; die Annahme der Abtrennung 
von Räum en am Anfang und Ende der Zellen, in  denen gleicher 
Druck herrscht — siehe nebenstehende Abb. 77 — , beruht ebenfalls 
auf einer solchen H ypothese. D ie Erkenntnis der W irkung der Zirku
lation auf den Verlauf der Stromlinien hat den gesuchten Ausgleich 
in theoretisch einwandfreier W eise gebracht.

Grenzt man im Stromgebiet ein Elem ent d z - d r  -r d d  ab, so ent-

gruenten Querschnitte dr  • dz  ein elem entares M oment von der Größe

spricht den Drucken p d r d z  und auf die kon-

d M  =  — {—T7?• dd‘ ■ d r-dz ]  ■ r — - -r'2 d f t d r - d z .(djp_
\ d d r d &

Setzt man aus Gleichung III den W ert von ——  ein, so folgt 

dM  =  q 1-2 ^  dr dz.
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dr

d V u | V r V u  _  1  d ( v u r ) .

df r r dt  ’

hieraus dM  = Q d(yur)- ■d r - d z

=  g(vud r d z ) - d ( v u r),

Setzt man vr =  — , so folgt

(y u d r d z ) ist aber die durch den Querschnitt dr dz in der Zeiteinheit 
durchströmende W asserm enge dg,

d M =  a  d q - d ( y u r ) ,

M =  g f  d q j  d ( v u r ) ,

wenn man die innere Integration auf den Stromfaden bezieht, der 
von der Flüssigkeitsm enge d q  durchflossen wird.

Es ist der vollständige Ausdruck für den E u le r  sehen Momenten- 
satz, den die M ittelwertstheorie in der bekannten Form bringt

M =  ±  y K d i  -

w obei das -f- -Zeichen für K raft abgebende, das -  -Zeichen für Kraft 
aufnehm ende Kreiselräder gilt.
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Die Verwendung dieser allgemeinen Theorien für den besonderen  
Fall der Kreiselräder erfordert noch die Bestim m ung der Ström ungs
formen m it H ilfe von M ethoden, für die die Funktionentheorie die 
Grundlage geben kann; bei dem heutigen Stand der Verwendbarkeit 
derselben ist dies vorläufig nur für rein zweidim ensionale Strömungen  
möglich.

Darstellung' der zweidimensionalen Strömung durch rein 
radiale Kreiselräder.

Nach den Ergebnissen der Betrachtung der Eigenschaften der 
Strömungsfunktion tpr ist das allgem eine Integral der Differential- 
gleichung ^  ^

T V — I-------~ r T T  =   ̂wdr“ r er r d v

als Funktionensum m e dargestellt durch

Wr =  V’v — r o)'2 =  yjv +  y>p ,

worin yjv eine Potentialfunktion ist; die Strömungsfunktion y>r muß 
die Eigenschaft haben, daß zu deren Linien auch die Grenzen des 
Raum es gehören, in dem die Strömung stattfindet. Beim  Versuchs
beispiel gehört der Schalenkreis zu der Schar der Stromlinien

„ r2 co tpr — a>er cos i?  —  .

Im  Kreiselrad ist nicht eine geschlossene Schale vorhanden, 
sondern die Grenzen sind durch die Schaufelprofile gegeben, die in 
gleichmäßiger Aufteilung um die Achse angeordnet sind, wie dies 
in den Abb. 72 und 73 ersichtlich ist. Es liegt nun die funktionen
theoretische Aufgabe vor, eine der angegebenen Bedingung ent
sprechende Funktion analytisch, oder deren geom etrisches Bild auf 
anderem W ege zu finden; einen solchen W eg hat K u c h a r s k i  ge
wiesen, indem er die von P r a n d t l  für die Behandlung des Torsions
problems zylindrischer Stäbe stam m ende Darstellung des Verhaltens 
solcher Stäbe unter H inweis auf die Gleichartigkeit der partiellen  
Differentialgleichungen auch für das Strömungsproblem in Vorschlag 
gebracht hat; siehe die auf Seite 256 angegebene Literaturquelle; 
Abschnitt IV: „Analogie m it der gespannten Membran“ u. f.

Es sind zwei Fälle zu unterscheiden:

1. D ie Flüssigkeit ist durch zwei im Abstand der Randbreite 
parallele Ebenen senkrecht zur Achse, ferner einerseits durch die 
Profillinien der Schaufel und anderseits durch die an die Schaufel
enden anliegenden Kreiszylinder gebildet; dann hat man es m it einer
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Anzahl kongruenter, in gleichem W inkelabstand um die Achse an
geordneter zylindrischer Einzelräume zu tun, in der die Relativ
bewegung in geschlossenen Linien vor sich geht wie in der kreis
förmigen oder elliptischen Schale. W ie schon auf Seite 256 hervor
gehoben, ist dann die Darstellung durch analoge M ethoden, wie sie 
bei Bestim m ung der Isotachen in zylindrischen Rohren benützt wurden 
(Seite 126 u. f.) zu erreichen. Dieser Fall ist von O e r t li  verwirk
licht worden, indem er das radiale Yersuchskreiselrad mit zylindri
schen M änteln umgab und so eine vollständige Absonderung der 
einzelnen Räum e erreichte; es erschienen dann auch die geschlossenen  
Strom linien, doch zeigten sich hierbei sekundäre W irbelbildungen 
in den Ecken, die jedenfalls den Einfluß der W andreibung zur 
Ursache haben.

2. D ie begrenzenden K reiszylinder liegen an die Schaufelenden  
nicht an, die einzelnen Zellenräume und die Ringräume sind 
zylindrischen Begrenzungen sind m iteinander in Verbindung.

D ie R elativström ung ist als eine durch die Schaufelprofile des 
feststehend gedachten Rades gestörte Grundströmung zu betrachten, 
die aus einer durch den Raum in logarithm ischen Spiralen und einer 
im Raum  in konzentrischen Kreisen fließenden Strömung zusam m en
gesetzt ist, die Achsen beider Strömungen fallen m it der Radachse 
zusammen. D ie kreisende Strömung entspricht der umgekehrten  
Drehung des Rades, ihre Strom funktion ist ipr =  — J r2 co , die W erte 
von yjr sind im  ganzen Raum  negativ anzunehmen; die R otation der 
Strömung ist — 2 co; die Durchflußströmung ist rotationslos anzu
nehmen.

W enn man nun das Feld  m it n Schaufeln behufs Reduktion der 
Profilszahl polar konform nach Seite 177 auf ein solches m it nur 
e in e r  Schaufel abbildet, so erhalten im  einschaufligen Feld  die kon
zentrischen K reise der kreisenden Strömung die Radien

Bestim m t m an m ittelst der früher geschilderten M ethoden die 
Form der durch das Profil gestörten kreisenden Strömung, so erhält 
man die sogenannte relative Drehström ung und analog die auch das 
Profil um gebende Durchflußströmung und ferner die Zirkulations
strömung.

B ildet m an nun alle drei Strömungen wieder im Feld m it n Schau
feln ab, so erhält man durch Funktionsaddition die totale R elativ
ström ung bezeichnet man m it — — y>r =  | r 2co ein der Rad-
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drehung entsprechende yir entgegengesetzte Ström ung, so gibt die 
Addition

V> a  =  H > r  +  V > b

die Absolutströmung durch das Kreiselrad bezogen auf das rotie
rende Koordinatensystem.

Das auf solche Art gewonnene Strömungsbild kann natürlich nur 
als abstrakte Darstellung einer in der W irklichkeit durch Störungen  
der verschiedensten Art beeinflußten Strömung bewertet werden; die 
Einflüsse der Zuführung und Abführung des Wassers zum Rad mit 
der dem ankommenden W asser bereits innewohnenden und dann 
durch die Reibungen an den Schaufeln vermehrten Turbulenz u. a. m., 
können in einer Darstellung der vorliegenden Art, die m it Ausnahme 
der Relativström ung überall auf Potentialström ungen basiert, nicht 
in Rechnung gebracht werden; zudem ist die Lösung an das zwei
dimensionale Ström ungsgebiet gebunden. Zu Lösungen im drei
dimensionalen Gebiet fehlen zur Zeit noch m athem atische und geo
metrische Methoden von so fruchtbarer Verwendbarkeit wie die
jenigen der konformen Abbildungen.

Den Bestrebungen, die Theorie und Berechnung dreidimensionaler 
Kreiselräder, sofern dieselben, wie üblich, in Rotationshohlräum en  
eingeschlossen sind, hydrodynamisch auf eine zweidimensionale 
Strömungstheorie zu basieren, darf man noch skeptisch gegenüber
stehen. W enn dies vielleicht noch bei offenen Propellern, die in der 
gleichsam unbegrenzten Flüssigkeit arbeiten, einigerm aßen m it der 
Wirklichkeit verträglich ist, so schwerlich bei Turbinen- und Pum pen
rädern, deren Strömung unter dem Z w a n g  d er  ä u ß e r e n  U m h ü llu n g  
steht; da muß die analysierende Hydrodynam ik schon auf den Ein
fluß solcher Begrenzungen Rücksicht nehmen.

D ie Hydrotechnik wird gewiß gerne jede Theorie verwenden, die 
die derzeit zunehmende Erkenntnis der verwickelten Strömungs
vorgänge berücksichtigt. D ie Anpassung durch Einführung von Er
fahrungswerten, die durch den Versuch an technischen Objekten 
erhalten werden, wird aber doch immer das praktisch verwendbarste 
H ilfsm ittel bleiben, um die abstrakte Theorie m it der konkreten  
W irklichkeit zu verbinden.



IV. Hydrodynamische Versuche.

In dem B estreben, neben theoretischen auch experim entelle 
Grundlagen für die Analyse von Strömungsvorgängen zu schaffen, 
werden im Maschinenlaboratorium der Eidg. Techn. Hochschule in 
Zürich schon seit längerer Zeit diesbezügliche \  ersuche durchgeführt. 
Es wurde hierüber vom Verfasser dieses Buches am 2., 3. und
4. Oktober 1923 anläßlich des vom  Schweiz. Ing.- und Arch.-Verein  
veranstalteten Kurses über technische Fragen aus dem Gebiete der 
Bau-, Maschinen- und Elektro-Ingenieurwissenschaften in Vorträgen 
und experim entellen Vorführungen berichtet und in der Schweiz. B au
zeitung, Band 82, 1923, Nr. 25 referiert; solche Versuche liegen auch 
der Prom otionsarbeit von Herrn Dr. H e in r ic h  O e r tli:  „Untersuchung 
der W asserström ung durch ein rotierendes Zellenkreiselrad“, Verlag 
von Rascher & Cie., Zürich, zugrunde und bilden seither die Unter
lage für w issenschaftliche Arbeiten im Maschinenlaboratorium auf 
hydrodynamischen Gebiete, worüber in einem Artikel des Verfassers 
„Hydrodynam ische Zeitkurven“ in der Schweiz. Bauzeitung, Band 83, 
1924, vorbehaltlich eingehender Schilderung in einer Monographie 
durch den Experim entator Herrn Dipl.-Masch.-Ing. 0 .  W a lte r  be
richtet wurde.

In den Abb. 78, 79 ist die Laminarströmung durch einen L eit
apparat dargestellt, und zwar einerseits durch Stromlinien nach H e le  
S h a w  und dann durch Aufnahm e von Zeitkurven m ittels inter
m ittierender Farbzuführung; die Strömung erfolgt von innen nach 
außen zwischen einer weißen B odenplatte und einer geschliffenen  
G lasplatte m it 1/2 mm Abstand. D ie Distanzhaltung der Platten  
erfolgt durch die aus dünnem  K autschuk ausgeschnittenen Schaufel
profile. Durch Einführung von Farbstoff in das ström ende Wasser 
wird die Ström ung sichtbar gem acht. Zu dem Zweck sind in der 
unteren P latte, in einem  Kreis von 8 cm Durchmesser um das Zen
trum , 64 Löcher gleichm äßig verteilt angeordnet, durch die m it 
K alium perm anganat gefärbtes W asser dem aus dem Zentrum kom 
m enden W asser zuströmt.
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B ei Aufnahmen von Zeitkurven erfolgte die Farbstoffzuführung 
in gleichen Zeitintervallen, indem jedesm al, wenn das konzentrisch  
m it dem Lochkreis sich erweiternde Farbband an die Schaufeln  
herankam, die Farbzuführung eingeschaltet und sofort wieder ab
geschaltet wurde. So entstanden Farbstreifen, deren äußere Um 
hüllungen als Zeitkurven zu betrachten sind. D a gleichzeitig mit 
den Zeitkurven die Stromlinien sichtbar werden, so ist es möglich, 
an einer Figur mit ausgeglichenen Zeitkurven, wie z. B. Abb. 80,

A b b. 78.

die Abstände zwischen den Zeitkurven längs den Strom linien zu 
m essen und bei beobachtetem  Zeitintervall die Geschwindigkeiten zu 
rechnen (siehe Abb. 81). D ie Methode kann daher zur Erm ittelung  
der G eschwindigkeitsverteilung und zu Aufschlüssen über die Art 
der Strömung führen. Im  vorliegenden Fall sieht man z. B. deutlich  
den Einfluß der Rauhigkeit der Schaufelwände und die Ausbildung 
von W irbelschichten hinter den Schaufelenden.

Sowohl die reine Strömungsdarstellung wie auch die der Zeit
kurven läßt für diese Laminarströmungen die Eigenschaft erkennen, 
daß bei der von innen erfolgten radialen Zuströmung auch die
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Abströmung im wesentlichen radial erfolgt. D ie geringen Abweichungen 
vom  radialen Abfluß können durch störende Einflüsse im Ablaufraum  
nam entlich durch die deutlich erkennbaren W irbelschichten hinter 
den Schaufeln erklärt werden. D ie Versuche wurden am bestehenden  
Apparat fortgesetzt und dabei namentlich angestrebt, den Einfluß 
einer Zuströmung m it kreisender (tangentialer) Kom ponente auf die 
Strömung in den Zellen und im Abfluß kenntlich zu machen. D ies 
gelang aber bei der dünnen Schicht von 0,5 mm nicht; die im  zen-

Abb. 79.

tralen Zulauf erzeugte kreisende K om ponente wurde kurz nach E in
tritt in die Schicht vernichtet, das Strömungsbild wurde nicht w esent
lich verändert; hingegen zeigte es sich, daß bei größerer Schicht
dicke die kreisende K om ponente erhalten blieb, daß aber die hierbei 
auftretende Turbulenz die gute Ausbildung der Strombahnen störte. 
Diese Erfahrung wies unm ittelbar darauf hin, daß die bei 0,5 mm 
Schichtdicke die ganze Schicht beeinflussende W andreibung die 
kreisende K om ponente vernichtet, was dann später durch die photo
graphische Aufnahme von Strömungen an der Grundplatte und in 
der M ittelebene der Schicht bestätigt wurde. Da orientierende Ver
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suche am bisher benutzten Apparat ein Gelingen der angestrebten  
Untersuchungen erwarten ließen und es dabei nun zweckdienlich  
erschien, die Versuche auch zur Klärung der Strömungserscheinungen  
in  der Praxis angepaßten Leitradformen zu erhalten, so wurde ein 
hierfür bereits vorhandener, größerer Plattenapparat benutzt. Der

Abb. 80.

Abstand der m it einem polaren konformen Grundnetz versehenen  
unteren P latte von der oberen Glasplatte wurde auf 30 mm ein
gestellt, und die Zuströmung von außen ungeordnet, wie dies beim

Abb. 81.

Apparat bereits vorgesehen war. Es wurde dabei vorderhand davon  
abgesehen, die Farbstoff düsen am ganzen äußeren Um fang des Appa
rates anzuordnen, da dies unter Beachtung der Gleichmäßigkeit der 
Verteilung bei den Versuchen am kleinern Apparat nicht nötig er
schien. Hierbei wurde, wo möglich, zur Erzeugung der Zeitkurven 
das Tropfenverfahren verwendet.
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D ie Abb. 8 2a  und b Seite 270 stellen die m it dem Tropfen- 
v erfahren erzeugten Zeitkurven im Strömungsfeld eines Leitapparates 
m it Blechschaufeln dar. D ie Tropfen wurden durch plötzliches Ab
klemmen des Farbstoffzuflußschlauches erhalten. Die gegenseitige 
Lage der Tropfen kennzeichnet die Zeitkurven der Strömung. Der 
\  ersuch Abb. 82 a m it radialer Zuströmung zeigt größere Ablösung 
als der in Abb. 82b  Seite 270 m it schräger Zuströmung; die B lech
schaufeln geben Anlaß zu einer D iskontinuität m it einer Grenzfläche, 
die dem Profil der geformten Schaufeln ähnlich ist. Ein Strömungs
bild ohne Ablösung konnte nicht erhalten werden: Je näher man 
der hierfür geeigneten N eigung der Zuführungsdüsen kam, desto mehr 
trat heftige Turbulenz im Zuströmungsraum ein, Abb. 82b  Seite 270.

D ie Abb. 83 und 84 veranschaulichen in analoger W eise den  
Durchfluß zwischen geformten Schaufeln. In Abb. 85 Seite 272 
ist die K inoaufnahm e einer Strömung zwischen geformten L eit
schaufeln m it geraden M ittellinien wiedergegeben. D ie Aufnahme 
der Zeitkurven konnte hierbei nicht mehr bei Verwendung des Tropfen
verfahrens, erfolgen. Abb. 85 zeigt die M omentaufnahme einer Strömung 
beiderseits einer geformten Schaufel m it schräger Zuströmung; deut
lich tritt die W irbelbildung am Abflußende der Saugschaufeln hervor, 
die bekanntlich auch bei den Tragflügeln der Aeroplane eine be
deutende R olle spielt.

S tröm ungen  m it k le ineren  D urchflußgeschw indigkeiten  k o n n ten  am  besten  
in  E inzelm om entau fnahm en  p h o to graph isch  fix iert w erden. F ü r  größere  Ge
schw indigkeiten  m u ß te  die A ufnahm e k inem atograph isch  erfolgen. D ie m it 
dem  T ro p fen v erfah ren  a n  den L e itap p a ra ten  e rh a lten en  Z eitkurven  können 
ebenfalls seh r g u t als H ilfsm ittel fü r die B estim m ungen der G eschw indigkeits
verte ilung  v erw endet w erden. In n erh a lb  zweier Z eitkurven  v e rhalten  sich die 
L ängen d er S trom lin ien  wie die m ittle ren  G eschw indigkeiten an  denselben, m an 
e rh ä lt d ad u rch  die re la tiv e  G eschw indigkeitsverteilung. D a zwischen den beiden 
E ndstrom lin ien  e iner Zelle k o n sta n te r  W asserdurchfluß h e rrsch t, so k ann  m an 
auch ohne K e n n tn is  des Z eitin terva lls  die G eschw indigkeitsverteilung fü r eine 
angenom m ene W asserm enge bestim m en.

In  der Abb. 86 sind Strömungen im geraden Gitter und im L eit
radgitter dargestellt, die von Dr.-Ing. P a v e l  für seine D issertation  
aufgenom m en wurden.

D ie fünf Abb. 87a, b, c, d, e der Strömung durch eine K lappen
einrichtung bei fünf verschiedenen Geschwindigkeiten, die drei Abb. 88 a 
b, c der Strömung um einen Kreiszylinder, die Abb. 89 der an einem  
rotierenden Zylinder unter dem Einfluß der Reibung auftretenden  
Zirkulation, die Abb. 90 der Überfallserscheinung, ferner die Abb. 91a b, 
92 a b der Ausbildung der Turbulenz im polaren Feld bei radialer 
bzw. schräger Zuströmung lassen die H erstellbarkeit orientierender 
Ström ungsbilder gut erkennen.



S tr ö m u n g  d u r c h  e in e n  L e it a p p a r a t  m it  B le c h s c h a u f e ln .

2 7 0  Hydrodynamische Versuche.

Abb. 82 b. Schräge Zuströmung. 
Aufnahme mit Zeitkurven.

Abb. 82 c. Tangentiale Zuströmung. 
Momentaufnahme.
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A b b . 8 3 b . Schräge Z u ström u n g. A u fn a h m e m it Z eitk u rven .
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Ström ung am g era d en  Gitter.
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A b b . 8 6 b . S trö m u n g  län gs dem  G itter . 

P r ä s il , H y d ro d y n a m ik . 2. A u fl. 18



2 7 4 H ydrodynam ische Versuche.

S tröm u n g  um ein  K re isg itter .

A b b . 8 6 d. A u fn ah m e m it Z eitk urven .
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S tr  ö m u n g  um  e in e n  Z y lin d e r .

Hydrodynamische Versuche.

A b b . 88 a. L am in are  S trö m u n g . A u fn a h m e n a ch  H e le  S haw .

A b b . 88 b. T u rb u len te  S tröm u n g m it  A b lö su n g .

A b b . 88 c. O b erfläch en ström u n g.
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Abb. 89. Strömung um einen Zylinder mit Zirkulation erzeugt durch Drehung des Zylinders.
Magnuseffekt.

Abb. 90. Strömung über einen Überfall.
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Abb. 91a. Abb. 91b.
Radial gerichtete Zuströmiing.

Abb. 92a. Abb. 92b.
Schräg gerichtete Zuströmung.

Die Zuströmung findet am ganzen Umfang von außen nach innen, die Farbzufülming nur an 
einem Teil des Umfanges statt.



Y. Anhang.
I. Theorie der Krümmung ebener orthogonaler 

Trajektorien.
Sind U und V zwei Funktionen von £ und rj, so werden durch 

dieselben zwei Scharen orthogonaler ebener Trajektorien dargestellt, 
wenn zwischen den partiellen Ableitungen der Funktionen und einer 
vorläufig noch beliebigen Funktion jx von £ und rj die Beziehungen  
bestehen ^  d y

 ai
d u  8V

 a2
da hierbei die Bedingung der Orthogonalität erfüllt ist, indem

S U . d U )  (8Z . d_X) —  _ 1
,8£ drj 1 \ 3 |  drj)

wird.
Durch die partielle D ifferentiation von ax nach £, von a2 nach rj 

ergibt sich
8 ( d ü \  d2V d ( dU\  d2V

8<)9£ ~  ~ 8 {8 i)
und hieraus «  m  b

d£2 drj2 /x d£ dr] drj) 1

und nach D ivision  der Gleichungen ax und a4 durch /x und partielle
a,  . ol„

Differentiation von — nach rj, von — nach £
fX /x

F Z ^ dH  — F ( dl dR \ dI d! ^ \ = o b
d F ^ d r j 1 fx \d£ 'd£ drj'drj) ...............................2

E s sind hierm it ganz allgem ein die sim ultanen Gleichungen a1 
und a, oder bx und b2, die partiellen Differentialgleichungen zweier 
orthogonaler ebener Kurvenscharen.



2 8 0 Anhang.

Durch die Wahl von u werden diese Kurvenscharen spezialisiert, 
z. B. mit /j, =  konst. nehmen und b„ die Formen

S2U d*U 
8 f 3 d i f

82V , 82V n

an; d. s. die Gleichungen der ebenen konformen Grundnetze.

Unter Bezugnahme auf um stehende Abb. 93, in der a b eine 
Linie der V-Schar, cd eine solche der U- Schar sind, seien weiter 
folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

ß  =  Bogen der Tangentenwinkel 
d£ß =  Abszissen

Elem ente

a ,  

d̂ oc , 
d t ] a , 

dsa,

Q u  9

d r/ß =  Ordinaten  

dsß =  Bogen  

Qß =  Krümmungsradien  

Ferner sei eingeführt

8 | /  1 \ë?] ) \ër].

der beiden Linien  
c d und a b , die 
sich im Punkte f , rj 

orthogonal 
schneiden.

M 2 =  

D a nun
+(S)

1
o

N 2
W

8C7
81

8 F

8 f
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sind, ergeben sich die Beziehungen:

2 8 1

sin“ a ■

sin 2 ß ■

' d U \ 2

d t )
M n-

8 V \ 2 

8 t >

cos“ a -

d _ u y -

8t] j

H~ M -  '■
cos2 ß  =

M-

d v \ 2

d t ] ,

F M 1

und wegen a = ~ - \ - ß  die Identitäten

, 1 (8U
s m .  =  c o s /? =  - ( - - 1 fdV 

/u M\dt],
dria d£ß
ds„ dsu

a 1 f d üein

hiermit werden

1 ( o V \  d l a    d r j^  _
f i M \ d t )  1 dsa d s ß ’

' 8 u ydU  cU d£ß dU drjß
dsß d t  dsß dt] dsß M W d t

d V  _  
d s a

und daraus

oder

o V d$a , 8V dtjg
8t  dsa 8t] dsa

d U
ds«

1
j u M

8

L \8£

d U

8 t]

' 8 V \ 2
dt]

=  M

=  u M c„

dsa
d s ß

1 d V
¡jl dsa

1 dV
ju d U

Für die Bestim m ung der Krümmungsradien dienen folgende 
Gleichungen ± = d ß .

Qa d s a Q ß  d S ß

da a und ß  Funktionen des Ortes, also

8a da
j K= - . d e + - d V

A R  d ß  A t  ' ^ Adß =  - -  d t  - j-------dt]
8 t  vr]

sind, so fo lgt längs der U- Linie

1 da dta  , da dr]a
Qa d t  dsa dt] ds a

1  8_ß_ _ dtß_ , dß  _ dtjß
Qß d t  dsß drj dsß
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und unter Benützung obiger Identitäten
1 . d a  . d a  .

— =  -|   cos a - \ - —  sin a =
d sin a 8 cos a

d t dt]

i  dß n , d ß  .— —  4— -  cos ß 4  sin ß
Qß ^ d t  P ^ d V H

= +

‘ d t
3 sin ß
~ d t ~

dt]  

d cos ß
dt]

D ie Ausführung der partiellen Differentiationen durch Einsetzen
1  d üder W erte von s in a  =  — --r- usw. ergibt

M  d£

d sin a d
dt

d sin ß d
dt d t

d cos ß d
dt] dt]

8 cos ct: d
dt] dt]

1 8J L )
8t \ M '  d t )

- 1 - 4  i .

M-

i  d ü

drj \ M  dt]

1

M

1
w
1

M *

1
' W

d2 ü d ü  c

d t  ' ii i )

d * u dM dü'
d t  d t ] d t dt],

d2 u dM d l r

d t  d t ] dt] " d t ,
M-

d°-U
dr/-

dM d ü
dt] dt]

und hiermit
1 _  1 ld2U . d*U

Qa ' M \ d t '  ^  drj:

1 (dM d ü  d_M dlj_
M'2 \ d t  d t  dt] drj

und m it Rücksicht auf bx und die obigen Id entitäten

d_U_ d ü
dfJt, d t1

Qa

d/udt] 
d t  ' dt] ~M

» d ü d ü
1 dM dt , dM dt]

~ M M dt] ~M

1 fd/u dtß dfj.dtjß\ 1 (d M  dtp dM dtqß
u \ d t  ds» dt]~dsa) M \ d t  dsß dt] dsß

B
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Mit H ilfe der Gleichung X V a läßt sich der Krümmungsradius 
der Trajektorie zu einer V- Linie bestimmen, wenn längs derselben  
die W erte von M  und /u gegeben sind, mit H ilfe der Gleichung XV b 
derjenige der Trajektorie zu einer f/-L in ie, wenn längs derselben die 
W erte von M  gegeben sind.

Durch das dem berechneten W ert eines Krümmungsradius zu
kom m ende Vorzeichen ist die Lage des Krüm mungsmittelpunktes 
gekennzeichnet. Im  K oordinatensystem  £, rj entspricht einem nega
tiven  W ert vom  q konvexe, einem  positiven W ert konkave Krümmung 
gegen die Achse.

Aus der Form  der Gleichungen XV

1

Qu
f i :

dsß.
,, d u

M : d s

m
A'

1

Qß M:
d M
ds,

ergibt sich folgendes Verfah
ren für die graphische B e
stim m ung der W erte von m,  
n und q und dam it von ga
und

m

es sind nämlich

dj u

dsrt

q =  M :

dMn =  M:  ——
dsß

d M
dSr.

N :

B'

Trägt man z. B. (Abb. 94) auf der in eine Gerade gestreckten  
Linie cd  die den einzelnen Punkten derselben entsprechenden W erte 
von M  auf, so erhält man die M- Kurve über cd und aus neben
stehender Abbildung ist ersichtlich, daß die Strecke

- „  d M  _
P' Q =  M\  —— =  n 

d sß

ist, der W ert von n wird m it dM  positiv oder negativ. Es muß hier
bei natürlich für die Ordinaten M  der gleiche Maßstab verwendet 
werden wie für die Abszissen, was deshalb möglich ist, weil auch 
im  K oordinatensystem  £r] die Koordinatenwerte nicht als Längen
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werte, sondern als Verhältniswerte genommen sind, so daß wieder 
alle Funktions werte, die W erte aller Abgeleiteten und deren Funk
tionen auch reine Zahlen sind.

D ie Benützung der Krümmungsradien ist speziell an denjenigen  
Stellen des N etzes von Vorteil, wo N etzlinien m it starker Krümmung 
Vorkommen.

Für die Aufstellung der Differentialgleichungen bestim mter N etz
formen wird es dienlich sein, vom kartesischen Koordinatensystem , 
auf das Zylinderkoordinatensystem  überzugehen, eventuell, wenn die 
(p.  ̂ ^ -Flächen selbst dreifach orthogonal sind, die in bezug auf das 
kartesische K oordinatensystem  abgeleiteten Gleichungen auf das System  
<p, yj, % zu transformieren; es werden zu dem Zwecke die nötigen Trans
formationsformeln aus R ie m a n n -W e b e r :  „Die partiellen Differen
tialgleichungen der m athem atischen P hysik “ 1. Bd., § 41, S. 95 u. f. 
m it den dort gebrauchten Bezeichnungen auf geführt1).

Es seien x, y, z die kartesischen, p, q, r die neuen, im all
gem einen krummlinigen, jedoch dreifach orthogonalen Koordinaten, 
so daß x, y, z je durch eine Funktion von p,  q und r darstellbar 
sind. Mit den Bezeichnungen

II. Koordinatentransformation

8x dx
dq 8r

8z
dp dq

dz dz
dr

—  cJt

und +  62 +  c'

e a'-2 V-2 cl

e"2 =  a"2 +  &"2 +  C'
werden

dp a dp  b dp c
¿kr =  “e2" ’ dy ~  ’ dz =  ê2"
dq a! dq V dq c'
dx e '2 ’ dy e 2 ’ dz e '2

8r _  a" dr _  6" d r ^ _  c"
dx e " 2 ’ dy  e " 2 ’ dz e"2

A

*) Siehe hierzu F u ß n o te  auf S. 51.



Ferner, wenn l  eine Funktion von x, y, z resp. p , q, r ist

d ü
dx 
dU  
dy
d u

dz

Koordinatentransformation. 2 8 5

und

d u a
+

d u a'
+

d l I a"
d p e2 dq e'2 dr T 72

d u b
+

d u V
+

d ü b"
d p e2 dq e'2 dr l n
d u c

+
d u c'

+
d ü c"

d p e2 ~dq e' dr e772

B

V 2 G = - . c
d fe'e" d_U\ ,d_(er_e  d_U\ d fee' dlA

d p \  e d p )  d q \  e' d q )  d r \e "  d r)

Für die Transformation des k a r t e s i s c h e n  auf das Z y l in d e r 
k o o r d in a t e n s y s t e m  bestehen zwischen den Koordinaten folgende 
Beziehungen, wenn man z .B . die a;-Achse als Zylinderachse nimm t:

r ist hierbei die radiale, 
q die (W inkel)-Bogenkoordinate,

mithin

also

x =  p 
y  =  r cos q 
z =  r sin q

dx  =  1 - d p  -)- 0 dq  +  0 dr
d y  =  0 ■ dp  —  r sin q d q - \ -  cos q d r
dz  =  0 -dp r cos q dq -j- sin q dr

a  =  1 

b =  0 

c =  0 

e2=  1

a' =  0

V =  —  r sin q 

c' =  -\-r cos q
r o o

e - =  r~

a" =  0 

b" =  -(- cos q 

c" —  -(- sin q

und hiermit

dp
dx
d_q
dx
dr
dx

=  1 , 

= = 0 , 

=  0 ,

dp
dy

dA
dy
dr

=  0 ,
sing1

dp
dz
dq

=  0

cos q

=  -j- cos q ,

cz

d y

d u  _ d _ u _

dx dp
dU dU  sin q dU
dy dq r 1 dr
dU dU  c o s q . dU .

1 sm q

dr .

cos q

dz dq dr

B .
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^ Û V{dp[r'fp)Jrdq 
d * u  1 d 2 u

dp“ r2 dq“

l_fdü_ 
r \ d q ].

d 2 u  i  d j u

dr2 1 r dr

d  (  d u  

d r \ ~ d r

III. Grundformeln der Hyperbelfunktionen1).

©in cp
6<p —  e-<p

£ g  <p =
©in cp er —  e
Eof cp er -\- e~

Eof cp ■■ 

Etg cp--

e r  4 - e ~ r

E ofp  er -j- e - r
©in cp ev —  e~r

B e z ie h u n g e n  z w is c h e n  K r e is -  u n d  H y p e r b e lf u n k t io n e n .

ei<P e~i r  ei r  ~\~ e~i r
sin cp =  —  i ©in i cp ■

2  i

e i<p —  e ^ i r  

tg<p =  ~ i% Q i< p  +

. er — e~r 
1 2 ’sin i cp =  i ©in cp =

t g i  cp —  i^Qcp = i
. er —  e - r

cos cp =  Eof i cp 

ctg cp =  i Etg icp —

cos i cp =  Eof cp =

ctg i cp =

_ e i v  _ ) _  e _ i  r
% . 7 jeicp —  e ~ l(p 

e r  - f -  e ~ r

er 4 -  e~r 
i gtg cp =  — i —

e<r _|_ e - r  ’ o  T  ö r  er —  e~ r

arc sin cp =  — i 21t © hu cp =  —  i ln  [i cp -j- F1 — <p3J > 

arc cos cp —  —  i 91t Eof <p =  — i ln  \cp -j- i V1 — cp2} ,

arc tg cp =
1 , 1 -1 - i c p  

i 2lr £g  icp =  —  ln2i 1 — icp ’

1 icp —  1
arc ctg 99 =  & 21t Etg 1 cp =  Y i  T c p ^ A ’

arc sin i cp =  i 2ir ©in cp =  i ln [cp - j - ) 1 -f- cp2] ,

arc cos f <p —  — i 2Ir Eo f i cp =--71 — »ln [cp -)- y' 1 cp“

i 1 4 -ff l
arc tg 1 cp =  1 Sir £g  cp —  — ln  --------- ,u I Cp

• * i  ö? —f-  1
arc ctg icp —  —  1 2lr Etg cp —  — l n   .—t Cp Jl

*) Auszug aus „ H ü tte “ 23. Aufl., S. 64, 65, 66 .



JV. Zur Geometrie der konformen Abbildungen von 
Schaufelrissen auf Rotationsflächen.

A u s z u g  a u s  d em  A r t ik e l d es  V e r fa s s e r s  in  d er  S ch w e iz . B a u zg . 
B d. 52, N r. 7 u n d  8.

In der Rotationsfläche mit der Meridianlinie m m  (Abb. 95) sei 
p ein Punkt auf dem Parallelkreis m it dem Radius r; derselbe ge
höre dem Flächenstück mit den unendlich kleinen Seitenlangen dl ,  
gem essen im Meridian, und rdcp,  gem essen im Parallelkreis des 
Punktes p,  an; die Diagonale ds  dieses unendlich kleinen Flächen
stückes ist bestim m t durch die Gleichung ds2 = d l 2 -j- r2 dtp2.

Zur Geometrie der konformen Abbildungen von Schaufelrissen. 2 8 7

Dem Punkt p  der Rotationsfläche m m entspreche in der ko
axialen R otationsfläche m it der Meridianlinie M M  ein Punkt P , 
dessen Lage derart angenomm en wird, daß derselbe mit dem Punkt 
p  in derselben Meridianebene liegt. Der Radius seines Parallelkreises 
sei R,  die Seiten  des dem obigen entsprechenden unendlich kleinen  
Flächenstückes seien d L  und Rd(p.  Hierm it ergibt sich für die D ia
gonale die Gleichung d S 2 =  d L 2 -f- R2 d<p2.

D as Problem  der konformen Abbildung verlangt, daß das Ver-
d i>

hältnis — ? =  wP für alle, von den Punkten p  und P  innerhalb der
dS

Flächen, denen dieselben angehören, aus gezogenen Richtungen den
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selben W ert hat, also unabhängig ist von dem W inkel, unter dem  
die Diagonale gegen die Meridianlinie oder den Parallelkreis ge
neigt ist; ist dies nämlich der Fall, so wird jedem, den Punkt p 
enthaltenden unendlich kleinen Flächenelem ent mit beliebig geformter 
Um grenzungslinie ein ebenfalls unendlich kleines Flächenelem ent um 
den Punkt P  m it bestim mter Umgrenzung entsprechen, das dem  
ersten ähnlich ist.

B ildet man nun

d s2 2 d l2 -\-r2 dcp1
d &  _  d L 2 +  R 2 dcp'2

so ist ersichtlich, daß dieser Bedingung für die beiden zugeordneten  

Punkte genügt wird, wenn - =  +  - ̂  gem acht wird, indem dann

d s 2 r2—— =  m 2 =  , also nur mehr von der Größe der zugeordneten

Radien abhängig wird; die Abhängigkeit zwischen r und R ist dann

durch die Gleichung — =  +  ^  bestim m t, wenn die Gleichungen der 
r R

beiden Meridianlinien gegeben und betreffend der Größe der Radien  
zweier gewisser Parallelkreise der beiden Flächen eine bestim m te An
nahme getroffen ist, wie dies aus der Entwicklung der folgenden, 
m it Rücksicht auf die praktische Anwendung noch weiter speziali
sierten Fälle zu ersehen ist.

Da die obige Entwicklung keine Bedingung betreffend eine Ab
hängigkeit der Form der beiden Meridianlinien m m und M  M  ent
hält, so ist es auch zulässig und zudem praktisch bequem, eine der 
Meridianlinien, z. B. i¥ i l i  als Gerade zu wählen, wodurch die be
treffende Rotationsfläche im allgem einen zu einer Kreiskegelfläche 
wird. Je nach der Größe des W inkels a,  unter dem diese Gerade 
gegen die Achse geneigt ist, erhält man folgende drei Fälle:

1. Fall: « =  9 0 ° , die Rotationsfläche M M  wird zu einer Ebene 
E E  senkrecht zur Drehachse.

2. Fall: 9 0 ° > a ^ > 0 ,  die Rotationsfläche wird eine spezielle 
Kreiskegelfläche.

3. Fall: a —  0,  die Gerade hat den konstanten Abstand R0 von  
der Achse ; die Rotationsfläche w ird zu einer Zylinderfläche Z Z.

D ie Flächen des zweiten und dritten Falles können in Ebenen  
ausgebreitet werden, die Bilder der ausgebreiteten Flächen sind natur
gemäß den Bildern der Kegel-, bzwf. Zylinderfläche in den k le in s t e n

d l V
r l ~

dcp3

R'2 ( d L(%)'+«



Zur Geometrie der konformen Abbildungen von Schaufelrissen. 2 8 9

Teilen k o n g r u e n t ,  also auch ä h n lic h . Es ergibt sich somit, daß 
in allen drei Fällen ebene konforme Abbildungen der R otations
fläche m m  entstehen, d. h. jeder beliebigen Figur in der Rotations
fläche m m  entsprechen in den drei Abbildungen bestimmte, der 
ersten konforme Figuren, die dann naturgemäß auch untereinander 
konform sind.

Mit dieser allgem einen Eigenschaft sind eine Reihe für die An
wendung wertvolle besondere Eigenschaften verbunden; wie z. R.:

1. D en  Parallelkreisen der Rotationsfläche mm  entsprechen eben
falls Parallelkreise auf der Ebene des ersten Falles, am K egel des 
zweiten Falles, am Zylinder des dritten Falles; in der ausgebreiteten 
K egelfläche des zweiten Falles entsprechen denselben wieder Parallel
kreise, in der ausgebreiteten Zylinderfläche des dritten Falles gerade 
Linien.

Den M eridianlinien der Rotationsfläche m m  entsprechen in allen 
drei Fällen gerade Meridianlinien, die zu den Parallelkreisen der 
Abbildungen senkrecht stehen.

E s ist hierdurch die Aufzeichnung orthogonaler N etze mit einander 
zugeordneten N etzlinien ermöglicht.

2. D ie B ilder von Kurven, die in der Rotationsfläche m m liegen, 
schneiden in zugeordneten Punkten die entsprechenden Netzlinien  
unter denselben W inkeln; die Abbildungen werden winkeltreu.

3. Aus den Längen der Abbildungen von Kurvenstücken lassen 
sich die ‘ wahren Längen derselben in der Rotationsfläche m m be
stim m en; dasselbe gilt von Flächenstücken, die von solchen Kurven  
bzw. deren Abbildungen begrenzt sind.

4. Es können in den Abbildungen Kurven und Kurvenscharen  
konstruiert werden, denen in der Rotationsfläche mm  bestim m te 
Eigenschaften, z. B. die der Äquidistanz, orthogonalen Schnittes usw., 
zukommen.

5. Man kann die Kurven der Abbildungen als Bahnen bewegter 
Punkte betrachten und aus den Geschwindigkeiten in der Abbildung 
diejenigen in der R otationsfläche bestimmen. Hierüber geben nun 
folgende Erörterungen Aufschluß:

I. Bestimmung der Elemente der konformen Netze und 
Aufzeichnung derselben.

a) Z u m  e r s t e n  F a ll:  « = 9 0 ° .

D as * konforme N etz besteht aus radialen Geraden, die durch 
den Schnittpunkt o des Achsenkreuzes 1 7  gehen und deren gegen
seitige Lage der gegenseitigen N eigung der Meridianebenen ent-

P r ä s il, H y d ro d y n a m ik . 2. A u fl .  1 9



spricht und aus Parallelkreisen, deren Halbmesser aus der R elation

—  +  — bestim m t wird. Es wird L =  R und m ithin ergibt sich
R r

d R  dl  T—  =  +  —  Ia
R ~  r

+  f  —
R = R 0 e ~ Jra r .......................................I la

worin r0 und R0 die Radien der zugeordneten Parallelkreise und e 
die Basis der natürlichen Logarithm en bezeichnen.

2 9 0  Anhang.



Zur Geometrie der konformen Abbildungen von Sohaufeirissen. 2 9 1

Ist die M eridianlinie m m  durch die Gleichung z —  F(r)  bestimmt, 
wobei 2 und r die K oordinaten eines rechtwinkligen ebenen Koordi
natensystem s in einer Meridianebene bedeuten und die Z-  Achse m it

d z
der Drehachse zusam m enfällt, so wird m it F' (r) =  -r—

v ' dr
dl  =  d r - U  +  [F'(r) }\

also R —  R 0 e To

D as Doppelzeichen +  deutet auf zwei Lösungen hin, die nach 
der allgem einen Theorie der konformen Abbildungen als spiegelbild

ähnlich bezeichnet werden. Die analytische Ausführung der In te
gration ist, selbst wenn tatsächlich die Funktion F  gegeben ist, meist 
sehr schwierig oder doch wenigstens umständlich. In den praktischen 
Fällen ist übrigens zum eist nur die Kurve mm selbst gegeben und  
es ist daher zur Ausführung der Integration im  allgem einen eine 
graphische oder tabellarische Berechnungsmethode zu empfehlen, die 
sich darauf gründet, daß der W ert jedes bestim mten Integrals einer 
Quadratur entspricht. Den Abbildungen 95 und 96 ist eine Berechnungs
tabelle beigegeben, die nach den Erfahrungen an Übungsbeispielen  
rasch und m it genügender G enauigkeit zum Ziel führt.

Es wird die M eridianlinie m m  (Abb. 96) in eine Anzahl am besten  
gleicher Teile von der Länge Al  geteilt, so daß, wenn man dieselbe

in eine Gerade ausstreckt, auf den Teilpunkten die Längen —
19*

als
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Ordinaten nach einem  angenommenen Maßstab auf trägt, eine Kurve 
und damit eine von der gestreckten Meridianlinie, den Endordinaten

— und — und der Kurve gebildete Fläche entsteht, deren einzelne
'0 • uElem ente aus Al  und dem m ittleren Ordinatenwert zw ischen zwei 
aufeinanderfolgenden Punkten bestim m t werden.

K o n fo r m e  A b b ild u n g  a u f  d e r  E b e n e  E E  (zu Abb. 97).

I I

P k t.

I I I

1 Ir

IV

l j r
m ittel

A l

VI

Af

V II V III IX X X I

S t
rd i

eJ r RjR o R rjR

0,0000 1,000 1,000 10,00 1,000
0,1055 1 ,1 1 1 0,900 9,00 1,000
0,2228 1,250 0,800 8,00 1,013
0,3526 0,423 0,703 7,03 1,045

0,4953 0,670 0,609 6,09 1,10 0
0,6512 0,918 0,522 5,22 1,179
0,8201 2,270 0,441 4,41 1,295
1,0008 0,720 0,368 3,68 1,460
1,1920 3,295 0,303 3,03 1,684
1,3913 4,020 0,249 2,49 1,984

1,5978 4,941 0,202 2,02 2,351

0 10,00 1,0000
1 9,00 0 ,1 1 1 1
2 8,10 0,1235
3 7,34 0,1362
4 6,70 0,1492
5 6,15 0,1626
6 5,71 0,1752
7 5,37 0,1863
8 5,10 0,1961
9 4,94 0,2025

10 4,75 0,2106

0,1055
0,1173
0,1298
0,1427
0,1559
0,1689
0,1807
0,1912
0,1993
0,2065

ao

0,1055
0,1173
0,1298
0,1427
0,1559
0,1689
0,1807
0,1912
0,1993
0,2065

JL . r
In Kolonne IV der Tabelle sind die M ittelwerte von — , in K o

lonne VI die Einzelwerte der Flächenstreifen A f , in K olonne V II die
r

Integralwerte I —  als Summen der Einzelwerte A f  eingetragen. Die

r. r f «
W erte der Kolonne V III e r werden am besten aus den W erten  
der vorhergehenden Kolonne m it H ilfe der Tafel der natürlichen  
Logarithm en bestim m t.

R
D ie Kolonne IX  gibt — ; im B eisp iel sind, da der äußerste

o
Punkt der M eridianlinie zum Ausgangspunkt genom m en wurde, die 
entsprechenden W erte aus

R -  f  -  1 =  f  J  r  _ _   ________

R
berechnet worden; es wird hierbei — < ^ 1 ; bei Anwendung des

Ko
R

-1— Zeichens würde —  >■ 1 . die Abbildung wäre dann zur erhaltenen  
R o
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spiegelbildähnlich. K olonne X  gibt die W erte von R bei der Zu
ordnung R0 —  r0, Kolonne X I gibt für spätem  Gebrauch die Werte

V° n R  '
Das aus radialen Geraden und Parallelkreisen bestehende Netz 

wird für den Gebrauch am besten so angeordnet, daß sein Achsen
kreuz X X  parallel dem jenigen des Grundrisses ist (Abb. 96, 97).

Es ergibt sich hierbei am einfachsten die punktweise Übertragung 
von Figuren aus der Abbildung in Projektionsdarstellung; um nicht 
zu viele Parallelkreise zeichnen zu müssen, empfiehlt es sich, auf 
einem  der Schenkel des Achsenkreuzes z. B. OY  die Halbmesser 
r =  F(R)  durch eine Kurve darzustellen; für die Übertragung größerer 
Linien und Flächenkom plexe empfiehlt sich die Aufzeichnung gleich
mäßig verteilter radialer Netzlinien.

b) Z u m  z w e it e n  F a ll:  9 0 ° > ß j > 0 .

Es ist hier zweckmäßig, die entwickelte Kegelfläche zu zeichnen, 
das N etz besteht wieder aus radialen Linien und Parallelkreisen, die 
folgenderm aßen erhalten werden:

Dem  Radius R 0 des Parallelkreises der Kegelfläche Q K,  der 
einem  bestim m ten Parallelkreis der Rotationsfläche m m  zugeordnet 
wird, entspricht eine Länge der Erzeugenden bis zum K egelscheitel

von L  =  ; diese Länge gibt den Radius der entwickelten Grund-
0 sin u

linie des Kreiskegels; die von Q  aus zu denjenigen Teilpunkten dieses 
Grundkreises, die dem Schnitt m it den Meridianebenen entsprechen, 
gezogenen Geraden bilden die radialen Netzlinien; die Halbmesser

d L dl
der Parallel kreise werden wieder aus der Relation i  ~  ^e "

rechnet.

Man hat L =  ~  , also d L  =  ——  und mithin: 
sin a sm a

dR  . . dl  t
—  =  sm  a — .........................................
R ~  r

r di
+  s i m l -

R  =  R 0 e ro ..............................................

r0 und R0 sind wieder die Radien der zugeordneten Parallelkreise 
von R otationsfläche m m  und Kegelfläche Q K ,  e die Basis der natür-

R R o j
liehen Logarithmen. Nun ist aber auch Lo ~— sin u una
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m ithin folgt für das entwickelte ebene N etz
r

+  s i n a  f  —
L =  L0 e r0 r .

Bezüglich der Bestim m ung des Integrals g ilt dasselbe wie im  
frühem  Fall; im B eisp iel der Abb. 96 und 97 wurde die Kegelfläche 
m it Rücksicht auf praktische Anwendungen so gewählt, daß dieselbe
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die R otationsfläche mm im Parallelkreise 6 berührt und wurde R0 =  r(i,
TZ„ =  —- — angenommen, 

sin u

K o n f o r m e  A b b i ld u n g  auf  der K e g e l f lä c h e  Q K  (zu Abb. 98).

I I I I I I IV V VI V II

p-i
r 1 ¡r

1 /r
. , Al  m itte l ] A f J v

0 10,00 0,1000 04055 0,1055 +  0,8201
1 9,00 0 ,1 1 1 1 0,1173 0,1173 -4  0,7146
2 8,10 0,1235 0,1298 0,1298 +  0,5973
3 7,34 0,1362 0,1427

o
0,1427 +  0,4675

4 6,70 0,1492 0,1559 0,1559 +  0,3248
5 6,15 0,1626 04689

acä 0,1689 +  0,1689
6 5,71 0,1752 0,1807

xa 0,1807 0,0000
7 5,37 0,1863 0,1912 0,1912 — 0,1807
8 5,10 0,1961 0,1993 0,1993 — 0,3719
9 4,94 0,2025 0,2065 0,2065 — 0,5712

10 4,75 0,2106 — 0,7777

V III  IX  X  I X I X II  X I I I  X IV  

< / Z/Z,äin “ J* Z Z — L, £ s in  a
Z s in a

0,3240 j 
0,2823! 
0,2359 
0,1847 
0,1283 
0,0668 
0,0000 ; 

0,0714 
0,1468! 
0,2257 
0,3071

1,3825
1,3262
1,2662
1,2025
1,1362
1,0720
1,0000
1,0740
1,1587
1,2537
1,8587

1,3825 20,05 
1,326249,23 
1,2662 18,36
1,2025
1,1362
1,0720
1,0000
0,9310
0,8630
0,7980
0,7360

17,44
16,46
15.50
14.50
13.50 
12,52 
11,57 
10,67

5,55 
4,73 

+  3,86 
2,94 

+  1,96 
+  1,00 

0,00 
— 1,00
— 1,98
— 2,93
— 3,83

7,920 1,263 
7,598 1,185 
7,253 1,120 
6,8854,066 
6,505 1,033 
6,122 1,005 
5,710 1,000
5,333
4,990
4,570
4,230

1,007
1,022
1,081
1,123

In Kolonne VII der bezüglichen Berechnungstabelle ist dem- 

entsprechend für den Punkt 6 der Integralwert I —  —  0 angenommen  

und die Flächen 0 bis 6 positiv, von 6 bis 10 negativ in Rechnung  

gesetzt worden; daraus ergeben sich die W erte von - j-  wie folgt

L o 8in “ /  "

für die Grenzen 0 bis 6 und
L

sin a f
dl

für die Grenzen 6 bis 10.
Bezüglich der übrigen Kolonnen, sowie der N etzzeichnung kann 

auf die Abb. 98 nebst Berechnungstabelle verwiesen werden.

c) Z um  d r i t t e n  F a ll:  a —  0.
D ie Zylinder-Erzeugende hat den Abstand R0 von dei Drehachse. 
Auch hier ist es zweckmäßig, die entw ickelte Zylinderfläche zu 

zeichnen. Das N etz besteht aus zwei Scharen orthogonaler Geraden, 
von denen diejenigen, die den M eridianlinien der Rotationsfläche
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entsprechen, in Abständen aufzutragen sind, die den Abschnitten am  
Kreise vom Radius R0 entsprechen, die durch die Schnittpunkte der 
M eridianebenen m it diesem Kreise gebildet sind. D ie Abstände der 
den Parallelkreisen entsprechenden Geraden bestim m en sich wieder

i * . d L  dl  
aus der R elation =  +  — ; es ist hier R konstant gleich R 0 und

m ithin dL
R0

dl

Abb. 99.

Hierbei kann L 0 einen beliebigen W ert, also auch N ull an
nehmen; die Formel vereinfacht sich dann zu

L  =  R. dl

D ie der Abb. 99 beigegebene Berechnungstabelle, sowie die be
treffende Abbildung erklären im  Verein m it dem Vorhergehenden die 
Berechnungs- und Darstellungsweise.

II. Übertragung von Kurven.
Es sei eine in der Rotationsfläche mm  (Abb. 96) liegende K urve ab 

in den beiden orthogonalen Projektionen a! b' und a" b" gegeben; es 
sind deren konforme Abbildungen zu zeichnen.
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K o n fo r m e  A b b i ld u n g  au f  der Z y l in d e r f lä c h e  ZZ (zu Abb. 99).

I I I I I I IV V VI V II V III IX X

P k t. r 1 Ir 1 Ir
m ittel

Al A f J "
L\R0 rlR°

0
1

10,00
9,00

0,1000
0 ,1 1 1 1 0,1055

0,1173
0,1055
0,1173

0,0000
0,1055

0,000
0,105

0,00
0,52

2,00
1,80

2 8,10 0,1235 0,2228 0,223 1 ,1 1 1,62
3 7,34 0,1362

0,1298 o 0,1298
0,3526 0,353 1,76 1,47

4 6,70 0,1492
0,1427
0,1559 ■43

0,1427
0,1559

0,4953 0,495 2,47 1,34
5 6,15 0,1626 dCÖ 0,6512 0,651 3,26 1,23
6 5,71 0,1752

0,1689
0,1807
0,1912
0,1993

43CO
Ö

0,1689
0,1807
0,1912
0,1993

0,8201 0,820 4,10 1,14
7 5,37 0,1863

O
W 1,0008 0,001 5,00 1,07

8 5,10 0,1961 1,1920 1,192 5,96 1,02
9 4,94 0,2025 1,3913 1,391 6,95 0,99

10 4,75 0,2106
0,2065 0,2065

1,5978 1,598 7,99 0,95

a) Im  F a lle :  a =  90° (Abb. 97).

Um  z. B. den dem Punkt pi entsprechenden Punkt der kon
formen Abbildung zu erhalten, zieht man OPi \'opi ; der Schnitt
punkt dieses Strahles m it dem Parallelkreis 4 des konformen N etzes 
gibt den Punkt P 4 usf.

b) Im  F a l le :  9 0 ° > t t > 9  (Abb. 98).
Die Länge des Bogens if , den der Strahl o p 4 im Grundriß am 

Kreis m it dem Radius R 0 =  re abschneidet, wird am Parallelkreis 6 
des konformen N etzes vom  Anfangsstrahl Q Y  aus in  ¡y® aufgetragen, 
der Scnnitt des Strahles Q K  m it dem Parallelkreis 4 des konformen 
N etzes gibt den Punkt P i usf.

c) Im  F a lle :  a =  0 (Abb. 99).
D ie Länge des Bogens uh), die der Strahl opi im  Grundriß am

Kreis m it dem Zylinderradius R 0 abschneidet, wird im konformen 
N etz vom  Anfangsstrahl F F  aus in  USB abegragen; der Schnittpunkt 
der Parallele zu F F  durch U mit der Geraden 4 des konformen 
N etzes gibt den Punkt Pi usf.

III. Die Bestimmung der wahren Länge eines Kurvenstückes a b  
in der Rotationsfläche aus dessen konformen Abbildungen.

F ü r  d e n  F a ll:  « =  70°.

Aus der Grundgleichung



Trägt man den zu jedem  Punkt der gestreckten K urve A B  ge-
T

hörigen W ert — als Ordinate über dieser Linie auf (Abb. 100), so stellt 
R

die so erhaltene Fläche obiges Integral dar; die Flächenbestim m ung  
kann durch Planim etrierung erfolgen.

IV. Die Aufzeichnung von Kurven, die der Kurve a b  in der 
Rotationsfläche äquidistant sind.

Es sei e die sehr kleine Entfernung, um die die gesuchte Kurve 
von der gegebenen K urve abstehen soll; dieser Entfernung e en t
spricht in der konformen Abbildung eine Entfernung E,  die durch 

R
die Gleichung E = e -  bestim m t ist; diese Gleichung wird

R
für den Fall a: E = e  —r

2 9 8  Anhang.

L  sin a
für den F all b: E = e ----------r

3 V 5
R

A bb. loo. für den Fall c: E = e  —
r '

D ie konformen Abbildungen der gesuchten Kurven ergeben sich 
als die Umhüllenden der Kreise (Abb. 97), die um die einzelnen  
Punkte der Kurve A B  m it den entsprechenden R adien E  gezeichnet 
werden; die Übertragung in die orthogonalen Projektionen der R ota
tionsfläche erfolgt unter Berücksichtigung des unter III behandelten  
Verfahrens.

V. Die Bestimmung des wahren Inhaltes eines Flächenstückes 
aus demjenigen der konformen Abbildung.

D ie Aufgebe wird für den Fall a im Anschluß an die frühere 
Aufgabe behandelt: E s ist die wahre Größe des Flächenstreifens ab 
zu bestimmen.

Es ist im allgem einen der Inhalt eines in der Rotationsfläche 
liegenden Flächenelem entes gegeben durch d f = r - d c p - d l .  Der In 
halt des entsprechenden Flächenelem entes in der konformen Ab
bildung ergibt sich m it d F = R - d c p - d L , mithin:

d f  rdcpdl  dl r
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Bezeichnet man m it rp die im Parallelkreis R der konformen  
Abbildung gem essene Breite des Flächenstückes, so ist d F = i p  dR  
und es folgt

B

HIMd R .

3 4 5 6 7 8 9 10

A bb. 101.
D as Integral kann wieder durch Qua

dratur bestim m t werden, w ie aus Abb. 101 
ersichtlich ist. Da im  Beispiel 2 e = l , 0  cm als Äquidistanz der 
beiden neben ab gezeichneten Linien genommen ist, so ergibt sich 
aus dem nach obigem  bestim m ten Flächeninhalt von 11,04 qcm des 
Flächenstreifens ab eine m ittlere Länge desselben von 11,04 cm, was 
m it den früher gefundenen W erten in genügend genauer Ü berein
stim m ung steht.

A uf derselben Grundlage können auch die Formeln für die 
Flächenbestim mung aus den ändern konformen Abbildungen abgeleitet 
werden; dieselben ergeben sich

für den Fall b m it f -
■/ L 2 sin a

d L

für den Fall c m it f - d L .

VL Geschwindigkeits- und Bahnbestimmungen.
Betrachtet man ab und A B  als gleichzeitig durchlaufene Bahn-

ds r ,
kurven, so ergibt sich aus der Grundgleichung —  =  — unter E in

führung der G eschwindigkeiten v —  j J  un(  ̂ ^ =  Beziehung

v : V =  r : R,  die die Bestim m ung der einen Geschwindigkeit aus der 
ändern verm ittelt.

Es sei nun ein K anal m it rechteckigem  Querschnitt um ab als
M ittellinie derart geformt, daß zwei der Begrenzungsflächen in R o
tationsflächen liegen, deren Meridianlinien in kleinen Abständen von  
m m  verlaufen, während die zwei ändern Begrenzungsflächen durch 
Erzeugende gebildet sind, die längs der beiden früher bestim mten
Äquidistanzen angeordnet, senkrecht zur Rotationsfläche mm  stehen

(Abb. 102).
D enkt man den so bestim m ten Kanal von Wasser durchströmt, 

so erhält man, wenn b die Breite des Kanals, gem essen im Streifen
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ab, und <5 die Tiefe desselben, gemessen zwischen den beiden B e
grenzungsrotationsflächen, und q das sekundlich durchströmende

Wasserquantum bedeuten, die 
W erte der m ittleren Geschwin

digkeiten durch v =  — . B e

zeichnet ferner B  die Breite  
des Streifens A B ,  so ist, wenn 
b und B  genügend klein sind, 
zu setzen b : B  =  r: R und 
daraus folgt:

R q
V =  T ' l h d ’

V =  ~ v  =
r

m it der Einführung der B e

zeichnungen o =  — und
q

v
58 =  — erhält man

q
R 1

Ö~  T ' l T ö

und 58 =

welche Größen im  Beispiel 
auf Abb. 103 wieder tabella
risch berechnet und einge
tragen sind.

Dreht sich der K anal mit 
einer konstanten W inkelge
schwindigkeit co um die Dreh
achse, so kommt jedem Punkt 
desselben eine Geschwindig
keit u — rco zu; dieser B e
wegung des K anals entspre
chen Bewegungen der konfor
men Abbildungen, und zwar: 
, Im F alle a eine D rehbewe
gung m it derselben W inkel
geschwindigkeit co, also mit

Abb. 1C2.

A bb . 103.
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U —  Reo,  d. h. es besteht für zwei zugehörige Punkte der Linien ab  
und A B ,  die denselben als Kanalpunkte zukommen, die Relation

u : U =  r : R =  v : V —  b : SS,

woraus zu entnehm en ist, daß man in der Abbildung aus der Bahn AB  
als relativer Bahn bei gegebener W inkelgeschwindigkeit die absolute 
Bahn bestimmen kann.

K o n fo r m e  A b b ild u n g  a u f  d er  E b e n e  EE  (zu A bb. 103).
1

1 ! 8
d S B

£  1

0 0,00
1 ,1 2
1,22
1,19
1,17
0,99
0,88
0,75
0,65
0,60
0,49

1 ,000’
1 1 ,1 2 1,000
2 2,34 0,986
3 3,53 0,955
4 . 4,70 0,900
5 , 5,69 0,849
6 6,57 0,772
7 7,32 0,685
8 7,97 0,594
9 8,57 0,504

10 9,06 0,425

BS rjR t> SS 1/SS

1,000 2,000 2,000 0,500
1,000 1,798 1,798 0,556
1,013 1,592 1,522 0,636
1,045 1,463 1,400 0,714
1,190 1,320 1,189 0,841
1,179 1,227 1,041 0,961
1,295 1,177 0,909 1,10 0
1,460 1,106 0,758 1,319
1,684 1,065 0,632 1,582
1,984 1,029 0,514 1,925
2,351 1,000 0,425 1,351

1/9S
mittel

AS_
Fm

T U o

0 1 ,1 1 1 0,00
0,591 1,007 0,59
1,318 0,895 1,13
2 ,12 1 0,787 1,67
3,030 0,676 2,10
3,922 0,584 2,29
4,828 0,493 2,38
5,736 0,412 2,36
6,705 0,337 2,26
7,785 0,279 2,17
8,847 ¡0,226 2,00

0,500 0,500 
0,556 0,556 
0 ,629b ,620 
0,695 0,654 
0,7 59 ¡0,682 
0,8140,691 
0,863 0,666 
0,9040,619
0,940
0,973
1,000

0,558
0,490
0,425

0,528 0,591 
0,596 0,727 
0,675*0,803 
0,777 0,909 
0,901 ¡0,892 
1,030 0,906 
1,2100,908 
1,491 ¡0,969 
1,783 1,070 
2,168 1,062

K 7 ^ 6  5  A 2 *
l\1 ' ------ Ir1 \

\11 V >7
I \^» 1-,
{*» \% I

Drehrchtunc. Di \
\

1
iT\\

l- !

, 1
i

“r
i,

A /
i-- i

/
/

/
i
k

Abb. 105.

Im Falle b (Abb. 104) kommt dem konformen Kanalbild in der 
Kegelfläche ebenfalls eine Drehbewegung mit der W inkelgeschwindig
keit co zu; in der entw ickelten K egelfläche besitzt daher jeder Punkt 
eine scheinbare Drehbewegung um den M ittelpunkt der Entwicklung,



Abb. 106. Abb. 107.

deren Größe bestim m t ist durch 

U ~  y~"U0 =  ^ U0 =  R-(o ,L0 K0
so daß sich wieder ergibt 

u : U  =  r : R —  v : V —  b .
Im Falle c (Abb. 105) kommt 

der Zylinderfläche ebenfalls 
eine Drehbewegung mit der 
W inkelgeschwindigkeit co zu, 
die für die entwickelte Fläche 
zu einer Translationsbewegung  
von der Größe U = R 0 a> wird; 
man erhält damit wieder die 
R elation  

u: U =  r : R0 =  v : V =  0:33-

Anhang.

Es kann also in allen Fällen in der Abbildung beigegebenen  
Geschwindigkeiten V und U das Bild der Absolutbahn bestim m t und 
dann dasselbe in Projektionen übertragen werden.

V e r g le ic h e n d e  Z u sa m m e n -  
s t e l lu n g d e r  k o n fo r m e n  A b 
b i ld u n g  e in e s  S tr ö m u n g s 

n e t z e s .

Von dem in Abb. 105 im A uf
riß und Grundriß dargestellten  
Strömungsnetz ist:

Abb. 106 die konforme Ab
bildung in der E bene EE.

Abb. 107 die in die Ebene 
ausgebreitete konforme A b
bildung auf der K egelfläche 
K K .Abb. 108.
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Abb. 108 die in die Ebene ausgebreitete konforme Abbildung auf 
der Zylinderfläche Z Z .

Im Beispiel auf Abb. 109 wurde die Berechnungstabelle für die 
Bestim m ung der Absolutbahn in bezug auf den Fall a vollständig

Abb. 109.

durchgeführt. Es wurden statt V und U die proportionalen Größen

83 =  — und U =  — und m ittels der Formeln  
1 <1 n

0

die Bogenabstände o der Punkte der absoluten Bahn von denen der 
relativen Bahn berechnet.

Es bedarf weiter keines Beweises, daß aus den G eschwindigkeits
dreiecken in der Abbildung die W erte der absoluten Geschwindig
keiten für die einzelnen Bahnpunkte bestim m t werden können.



Druck von Oscar B randstetter in Leipzig.




