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UOGOLNIONA METODA SYMBOLICZNA

Streszczenie. W pracy przedstawiono uogélniong me-
tode symboliczng i1 jej zastosowanie do analizy u-
k#adow liniowych o przebiegach odksztatconych. 0Od-
miennie niz w wczesniejszych pracach autora,w- Kto-
rych funkcja symboliczna zostata zbudowana  j?rzy
pomocy szeregu, W pracy obecnej wprowadzono funk-
cje symboliczne przy pomocy transformacji Hilberta.
Takie ujecie zagadnienia pozwoli4o na wyprowadze-
nie uogolnionego symbolicznego *‘prawa Ohma' oraz
wyprowadzenie szeregu nowych zaleznosci dla nie-
ktérych rodzajow mocy wystepujacych w ukdadach o
przebiegach odksztatconych.

N
1. Punkcja symboliczna

Niech f(t) bedzie funkcja okresowg przemienng o okresie T,
spetniajacag warunki DirichletaXX) w przedziale (O, tj . Zachodzi

(60) @
f(t) =~ an cos mart + N bn sin no/t (€))
n=1 n=1
gdzie:
T.
f(t) cos nclt at
| @)
i(t) sin nwt at, o = o
Ktadziemy:
Mm@ = an cos nart + bn sin nam (©)

X~™Por. [1], str. 7, oraz [Z]

~“Por. [3], str. 164.
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Stosujac transformacjg Hilbertal”™ do funkcji otrzy-
mamy :

H (in(tj& ot 1 rfn(r)dr

= -a_ sin nart + bﬁ cos nwt

n
stad:
fn® - jJH{fMM®} = (@a-j bn) ein(jt @
Ktadziemy:
Fon @ @, — jbn ®)

Na podstawie zatozen oraz relacji (@) i1 (6), stosujac trans-
formacja Hilberta do funkcji f(t), otrzymamy:

x() - jH{i()}o ~  ~nn e)Hndt ®)
n=1
gdzie:
V.P. i @)
ktadziemy:
YYJ
P(H = (O - JH{F(DO} ®

Funkcja P(t) nazywamy funkcja symboliczng stowarzyszong z funk-
cja rzeczywistg f(t). Jest ona funkcja okresowg o okresie T i
catkowalng z kwadratem w przedziale [0, TJ.

Zachodzi j

£ W) | 2at = £ (@@;+t2) =t J|aj2 ©))
0 n=1 3=

z)Por. [4], str. 72-73 oraz [5], str. 633-637.
XX""Por. [11].
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necz:
7 /[e(B)]2dt =~ M(a2 + 1R)
*b n=1
Stad:

A JFli(D)]2dt - J | [t(t)]2at

o}
Z drugiej strony:

.
P(OP(Ddt = J[F()-j HF(OILF(D+) H{f(D}]dt

o
= J*[i(t)]2dt + J[H{F(D}] 2dt Q
oraz:
T.
f PKE)P()dt = 0
(0]

= JT'Ei(t) -3 H{F(E)I[F(L) -.1 H{F(t)J dt
(0]

= J[F(Y)] 2dt - jH{F()}] 2dt -
o]

T
-2 j J f(® H{f (O} dt (7))

[0}

Uynika stad, ze:

T
/[f(t)]2dt = JH{f(t)}]2dt (13)
o
T.,
j fit/ Li{f()} dt = 0 (7))
uzylis (1) wartosci skuteczne (normy) funkcji i(t) oraz

ri{f(t)}sa sobie roéwne,

(D lunkcjie 1(t) oraz H{f(t)} sg do siebie wzajemnie
ortogonalne.
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2. Analiza ukt#adu liniowego o przebiegach okresowych

Rozwazmy ukdad liniowy skupiony miedzy koricowkami a i b (POL%
rys. 1) i niech. y(t) bedzie odpowiedzia ukfadu na sygnat na™-
pieciowy <5(b).

ktadziemy:
Y (e) Z/(’t)'e_wUt ut, 2 @s6)
oraz
'nad'x) (16)
Y(B) =~ 1(nw)e“
n=1

emielkos¢ Y(t) nazwiemy symbo-
liczng admitancja prze¢iscia roz-
wazanego ukdadu dla przebiegéw
okresowych o okresue T.
Ktadziemy:

Y(hw) * G(nw) - ¢ B(nw)

an
G(Y) - G(ntd) n
n=1
B(t) = £ B(hu)e3nwt ~ @
n=1

Jak wiadomo22”™ miedzy wielkosciami G(hai) i B(na») maja miej-
sce realcje:
.

G(w) - G(=) = V I nu(ﬁyyliz

B(nw) = V.P. jpj ~ r 1 (19

2)Na ogot wielkosci: Y(t), G(t) oraz B(t) nie sa fundami
catkowalnymi z kwadratem, lecz dystrybuc¢ami okresowymi,
(por. [, str. 59, [7], str. 79)»

22or. [8], str. 196-212.



Uog6lniona metoda symboliczna

Jezeli

zamiast sygnatu napieciowego

33

S(t) wprowadzimy na wej-

Scie uktadu L sygnat pradowy <) (por. rys. 2) w odpowiedzi
otrzymamy sygnat z(t).
Ktadziemy:
Z(w) = J z(t) e“Yaft dt Qo)
o]
2 . 2 2(tj) @1)
n=1
Wielkos¢ Z(t) nazwiemy sym-
boliczng impedancja przejscia
uktadu dla przebiegow okreso-
cC Q . wych o okresie i.
v / Ktadziemy:
VA | 9) Z(nw) = R(nw) + j X(nw) 22)
Rys. 2 R (t) = H(W) e iRA 3i
n=
jnwt
X(t) A, x(n® ed (23,
przy czym: 00
djr
R(hat) - R@©.) = T.P. j Jn<I—Jy
@4
i(n«) = -T.P. J SE£3*
tatwo wykazac¢, ze:
G(naj) = G(-nw), K(nw) = k(-ntd)
(25)
B(hc)) = -B(-nw), A(w) = -A(-nw)
Jezeli Y(nw) oraz Z(nw) obliczymy dla tego samego ukdadu 1 to
otrzymamy:
Z(nw) = - (26)
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Rozwazmy dowolny ukd#ad liniowy 1 (por. rys. 3a) zatgczony
na napigcie okresowe przemienne u(t) o okresie T. Zaktaaamy,
ze u(t) dest iunkcjag rozwijalng na szeregu Pouriera (1) zbiez-
ny do u(t;. na podstawie relacji 115) i1 (16; mozemy obliczyc¢
symboliczng admitancjag przejscia Y(t) tego uktadu.

I(*i ')

) 6)

Rys. 3
7 mysl relacji (8) ktadziemy:
Uu(o) = u(® - j Hu(®} @n

Symboliczna funkcja napiecia U(t; stowarzyszona z napieciem
ut; jJest funkcja okresowa o okresie T, catkowalng z kwadra-
tem w przedziale [0, T].

Piszemy:

UCt) & u(t) 8

gazie symbol n=n odczytujemy, iz symboliczna funkcja U(t) od-
powiada funkcji u(t) opisujgcej rzeczywisty przebieg przy czym

u@) = nefu(®} 9>

Zachodzi (na podstawie (G; i1 (6))

5(t) a 2 v el)nwt
n=1

gazrie:

Smn =T 7/ e“inwt dt @D



35

Uog6lniena metoda Bymboliozna
tatwo zauwazamy, ze Um( Jest zespolongamplitudg n-tej har-
monicznej przebiegunapiecia i1 ze:
A
(32)

V2

Jest jej zespolong wartoscig skuteczng*
Aby obliczy¢ prad i(t) postuzymy sie zasada superpozycji. W
mysl tej zasady zastosowanej do obwodu przedstawionego na rys.
3a, otrzymamy:

i(t) »j y(HDHu(t-z) dean 33)

Stad:
H{i(D} = Ty(Z) H-{u(t-2)} dz
- o}
Czyli:
Q0
T(Y) :i ®_\]1{i(t)} a:I >®U(t—z) d
o]
Lecz:
o(t-T) = £ e"Jn“zZz( V ednirt>
n=1
Stad:

0=2 {A0 au}
W=V e

Z drugiej strony:
T

. Y @ U(t-2) dz
¢ {1 \]O
m m

I ilolﬁY(Dth_a e3ni/tdz dt

X, iPor. [8], str. 83-87.
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fj t® jrJ D(t-t) e 3nart dtjdz

- 1?2*<*> {4+ 7 ®(w e 3na,a+ti> a4 at
o

i(r) e-in«dr. J ju((Ww

0
Y@ . Upn
Czyli, na podstawie (34):
T
() - q\] Y(z) U(t-2) dz G5)
o]
gdzie:
i(t) » Re {i(v)} (€9))
itelacje (35) nazwiemy uogélnionym symbolicznym “prawem Ohma“

dla ukfadow o przebiegach okresowych. Mozna Je takze zapisac
w postaci:

1Y) » jr \] Y(t-2) U(z) dz @?)
(0]

Podobnie — wychodzgac z danej symbolicznej impedancji przejscia
Z(t) oraz z symbolicznego pradu I(t) mozna wykaza¢, ze napij-
cie symboliozne tI() (por. rys. 3b) dane Jest przy pomocy re-
lacji:
T
ftt ai J ~*) i(t-x)dx

j (39)
o(t) “vy %-T) 100 dx
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3. Symboliczny operator jednostkowy

Ktadziemy:

i . £ 39)

n=1
Dla dowolnej funkcji symbolicznej $(t), otrzymamy:

.
Pt) ¢ T J $00 1(t-2)dz (40)

W szczegdlnosci, jezeli Y(t) 1 Z(t) odnosza sie do tego same-
go ukdadu L, otrzymamy:

P
N FY(E-X) Z(x-v)dz . 3 Y(w) Z(w)  e3nw(tv)
(o] n»1
Czyli:
1(tVv) « A~ ?Y(t—z) Z(x-v)dx 4D
0

Na podstawie (38) mamy:
T
Uux) » $ 1 2(z-t) 1(v)dv
o
Stad:
T T “
grj Y(-2)ux)dx " F | Y& | Z(x=-v) 1 (v)dvjdZ

°T , T X
7T J Z(x-v)dtj dv

“TJ 1(t-v)i(v)dv “
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Tak wiec operacjag odwrotng do splotu wyrazonego w symbolicznym
prawie Ohma jest splot i jezeli:

-
jrJd 2(t-2) 1(2)dz
)

uce)

to:
T
jrj Y(t-2) U (@ dz
(0]

i)

przy czym:
T
w | Z(t-z) Y(z) dz = 1(t)
o

4. Prawa Kirchhoffa w postaci symbolicznej

Zaktadamy, ze rozwazana sieC elektryczna jest siecia (komplek-
sem) zorientowana. Tzn., ze kazdej gatezi sieci przyporzad-
kowany jest ustalony zwrot pradu a kazdemu oczku przyporzadko-
wana jest cyrkulacja o ustalonym zwrocie. W sieci zorientowa-
nej | prawo Kirchhoffa zastosowane do i-tego wezda dane jest
przy pomocy relacji:

21 aik **<*> - 0
i
gdzie:
ifcii) “ pradowi pdyngcemu w k-tej gatezi,
+1, gdy pradik () wptywa do i-tego wezia,
. —1, gdypradik (® wyptywa z i-tego wezka,

aik
0, gdy k-ta gataznie posiada wspolnego punktu z
i—tym wezdem.

Na podstawie definicji (7), otrzymamy:

H{Z aik m E aik H -0

Stad:
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Czyli:
(4s.

Relacja (43; wyraza 1 prawo Kirchhoffa w postaci symbolicz-
nej dla przebiegéw okresowych o okresie T.
Il prawo Kirchhoffa wypisane dla i-tego oczka zorientov/anego
kompleksu sieci przyjmuje postac:

E bik uk(@® = ° SaX

gdzie:
unCt) = napieciu miedzy koncéwkami k-tej gatezi sieci,

"+1, gdy gataz k wystepuje w i-tym oczku a napie-
cie "(t) Jest ostrzatkowane zgodnie z orientacjag

oczka.

bik -1, gdy gataz Kk wystepuje w i-tym oczku a napie-
cie "(t) Jjest ostrzatkowane przeciwnie do orienta-
cji oczka,

0, gdy gataz k nie nalezy do i-tego oczka.

Podobnie jak dla 1 prawa Kirchhoffa, na podstawie definicji
(7;, otrzymamy:

H {£ bikV t1} “ £ bik HUK(t;} “ O
btad:

Z bik[uk(® - jH{uk(}¥ - °
Czyli:

Z  Cik "k<*" - 0 “5)
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5. taczenie roéwnolegte i1 szeregowe odpowiednio symbolicznych
admitancil 1 impecanoH
W mysl og6lnej zasady i na podstawie (35) symboliczna admitan-

cia zastepcza Y () ukdtadu podanego na rys. 4 musi spetniac
relaoJa :

() - ¢.J YO®@ fi(t-2)dz (46)

Kt)

Zachodzi:
_ 7
i) -3JJ 1,(@ u(t-2)dt
o
T
i2ED) -Y jJY2@) U(—2) dz
N))
Lecz:

A
1) « i1(D) + i2(D 7{"(Z) + Y2@}Yu(t-z) dz (47)

Poréwnujac (46) 1 (47), otrzymamy:

YAt) - Y. () + Y.(D)
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Dla n roéwnolegle potgczonych admitancji symbolicznych, otrzy-
mamy :

mf w
k=1 (

z2t)
Tctj
50 udt)
UG

Rys. 5

Dla dwéch szeregowo potaczonych impedancji symbolicznych ®

i 22 (Bet’« rysy 5 szukana impedancja zastgpcza ZQ( musi
spetnia¢ relacje:

ur) “ fJ 200 I(t-t) dz (49)
(0]
lecz:
U (©)=U" (£)+U2 (D) = FJ CO+Z22 (D 1 (t-2)dt (50)

Porownujac (49) i1 (60), otrzymamy:
QM = z-,( + 22(®

Ogélnie, dla n szeregowo potaczonych impedancji symbolicz-
nych, otrzymamy:
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6. Obliczenie wartosci skutecznej pradu i napiecia

Na podstawie relacji (10) zachodzi:

£ OCin~¢gi =

J N
o] o]
T T
1 J[ut)]2 dt =~ J [UCD]2 dt
o] o]
Stad wartosci skuteczne przebiegu pradu i1 napiecia sa dane
przy pomocy relacji:
Lt dt =\1Z  xn
v n=1
G2
n=1
gdzie 1 jest wartoscig skuteczng n-tej harmonicznej przebiegu

pradu a Un jest wartoscig skuteczng n-tej harmonicznej prze-
biegu napiecia (por« (32)).

7. Loc symboliczna, czynna, bierna i pozornax)

Illoc symboliczng S definiujemy przy pomocy relacji:

8 = 2T i (t) dt (53}

o]
gdzie:
<u(t; =u(® - jH {3.(O}
(€D
I = i) - j i}

a 1(t) Jest wielkoscig sprzezong do wielkosci i(t).

X5Por.[i] , str. 9 oraz [9] «
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Wielkosci u(t) 1 i(t) sa funkcjami opisujacymi odpowiednio

przebieg napiecia 1 pradu rozwazanego uk¥adu. Zachodzi:

«<*> n Afn e*""* g W - S 1 . « 1¢“* G5
n»1 n=1
Stad:
c0(D)I(Y)4t =jJ £ J m im . £ u n in &6)
(o] n=1 n=1

gdzie Un jest zespolong wartoscig skuteczng n-tej harmonicznej
napiecia a In jest wielkosciag sprzezong do zespolonej wartosci
skutecznej n-tej harmonicznej pradu.

Ktadziemy:
A + A 3°n
u =u €etn L«L e n
fi - “n mVn
Otrzymamy:
3» ¢>n *ne n 57>
n=1
Moc czynna:
w
P =He {8 - X Un \ oo0sVn (€3]
n=1
a moc bierna:
Q« im{8 - Y Un In sinrn 9
n=1

Relacja (67) wynika z definicji mocy czynnej, tj.:
.1,
p="] u(bit)dt
o}

a relacja (68) wynika z definicji mocy biernej Q podanej przez
C.1. Budesnu w roku 1927 (por. po])-
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Na podstawie (&4; mamy:

>g'r\] uo1(odt = J [u(®-3 Hu®}] [i(D+j H{((®}] dt
0 T 0

" 57 P u(®i(O)+H{uOH{i()}] dt
o . T -
i [OMGHO{GIC
Stad, na podstawie (63), (B8 i1 (B9):

F— i u(t)i(r)de :lj H{u(O) H-{i (D) }dt @

0} o
T

Q= J uEiHi(M} - 1I(OHu(®}] dt (6D

elacje (61) da sie uprosci¢. Istotnie, wychodzac z iloczy-
() 1(v), otrzymamy:

T T
*jouIe)dt n 0 - j [u@)i ) - Hu®IH{i()}] dt -

- !l[u(t)H{i(t)}+i(t)H{u(t)}] dt

Czyli:
J
J u(OH{I()}dt » —J i(OH{u(®} dt 62)
o} 0

Uwzgledniajgo realcje (62) na podstawie relaoji (61),otrzy-
mamy :

Q « Tun{i(] dt - - J Fi(OH U}t 63)
0 0

Z relacji  GB7), B8 i1 (B9 wynika, ze:

S-P+i0Q ()
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Moc pozorng S definiujemy przy pomocy relacji:
5 =S| « \p2 + Q2 (65)
Ktadziemy:
S =S e”, gdzie: cosV=g, sinv=~" (66)

V,"stawiajac do (567), otrzymamy:

s “ Z Un Xxn

Cl)
0= E Un Xn si“ Cvn-V)
n=1
Jak wiemy, dla dowolnego ukdtadu liniowego L i przebiegéw o-
kresowych u (i) 1 i(t) o okresie T zachodzi:
T
i® =] $C U@E0dz
(0]

Stad na podstawie definicji (63), otrzymamy:

T , T
4 =57 Ju(t) J Y(X) u(t—x)dx| dt
*t 0o
T f T

afj *C>{2*J) u®o-x)dt|dt

Ktadziemy:

X

f(x) a w3 (68)

otrzymamy:
X
s «J h(c) Y(z)dr (69
(0]
<'f(t) Jest wspotczynnikiem autokorelacji lumroji ﬁ(t)
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Zachodzi :
<f(z) - f(-t)

f() - X ulei™* @0
n»1

Korzystajgc z relacji (18) otrzymamy:

ip(©60)dr
(@D
Q - J f$(2)$(X)di
(0]

A
Z relacji (69 1 (71) wida¢, ze moc symboliczna b oraz moce:
czynna P 1 bierna Q pobierane przez element liniowy L sg za-
lezne nie tyle odmrzytozonego napiecia u(t) ile od wspdétczyn-
nika autokorelacji <\(t). Oznacza to. ze Jezeli dane sg dwa
rézne napiecia symboliczne Ua(® i Ub(t) odpowiadajace dwom

réznym napieciom rzeczywistym ua () i u™(t) przytozonym do te-

go samego elementu L a posiadajgace rowne wspodczynniki autoko-
relacji to pobor mocy czynnej P 1 biernej Q przez ele-
ment L w obu przypadkach bedzie taki sam.

Rekopis ztozono w Redakcji w kwietniu 1965 r.
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GENERALIZED SYMBOLIC METHOD

Summary

Description of the generalized symbolic method and their
appliun e for the analysis of the linear systems with the defor-
med processes. On the contraty as in the previous author’s
works in which the symbolic function has been built by the
series,in this work are presented symbolic functions by Hil-
bert transformations. Such a form of this problem allowed the
derivation of the generalized symbolic Ohm’s law and deriva-
tions of the series of the new realtions for some types of
power apearing in the systems with the deformed processes.



