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UOGÓLNIONA METODA SYMBOLICZNA

Streszczenie. W pracy przedstawiono uogólnioną me
todę symboliczną i jej zastosowanie do analizy u- 
kładów liniowych o przebiegach odkształconych. Od
miennie niż w wcześniejszych pracach autora,w- któ
rych funkcja symboliczna została zbudowana j?rzy 
pomocy szeregu, w pracy obecnej wprowadzono funk
cje symboliczne przy pomocy transformacji Hilberta. 
Takie ujęcie zagadnienia pozwoliło na wyprowadze
nie uogólnionego symbolicznego "prawa Ohma" oraz 
wyprowadzenie szeregu nowych zależności dla nie
których rodzajów mocy występujących w układach o 
przebiegach odkształconych.

Y \1. Punkcja symboliczna '

Niech f(t) będzie funkcją okresową przemienną o okresie T, 
spełniającą warunki DirichletaXX/) w przedziale (O, tj . Zachodzi

OO OO
f(t) = ^  an cos nart + ^  bn sin no/t (1)

n=1 n=1
gdzie:

T.
f(t) cos ncJt at

o jri(t) sin nwt at, oj = —-

Kładziemy:

(2)

i'n (t) = an cos nart + bn sin nam (3)

x ^Por. [1] , str. 7, oraz [2] 
^ P o r .  [3], str. 164.
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mamy:
Stosując transformacją Hilberta1  ̂ do funkcji otrzy-

r 1 1 rfn (r)drH (in (t )} . t .p .

= -a sin nart + b_ cos nwt n n

stąd:

Kładziemy:

fn (t) - j H {fn (t)} = (an-j bn ) e in (jt (4)

F a a - jb (5)mn n n

Na podstawie założeń oraz relacji (4) i (5), stosując trans
formacją Hilberta do funkcji f(t), otrzymamy:

x(t) - j H{i(t)}o ^  ^nn e;)n<Jt (6)
n=1

gdzie:

kładziemy:

V.P. i (7)

YY J
P(t) = f(t) - j H {f(t)} (6)

Funkcją P(t) nazywamy funkcją symboliczną stowarzyszoną z funk
cją rzeczywistą f(t). Jest ona funkcja okresową o okresie T i 
całkowalną z kwadratem w przedziale [0, TJ .
Zachodzi j

£ W ) | 2at = £  (aj; + t2) = t  | ą j 2 (9)
o n=1 31=1

z)Por. [4], str. 72-73 oraz [5] , str. 633-637. 

XX''Por. [11].
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necz:

Stąd:

o
Z drugiej strony:

7 /[¿(t)]2dt = ^ ^ ( a 2 + to2) 
*b n=1

^  jf|i(t)|2dt - J |[t(t)]2at

7 P(t)P(t)dt = J[f(t)-j H{f(t)}][f(t)+j H{f(t)}]dt 
o

= J*[i(t)]2dt + J[H{f(t)}] 2dt (11

oraz:
T.

'(t)P(t)dt = 0f  PI
o

Tr= J[i(t) -3 H{f(t)J[f(t) -.1 H{f(t)J dt 
o

= J[f(t)] 2dt - j[H{f(t)}] 2dt -
o

T.
- 2  j J  f (t) H{f (t)} dt (12)

o
Uynika stąd, że:

T
/ [ f ( t ) ] 2dt = J[H {f(t)}]2dt (13)

j
o

T„
fit/ li{f(t)} dt = 0 (14)

użylis (I) wartości skuteczne (normy) funkcji i(t) oraz
ri{f(t)}są sobie równe,

(II) lunkcjie i(t) oraz H{f(t)} są do siebie wzajemnie
ortogonalne.
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2. Analiza układu liniowego o przebiegach okresowych
Rozważmy układ liniowy skupiony między końcówkami a i b (P01“» 
rys. 1) i niech. y(t) będzie odpowiedzią układu na sygnał nâ - 
pięciowy <5(t). 
kładziemy:

Y (na»)
O«/ ,, . -¿nut ,, 2JTy(t)e ° ut, —- (1 6)

oraz

¿nad :
x ) (16)Y(t) = ^  I(nw)e 

n=1
•■ielkość Y(t) nazwiemy symbo
liczną admitancją prze¿ścia roz
ważanego układu dla przebiegów 
okresowych o okresue T. 
Kładziemy:

Y(nw) ** G(nw) - ¿ B(nw)

G(t) - G(ntd) ^
n=1

B(t) = £  B(nu)e3nwt  ̂
n=1

(17)

(13)

Jak wiadomo22^ między wielkościami G(nai) i B(na») mają miej
sce realcje:

G(nw) - G(<») = V i ( .y lźz
nub-y

B(nw) = V.P. jp j  ^ r 1 (19)

2)Na ogół wielkości: Y(t), G(t) oraz B(t) nie są f u n d a m i  
całkowalnymi z kwadratem, lecz dystrybuc¿ąmi okresowymi, 
(por. [61, str. 59, [7], str. 79)»

22 ̂ Por. [8] , str. 196-212.
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Jeżeli zamiast sygnału napięciowego S (t) wprowadzimy na wej
ście układu L sygnał prądowy <5(t) (por. rys. 2) w odpowiedzi 
otrzymamy sygnał z(t).
Kładziemy:

Z(nw) = J  z(t) e“ n̂aft dt
o

Z(-t) . 2  Z(ntj) 
n=1

(2 0)

(2 1)

cCtJ Q

V
L

Zlt) 
Rys. 2

przy czym:

/

Wielkość Z(t) nazwiemy sym- 
boliczną impedancją przejścia 
układu dla przebiegów okreso
wych o okresie i.
Kładziemy:

Z(nw) = R(nw) + j X(nw) 

R (t) = H(nw) e;in<,/t

, jnwt
n=

X(t) A  x(nnol u) e'

oo

R(nat) - R(o.) = T.P. j  Jn<I-  

i(n«) = -T.P. J  §££3*

djr
y

Łatwo wykazać, źe:

G(naj) = G(-nw), K(nw) = k(-ntd)

B(ncj) = -B(-nw), A(nw) = -A(-nw)

(22) 

(23 i

(23 ,

(24)

(25)

Jeżeli Y(nw) oraz Ź(nw) obliczymy dla tego samego układu I to 
otrzymamy:

Z(ntu) = J __
f(nw)

(26)
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Rozważmy dowolny układ liniowy 1 (por. rys. 3a) załączony
na napiącie okresowe przemienne u(t) o okresie T. Zakłaaamy,
że u(t) dest iunkcją rozwijalną na szeregu Pouriera (1) zbież
ny do u(t;. na podstawie relacji 115) i (16; możemy obliczyć
symboliczną admitancją przejścia Y(t) tego układu.

l (*i ! ( * )

°) 6) 
Rys. 3

'7 myśl relacji (8) kładziemy:

U(t) = u(t) - j H{u(t)} (27)

Symboliczna funkcja napięcia U(t; stowarzyszona z napięciem 
u^t; jest funkcją okresową o okresie T, całkowalną z kwadra
tem w przedziale [0, T].
Piszemy:

U(t) & u(t) (28)

gazie symbol n= n odczytujemy, iż symboliczna funkcja U(t) od
powiada funkcji u(t) opisującej rzeczywisty przebieg przy czym

u (t) = ńe{u(t)} (29>

Zachodzi (na podstawie (5; i (6))

5 ( t )  a Z  v el )nwt
n=1

gazri e :

Smn = T /  e“ inwt dt (31)
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Łatwo zauważamy, że Umr( Jest zespoloną amplitudą n—tej har—
monicznej przebiegu napięcia i że:

A

s  û  ( 3 2 )
V2

Jest jej zespoloną wartością skuteczną*
Aby obliczyć prąd i(t) posłużymy się zasadą superpozycji. W myśl tej zasady zastosowanej do obwodu przedstawionego na rys. 
3a, otrzymamy:

i(t) » j y(i)u(t-z) dt1  ̂ (33)

Stąd:

Czyli:

Lecz:

Stąd:

TH{i(t)} = I y(z) H-{u(t-z)} dz
O

OO

î(t) = i (t ) - J H{i(t)} a j y(z) U(t-z) di
o

Ó(t-T) = £  e' Jn“Z( V  ednirt>
n=1

OOi(t) = 2 {/y(i) einut)}
rx=1 o

î(t) = Y V (34)
n=1

Z drugiej strony:
T , T.

¿ / { t  J
o o

m rn

■ ¡ ■ I b

Y  (z) U(t-z) dz

Ÿ ( T ) U(t- z) e'3nü/tdz dt
o o

x,iPor. [8], str. 83-87.
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- f j  t(t) jr J  D(t-t) e_3nart dtjdz

- ! ? * < * >  {ł 7  ® (w e‘ 3na,a+i> a 4 at
o

= i(r) e-in«dr. J j u ( W
O

Y (nw) . Umn

Czyli, na podstawie (34):
T

I(t) - q  J  Y(z) U(t-Z) dz (35)
o

gdzie:
i(t) » Re {i(t)} (36)

itelacje (35) nazwiemy uogólnionym symbolicznym “prawem Ohma“ 
dla układów o przebiegach okresowych. Można Je także zapisać 
w postaci:

I(t) » jr J  Y(t-z) U(z) dz (3?)
o

Podobnie — wychodząc z danej symbolicznej impedancji przejścia 
Z(t) oraz z symbolicznego prądu I(t) można wykazać, że napij
cie symboliozne tl(t) (por. rys. 3b) dane Jest przy pomocy re
lacji:

T
ft(t) a  i  J  ^(*) i(t-x)dx

o
T

0(t) “ y J Z("fc— T) I(X) dxT (38)



3. Symboliczny operator jednostkowy 
Kładziemy:

i(t) . £  (39)
n=1

Dla dowolnej funkcji symbolicznej $(t), otrzymamy:
T

P(t) c  f  J $(x) 1(t-z)dz (40)

Uogólniona metoda symboliczna_____   — _______

W szczególności, jeżeli Y(t) i Z(t) odnoszą się do tego same
go układu L, otrzymamy:

p
^ f Y(t-x) Z(x-v)dz . J  Y(nw) Ź(nw) e3nw(t“v)

o n»1
Czyli:

p
1 (t-v) « ^ i Y(t-z) Ź(x-v)dx (41)

o
Na podstawie (38) mamy:

T
U(x) » $ I Ż(z-t) I(v)dv 

o
Stąd:

T. T “
jr j  Y(t-z)U(x)dx " f |  Y(t-X)j^r | Ź(x-v)I(v)dvjdZ 

° T , T x
” T J  Ź(x-v)dtj dv

“ T J  1(t-v )i(v )dv “
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przy czym:

Tak więc operacją odwrotną do splotu wyrażonego w symbolicznym 
prawie Ohma jest splot i jeżeli:

T
U(t) = jr J Ź(t-z) I(z)dz 

o
to:

T
i(t) = jr j  Y(t-z) U (z) dz 

o

1'
w I Z(t-z) Y(z) dz ■ 1(t) 

o
4. Prawa Kirchhoffa w postaci symbolicznej
Zakładamy, że rozważana sieć elektryczna jest siecią (komplek
sem) zorientowaną. Tzn., że każdej gałęzi sieci przyporząd
kowany jest ustalony zwrot prądu a każdemu oczku przyporządko
wana jest cyrkulacja o ustalonym zwrocie. W sieci zorientowa
nej I prawo Kirchhoffa zastosowane do i-tego węzła dane jest 
przy pomocy relacji:

2!  aik **<*> - 0 
i

gdzie:
ifcii) “ prądowi płynącemu w k-tej gałęzi,

+1, gdy prąd ik (t) wpływa do i-tego węzła,
—1, gdy prąd ik (t) wypływa z i-tego węzła,
0, gdy k-ta gałąź nie posiada wspólnego punktu z
i—tym węzłem.

Na podstawie definicji (7), otrzymamy:

aik

i
Stąd:

H { Z  aik ■ E  aik H - 0
i i

£  - i k h « * )  - 1 H  K ' * » } ]  * 0
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Czyli:

£  a i k  -  0
(43.

Relacja (43; wyraża I prawo Kirchhoffa w postaci symbolicz
nej dla przebiegów okresowych o okresie T.
II prawo Kirchhoffa wypisane dla i-tego oczka zorientov/anego 
kompleksu sieci przyjmuje postać:

E  bik uk (t) = ° (44)

gdzie:
u^Ct) = napięciu między końcówkami k-tej gałęzi sieci,

'+1, gdy gałąź k występuje w i-tym oczku a napię
cie ^(t) jest ostrzałkowane zgodnie z orientacją

bik
oczka.
-1, gdy gałąź k występuje w i-tym oczku a napię- 
cie ^(t) jest ostrzałkowane przeciwnie do orienta
cji oczka,
0, gdy gałąź k nie należy do i-tego oczka.

Podobnie jak dla I prawa Kirchhoffa, na podstawie definicji 
(7;, otrzymamy:

H { £  bik V t!} “ £  bik H{Uk (t;} “ 0

btąd:

C żyli:

Z  bik[uk (t) - j H {uk (t'}] - °

Z  °ik "k<*' - 0 (45)
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5. Łączenie równoległe i szeregowe odpowiednio symbolicznych 
admitancil i impecanoH

W myśl ogólnej zasady i na podstawie (35) symboliczna admitan
cia zastępcza Y (t) układu podanego na rys. 4 musi spełniać 
relao Ją :

Í(t) - ¿.J Y0(z) fi(t-z)dz (46)

Kt)

Zachodzi:

Lecz:

7 Aíl(t) - J J l,(z) U(t-Z)dt
o
T

i2 (-t) - Y j Y2(z ) U (t— z) dz 
Jo

A.
I(t) « i1 (t) + i2(t) /{^(Z) + Y2(z)}u(t-z) dz (47)

Porównując (46) i (47), otrzymamy:

Y A t ) - Y.(t) + Y.(t)
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Dla n równolegle połączonych admitancji symbolicznych, otrzy
mamy:

■ f  ( w
k=1

Tctj
z2(t)

u<(t) u2(t)
U (i) 

Rys. 5

Dla dwóch szeregowo połączonych impedancji symbolicznych (t) 
i Ż2(t) (por. rys, 
spełniać relację:
i ("1*) (Pc'1'« rys» 5) szukana impedancja zastępcza ZQ(t) musi

U(t) “ f J 20(*) I(t-t) dz  
o

(49)

lecz:

U (t)=U^ (t)+U2 (t) = -jr J  (x)+Z2 (z)j I (t- z)dt (50)

Porównując (49) i (50), otrzymamy:

ZQ(t) = Z-,(t) + ź2(t)

Ogólnie, dla n szeregowo połączonych impedancji symbolicz
nych, otrzymamy:
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6. Obliczenie wartości skutecznej prądu i napięcia 
Na podstawie relacji (10) zachodzi:

T.
£ J  [i ( i  ̂¿i = J  ^

o o
T T

1 J[u(t)]2 dt = ^  J  [U(t)]2 dt
o o

Stąd wartości skuteczne przebiegu prądu i napięcia są dane 
przy pomocy relacji:

!\ L t  J  dt = \ l Z  Xn
v Jo n=1

(52)

n=1
gdzie I jest wartością skuteczną n-tej harmonicznej przebiegu 
prądu a Un jest wartością skuteczną n-tej harmonicznej prze
biegu napięcia (por« (32)).

X )7. Loc symboliczna, czynna, bierna i pozorna
Iloc symboliczną S definiujemy przy pomocy relacji:

i,
®  =  2 T  i  * ( t )  d t  ( 5 3 }

o
gdzie:

• U(t; = u(t) - j H {’J.(-t)}

I(t) = i(t) - j II {i(t)} 

a 1(t) jest wielkością sprzężoną do wielkości i(t).

(54)

x5Por.[i] , str. 9 oraz [9] «
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Wielkości u(t) i i(t) są funkcjami opisującymi odpowiednio 
przebieg napięcia i prądu rozważanego układu. Zachodzi:

«<*> ■ 2fimn •*""*» i W - S i . « 1“ *  (55)
n»1 n=1

Stąd:

¿i0(t)i(t)4t = j £ j m im . £ u n in (56)
o n=1 n=1

gdzie Un jest zespoloną wartością skuteczną n-tej harmonicznej
napięcia a In jest wielkością sprzężoną do zespolonej wartości
skutecznej n-tej harmonicznej prądu.
Kładziemy:

A  -ł A  3 ° ^u = u e*11 n: L « L  e n

fti - “n ■ Vn

Otrzymamy:

Moc czynna:

3 » ¿ > n  *n e n <57>
n=1

w

P = He {§} - X  Un \  oosVn (58)
n=1

a moc bierna:

Q « im {§} - Y  Un In sinrn (59)
n=1

Relacja (57) wynika z definicji mocy czynnej, tj.:
1’

p = ^ j  u(t)i(t)dt
o 

L n
C.I. Budesnu w roku 1927 (por
a relacja (58) wynika z definicji mocy biernej Q podanej przez

- ' . po]).
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»pjr J U(t)I(t)dt = j [u(t)-3 H{u(t)}] [i(t)+j H{i(t)}] dt
o oT

" 57 j’[u(t)i(t)+H{u(t)}H{i(t)}] dt 
o T

i [u(t)H{i(tj}-i(t)H{u(t)}] dt
Stąd, na podstawie (53), (58) i (59): 

1‘ iP = ̂ j u(t)i(t)dt = i J H{u(t)}H-{i(t)}dt (60)
o o
T

Q = J [u(t jH{i(t)} - i(t)H{u(t)}] dt (61)

Relacje (61) da się uprościć. Istotnie, wychodząc z iloczy- 
u(t) I(t), otrzymamy:

T
* j  U(t)I(t)dt n 0 - j [u(t )i(t) - H{u(t)}H{i(t)}] dt -

- i j [u(t)H{i(t)}+i(t)H{u(t)}] dt

nu
T

Czyli:

J
T

u(t)H{i(t)}dt » - j i(t)H{u(t)} dt (62)
o o

Uwzględniająo realcję (62) na podstawie relaoji (61),otrzy
mamy :

Q « i u(t)n{i(t)| dt - - J f i(t)H*[u(t)}dt (63)
o o

Z relacji (57), (58) i (59) wynika, że:

S - P + i Q (64)



Moc pozorną S definiujemy przy pomocy relacji:

Uogólniona metoda symboliczna     iłJ

5 = | Ś| « \[p2 + Q2 (65)

Kładziemy:

S = S e^, gdzie: cosV = g, sinV = ^ (66)

V,'stawiając do (57), otrzymamy:

s “ Z  Un xn

0  =  E  Un Xn  s i “ CVn- V )
n=1

(67)

Jak wiemy, dla dowolnego układu liniowego L i przebiegów o- 
kresowych u (i) i i(t) o okresie T zachodzi:

T
i (t) = j j  $(*) U (t— x)dz 

o

Stąd na podstawie definicji (53), otrzymamy:
T , T

21 = 57 J u(t) J  Y(x) u(t— x)dx| dt
*c o
T f T

a f j  *(*>{?* J  U(t)Ó(t-x)dt|dt

Kładziemy:

otrzymamy:

x

f(x) a W J  (68)

X

s « J h ( c )  Y ( z ) d r (69)
o

' A <f(t) Jest współczynnikiem autokorelacji lumroji U(t)
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Zachodzi :

< f(Z )  -  f ( - t )  

f(t) - X  ulei™' (70)
n »1

Korzystając z relacji (18) otrzymamy:

ip(t)ó(x)dr
(71)

Q - J f$(z)$(x)di 
o

AZ relacji (69) i (71) widać, że moc symboliczna b oraz moce: 
czynna P i bierna Q pobierane przez element liniowy L są za
leżne nie tyle od■przyłożonego napięcia u(t) ile od współczyn
nika autokorelacji <̂ (t). Oznacza to. że Jeżeli dane są dwa 
różne napięcia symboliczne Ua (t) i Ub (t) odpowiadające dwom
różnym napięciom rzeczywistym ua (t) i u^(t) przyłożonym do te
go samego elementu L a posiadające równe współczynniki autoko
relacji to pobór mocy czynnej P i biernej Q przez ele
ment L w obu przypadkach będzie taki sam.

Rękopis złożono w Redakcji w kwietniu 1965 r.
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OSOBWHHR C1IME0j! WEGKMÜ METOfl

P e 3 ¡o m e

3 CTaTŁe npeacTaB̂ eHO oôoômeHHKH cHMdojmHecKHîi mêtos h ero npHMeHetoîe juis a- Ha®3a jmueima chct6m c ,n©$opMHpOBaKHHMH npoiteccami. 3 npoTKBonô oxHocTt iipe- ÆHUyumc paôor aBTopa, b kotophx cHMÓojnraecKaa $yincuHH ùum nocTpoeHa npz no- MoinH pana, b HacToameii padoTe BBeaeHH cioadojmecKHe $yHKmra npa noMoœjî TpaHC— $opKBUza rnÆbdepTa. TaKofl nojpcofl b Bonpocy aaji bo3Moïhoctb BHBecTH odod®eH- Hoe cHMdoJDiaecKoe "npaBO OMa", a TaKie BHBecTH pw hobhx 3aBncxMocTeź jyra He- KOTopax poaoB MoinHOCTH, BHCTynaiouijtx b CHCTeMax c ae$opMnpoBaHHHMK npoueccaMH.
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GENERALIZED SYMBOLIC METHOD

S u m m a r y

Description of the generalized symbolic method and their 
appliun e for the analysis of the linear systems with the defor
med processes. On the contraty as in the previous author’s 
works in which the symbolic function has been built by the 
series,in this work are presented symbolic functions by Hil
bert transformations. Such a form of this problem allowed the 
derivation of the generalized symbolic Ohm’s law and deriva
tions of the series of the new realtions for some types of 
power apearing in the systems with the deformed processes.


