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0 OPTYMAINYM STEROWANIU DOCELOWYM
UKEADAMI DYSKRETNYMI

Streszczenie. Praca przedstawia metode znajdowania sekwencji (cig-
gu) sterowan, ktéra przeprowadza badany uktad,opisany liniowymi row-
naniami réznicowymi, z pewnego zhioru warunkéw poczatkowych do o-
kreslonego zbioru docelowego w minimalnej ilo$ci krokéw.Zaktada sie
ze na poszczeg6lne elementy sekwencji, jak i na pewien funkcjonat
okreslony na ciggu sterowarn, natozone sg ograniczonia.

Zadanie rozwigzuje sie drogg sprowadzenia do tzw. zagadnienia mo-
mentow, sformutowanego przez M.Q. Kreina. Przyjeta metoda rozwigza-
nia problemu pozwala na uzyskanie ogdlnych rezultatéw, dla szero-
kiej klasy sterowan dopuszczalnyoh (spetniajacych zalozone ograni-
czenia) oraz roznie definiowanych zbiorow punktéw poczatkowych i
koncowych procesu.

Rozwazania zilustrowane sg przyktadem liczbowym.

V/stec

Przedmiotem zainteresowania wielu prac np. 2=\, [V], [JO byly
w ostatnich latach problemy wyznaczania sterowania optymalnego, w sen-
sie minimalizacji pewnego funkcjonatu, ktédre przeprowadza badany uktad
dynamiczny z zadanego stanu poczatkowego do zadanego stanu koncowego.
Dla liniowych uktadéw dynamicznych i funkcjonatow  jakos$ci zaleznych
wytgcznie od sterowania efektywnymi metodami, rozwigzujgcymi problem,
okazaty sie metody matematyczne bazujgce na pewnych zagadnieniach ana-
lizy funkcjonalnej (np. twierdzeniu Banacha-Hahna o rozszerzaniu funk-
cjonatu liniowego z zachowaniem normy; twierdzeniach o ogdlnej posta-
ci funkcjonatu liniowego w roznych typach przestrzeni). Pozwalajg one

z jednej strony na stosunkowo tatwe wykazanie istnienia sterowania op-
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tymalnego, z drugiej na ominigcie w toku obliczeA tzw. problemu dwu-
granioznego.

Wymaganie osiagniecia przez uktad zadanego stanu koncowego jest zg-
daniem bardzo "ostrym" i czesto nieuzasadnionym z punktu widzenia tech-
nologii czy ekonomii. Dlatego tez w wielu zagadnieniach  praktycznych
wymaga sie jedynie by uktad w wyniku sterowania znalazt sie w okreslo-
nym £ - otoczeniu danego stanu koncowego. Wwypadku gdy istnieje réw-
niez mozliwo$¢ wyboru stanu poczatkowego, z pewnego okreslonego zbio-
ru, (np. procesy inwestycyjne) powstaje zadanie sterowania optymalnego
ze zbioru stanéw poczatkowych do zbioru docelowego lub punktu koAcowe-
go.

Praca podaje sposob rozwigzania postawionego problemu drogag sprowa-
dzenia do tzw. zagadnienia momentdow. Przyjeta metoda pozwala na uzy-
skanie ogo6lnych rezultatow dla szerokiej klasy sterowan dopuszczalnych
i roznie definiowanych zbioréw warunkéw poczatkowych i koncowych.

*

Postawienie problemu

Niech rozpatrywany uktad opisujg réwnania
x(k+1) = P(k)x(k) + G(k)u(k)] k*ko, kQ+1,...,~-1, (1.1)

gdzie
X(K)YCRn jest n-wymlarowym wektorem stanu nalezagcym do n-wymiarowej
przestrzeni euklidesowoj RI*
u(k)tRr r - wymiarowym wektorem sygnatéw wejsciowych (sterowan)
ron, a ?(k) i G(k) macierzami odpowiednio n x n i
n x r wymiarowymi, okreslonymi na wszystkich etapach ste-
rov/ania.
Problem polega na wyznaczeniu takLego sterowania , ktdre
przeprowadza uktad (1.1) z dowolnego punktu, nalezgcego do otoczenia
zadanego stanu poczqtkovx‘cego x , do dowolnego punktu z otoczenia zada-

r.ogo stam koncowego x w minimalnej ilosci etapéw.
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Otoczenia punktéw xd i r~ okreSlamy odpowiednio jako zhiory
wszystkich elementow x(kQ) i x(k”~) spetniajagcych warunki
JL
1 U\ -11/ - rCAJII (1.2)
3-1
1
HEF|lz -MIxf - x(k1)|]z = f~ -x .(k 1)r) ~ Mf (1.3)
f 3-1
gdzie z , z M.1» MA sg dodatnimi statymi, danymi dla okreslo-

nego problemu i oznaczamy przez D(xd, z~f M") oraz D(xf, zf, M).

Tak wiec

D(xd, zd, Md) =<jx(kQ)i xd - 3c(ko )iz~ ik (1.4)
D(xf, zf, M) = Yol xf - x(k, )lizA A M j* (1.5)

Warunki techniczne i ekonomiczne narzucajg naciag sterujacy *ju(k)j>-
i jego skiadowe szereg ograniczen. Ograniczenia te mozna podzielié W

na dwie podstawowe klasy.

1) Ograniczenia lokalne - sg to ograniczenia narzucone na poszcze-
g6lne skiadowe wektora wu(k) na kazdym etapie sterowania.

2) Ograniczenia globalne - sg to ograniczenia natozone na pewien
funkcjonat zalezny od ciggu sterowan -fu(k)"- w catym przedziale ste-
rowania H v Cigg m|u(k)y spetniajgcy te ograniczenia bedzie-
my nazywali dalej sterowaniem dopuszczalnym,' pod warunkiem, Zze wszyst-

kie jego elementy u(k) spetniajg réwniez ograniczenia typu 1).

W dalszych rozwazaniach zaktadany, ze cigg <|u(k)j>- nalezy do zbio-

ru sterowan dopuszczalnych U okre$lonego nastepujgco:
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V1
U =~u(k)Iftdlju(k)Mlp = APlunk)!5s MPi
uk=kO 1=1

pr 1, M> Oj* (1.6)

W zastosowaniach szczeg6lnie wazny jest przypadek, gdy p-».coe Zbidr
sterowan dopuszczalnych U przyjmuje wtedy postac

U =<-ju(k)Jr j max max

k ¢ + 1=1,».0,r (1«7)

Oznacza to, ze zadna ze sktadowych wektora u nie przekracza na catym
przedziale sterowania zadanej amplitudy M-°o.

Ograniczenia typu ||'ju(k)j|i1n oraz | -ju(k)j>- lig” Mg mozna in-
terpretowac¢ jako ograniczenia, odpowiednio, catkowitej wydajnosci i e-
nergii zrodta sterujgcego.

Obecnie, wykorzystujgc wprowadzone oznaczenia, sformutujemy naste-

pujgce zadanie

Zadanie, Wyznaczy¢ takie sterowanie <u(k)>, ktére przeprowa-

dza uktad {1,1) z dowolnego punktu nalezqcego*'do .gbioru Dr(xd, N, !

(1.4), do dowolnego punktu zbioru d(x*, z~, M%) (1.5) w minimalnej i-

losci k° - kQ etapéw, i ktore nalezy do. zbioru sterowan dopuszczal-
nych U (1.6).
Dla = 0 zbiéor D" redukuje sie do punktu xd. Tak wiec, wazny

problem sterowania z zadanego punktu poczgtkowego do zbioru docelowego
Df jest szczeg6lnym przypadkiem Zadania.

Z (1.2), (1.3) i (1,6) wynika, Ze sterowanie <u(k)>rozwigzujace Za-
danie istnieje, jesli tylko speiniony jest warunek
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Rozwigzanie Zadania

\f dalszym ciggu rozwazan bedziemy dazy¢ do takiego przedstawienia
Zadania, by mozna je traktowa¢ jako znany np. [1]. C3] problem momen-
tdbw, postawiony i rozwigzany przez M.G. Kreina.

Rozwigzanie uktadu réwnan (1,1 ) przy warunkach poczatkowych k = kQ,

x = x(ko) przyjmuje postaé

k-1
x (k) =62i(k,kQ)x(ko) + EI(k,i+1 )G (i)u(i) (2.1)
i=k
gdzie ift
it (k,ko) = P(k-1)p(k-2) ... F(kQ+t1>(k0)t dla k> kQ
iik(ko,kQ) = 1j nxn wymiarowa macierz jednostkowa “ (2.2)

&(k,ko) o O nxn wymiarowa macierz zerowat dla k0> k

jest fundamentalng macierza rozwigzan jednorodnej czes$ci uktadu réwnan
(1.1) (u a 0).

Dla k = k* z zaleznosci (2.1) otrzymujemy

k1 1
x(k1) =SI(k1fkQ)x(k0) + ~ ~ & (k1fi+1)G (i)u(i) (2.3)
i=ko
gdzie x(kj) i x(kQ) sa wektorami nalezacymi odpowiednio do zbioréw
okreslonych przez (1.5) i (1.4).
Wprowadzajagc oznaczenie
SL(k1(i+1) G(i) - H(k1fi) (2.4)

i przedstawiajgc réwnanie macierzowe (2.3) wpostaci n réwnan ska-

larnych mamy
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Vi
i j -a)jEd +'y 1A(AL 1) u(i)

|:kO

Clij= (2.5)

Liczby «c¢j wystepujgce w (2.5) wyznacza sie z relacji

Cj = ko)xd}j =1,....n (2.6)

natomiast wektory h , W. sg odpowiednio j-tymi wierszami macierzy H
i ifL a x, - j-ta sktadowag wektora x ¢ Elementy macierzy Hj h,-(kfi)
{j =1,...,nj 1=1 ,...,r;> mozna interpretowac¢ jako odpowiedzi ukta-
du, obserwowane na j-tym wyjsciu w k-tym etapie sterowania,na jednost-
kowy sygnat sterujgcy podany na 1-te wejScie wi-tym etapie, przy za-
tozeniu zerowych warunkéw poczatkowych i niepobudzeniu pozostatych
wejs¢ uktadu.
Rozpatrzmy przestrzen ktorej elementami .sg wektory

wprowadzone w nastepujgcy sposob:

(3.1)
gdzie element
fi dla j »W
3.2
o (3.2)
[o dla j +V
jest j-tym wektorem jednostkowym, wektory CJ* i h.j(*) wystepuja w

relacji (2,5}.

Zauwazmy, ze jezeli wektory ju™ sg elementami przestrzeni IMfA-jjk
do ktdérej sprzezona jest przestrzen 1 {t)}-elementow & *=|ef ,€d, u(i*)}>
to wyrazenia (2.5) sg liniowymi funkcjonatami ((i,) okreslonymi na

elementach i zadanymi przez elementy tf' £ |~ j-.
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Mozna wykaza¢ [5], ze norma funkcjonatu f (), okreSlonego na elemen-

tach ¢i™, zaopatrzonych w norme

" fl- Milgill * + Mi(lcodU™* + Mpllhj (< )[lq (3.3)
zf 2a
ma postac
(&)= Hefll |, ¢-»«“11.fik ill (3.4)
J > f zf B
z* z*
hJ(kl,i)}e ig» gjei f,(>61 a wskazniki q, z

z™ sprzezone do p, zft zfl spetniajg relacje

'l (3'5)
Poréwnujac (1.8) i (3.4) otrzymujemy

A )= max A~ LEEFIZF, — -11Ed iz , i-JIu(QIl 1~ 1 (3-6)
f d p

Zgodnie z twierdzeniem Kreina £I[]» £2) rozwiazanie Zadania istnieje

wtedy i tylko wtedy, gdy
HANKOI-L -J0(k,-k0)>1 (3.7)

gdzie

n
e°(k”-ko) =minl | ~ A~ | =117l (3.8)
n 3-1
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przy warunku

(3.9)

Minimalng ilo$¢ etapéw sterowania okresla sie jako najmniejszg z do-
datnich liczb catkowitych k° - kQ, przy ktdrej spetniony jest waru-

nek (3.7 )« r f d 1
Dla wyznaczenia optymalnego elementu 50 H £°,i Ou°(k) y k =
= k ,...tk°-1, mozna wykorzysta¢ nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie w . Optymalny element ¢ O posiada norme||?>0|=

oraz takg wtasnosé, ze wartos¢ funkcjonatu wy
znaczdha przez ten element na wektorze minimalnym ¢L° jest najwiekszg
z mozliwych, wséréd wszystkich wartosci funkcjonatdw wyznaczonych przez

dopuszczalne wektory z normg 1M1 ={je°(k°-ko)]-1, czyli

T Qi-°) - mOarAC)j przy||tf]| (3.10)

Przyktad

Rozpatrzmy uktad opisany rownaniami réznicowymi

roo(ktl)—i 1 1 [x (k) 0
Y- M UM (4.1)
[x2(k+1)J 0 1 [x2(k)J 1_
Nalezy wyznaczy¢ takie sterowanie -~u(k)*-t+ k - 0,1,...,N°-1, ktore

przeprowadza uktad (4.1) ze zbioru

>N/ ™ u|*(0)*C(5— (0))2 + (0-a”io))"]2 1 (4.2)
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do zbioru

D(xf, zf, M) =|x (K O)s[(0-XI(H0))2 + (0-x2(N °))52~ -| J* (4.3

przy ograniczeniach na'elementy ciggu sterujgcego |u (k)| 1, w mini-
malnej ilosci H° etapow.

Fundamentalna macierz rozwigzan jednorodnej czes$ci uktadu (4.1) ma

postaé
1, k-o
Ei(k,0) (4.4)
0 1
natomiast macierz
1 N
h(N, i) - n (4.5)
h21 1

Z réwnan (2,6) wyznaczamy! c* * -5j Cg = 0, a stad oraz z warunku

(3.9) otrzymujemy! X ? » - 1.

Minimalng norme 1 funkcjonatu yﬁ "), obliczamy wykorzystujac
(3.8) i (3.3).
/(») - +
12L j,1 j-1
+| . E v d i D At n "~ i + N2 2
'l T S

1 N-1

(X2 + (NN + X2)2 2 +V |[M(H -1-i) +X2| (4.6)

i«0
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Warunek £ °(n) ~1 jest spetniony dla N° =4 i przy \ ° a Wtedy
§°(4°) - 1,47y ~=0,68.
Optymalny element 1>° Yl/yznaczamy zgodnie z twierdzeniem, maksyma-

lizujgc warto$¢ funkcjonatu

N°-1
przy j| >[|= 0,68 (4.7)
i=0
na minimalnym elemencie
N =X NPT HE + FA2 - B* 5* 5 f “ 5 + 55 (4-8)

Wyznaczenie elementu 1"° jest klasycznym problemem poszukiwania maksi-
mum warunkowego, ktéry mozna rozwigza¢ np, metodg mnoznikéw Langrange'a,

Wwyniku obliczeA otrzymujemy
x°(0) « 4,7, ~(o) - -0,61} 2°(4) ° 0,15}
x|(4) - ~°30}
{u0}» {-0,68, -0,37, +0,68, +0,6sj-.
tatwo sprawdzi¢, zeoptymalne punkty: poczatkowy (r°(o),"(0)) i kon-
cowy (x°(4), x°(4)) nalezg odpowiednio do zbioréw (4.2)i (4.3), a
optymalna sterowanie <u°® j- przeprowadza uktad (4.1) z(x°(0), x°(0))

do (x°(4), x°(4)).

Uwagi i wniosk.i

W szystkie przeprowadzone w pracy rozwazania mozna bez trudu rozsze-

rzy¢ na przypadki
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1) Zbior jest przekréjem s zbiorow (d* :n Dfit s-cn) wy-'

1=1
znaczonych przez uktad nieréwnosci

( EKJ* ' "D *>* (X ' K r =)' s * in (5.D
j=i j=jo_i+1 1

2) Na poszczeg6lne sktadowe wu_~(k) wektora u(k) natozone sg ograni-

czenia globalne o réznej postaci

Nu., (KA i$M t I» 1, ,.,r (5.2)
P1  P1

Woprzypadku 2) wystarczy wprowadzi¢ nowg norme

lu(k)|3 o max-[jjl—ili"CK)1IAY 1 = 1,...,r (5.3)

i definiowaé¢ zbidér sterowan dopuszczalnych w nastepujacy sposob
U={{u(k)}:llu(k)U I} (5.4)

Norma Hu(k) Il dana jest przez (5.3).

Warto zwroci¢ uwage, ze przez odpowiednie zdefiniowanie elementu
i jego normy mozna byto sprowadzi¢ postawione zadanie do dobrze zna-
nych probleméw sterowania "z punktu do punktu”. Pozwolito to na wyko-

rzystanie rezultatow prac (J-4,

Podziekowanie

Niniejsza praca powstata dzieki inspiracji Doo. R. Gessinga, ktére-

mu pragne tg droga wyrazi¢ podziekowanie za cenne dyskusje ! uwagi.
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OE OnTHMAIJIbHOLI fcUHMUHOM yilPABJIEHKK
fIHCKPETHHMH CHCTEMAIMft

Pe 3n me

B CTaTbe paccMOTpeHa 3aflaHa onpeseaeHna nocae,noBaTeab-
hocth ynpaBjieimii, KOTcpaa nepeBo™HT aHHeiiHyB chcteMy pa3-
hocthhx ypaBHemifi ¢ nekoToporo MHoztecTBa HauaabHioc cocto-
aanit ». KaKyn - Hné6y,gb Touay H3 3axaHHoro MHOscecTBa KOHeH-
HDC COCTOHHHH 3a UBHHUaJXbHO BO3MOKHOe UHCao marOB.

IlpHHHMaeM, uto Ha Bee HJieHBi ynpaBJiHowoii nocjie®oBQTeBL-
hocth, a Tanace Ha HeKOTopuii <J)yHKmioHaa, 3a,naHHHIi Ha ynpa-
bjieHHH, HanoxeHH orpaHnueHnNa,

3a™aHa pemaeTCH nyreu CBe”™eHna k tbk Ha3biBaeMoii Jl-npo-
6aeMe uoueHTOB, HoKa3aHo, hto npHHaTLiii no™pco™ K pemeHun
nocTaBaeHHoS npofiaeuH no3BoaaeT .nocTwrHyTb o6ihhx pe3yat-
t aTOB jpia mnpoKoro Kaacca flonycKaeMHX ynpaBaeHwfl h HeoxH-
hakKOBO onpe~eaeHLix HHoaecxB HauaabHKX h KOHeHHicc Tones
npopecca.

B CTaTbe npHBefleH ujicaeHHKii npHMep.



0 optymalnym sterovfaniu docelowym.. 15

Oil OPTIMAL TAPGET CONTROL OP A DISCRETE SYSTEM

Summary

This paper presents the method of determining the sequence of con-
trol signals, that transfers an investigated system, given by the dif-
ference equations, from a certain Initial oonditions set to a prescri-
bed target set in minimum stages quantity.

\'le assume that each component of control sequence and a certain
functional defined on the control sequence are restricted.

The problem has been solved by means of transition to the so called
L - problem of M.G. Krein. It has been demonstrated that this method
makes possible receiving general results for a large class of the ad-
missible control and differently defined sets of the initial and final
process points.

Considerations have been illustrated by a numerical example.



