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SYNTEZA SUBOPTYMAINEGO CIĄGU ESTYMUJĄCEGO

S tr e s z c z e n ie . W a r ty k u le  ro z p a trz o n o  zag ad n ien ie  doboru c ią g u  s t e 
rowań U{j m aksym alizującego ś la d  odw ro tnośc i m acie rzy  k o w a ria n c ji 
es ty m aty  w ek to ra  n iezn an y ch  param etrów  f u n k c j i  im puls owe j  p ro c e su , 
p rz y  o g ra n ic z e n iu  e n e r g i i  steroY /ań. P rz y ję c ie  modelu d y sk re tn eg o  o - 
r a z  rozifflązan ia  suboptymalmego po zw o liło  na  wybór in n e j  metody r o z -  
v/iązyw ania, wydaje s i ę -  ł a tw ie j s z e j ,  a n i ż e l i  w p racy  ( j j  d la  u k ład u  
c ią g łe g o .

1 .  Wstęp

W poniższym  a r ty k u le  ro z p a trz o n o  problem  optym alnej e s ty m a c ji  wek

t o r a  ' n ieznanych  param etrów  p ro c e su , p rz y  o g ra n ic z e n iu  e n e r g i i  sy g n a - „ 

łów  s te r u ją c y c h .  Problem  o p tym alnośc i e s ty m a c ji p o leg a  na  maksymaliza-
A

c j l  ś la d u  o dw ro tnośc i m acierzy  k o w a ria n c ji es ty m aty  0 ,  poprzez  dobór 

c ią g u  s te ro w ań  u ^ . R ozw iązanie te g o  problem u j e s t  rozw iązaniem  subop- 

tymalnym w s to su n k u  do problem u rozpatryw anego w p ra c y  f jG  d la  p ro c e su  

c ią g łe g o ,  g d z ie  prob lem  o p ty m a liz a c ji  p o le g a ł  n a  m in im a liz a c ji  ś la d u  

m a c ie rzy  k o w a r ia n c ji  es ty m aty  0  i  s ta n o w ił  całkowe rów nanie m acie

rzow e b ard zo  tru d n e  do ro z w ią z a n ia . D la  przypadku jednego n ieznanego  

p a ra m e tru  b y ło  t o  rów nan ie  całkowe Fredholm a d ru g ieg o  ro d z a ju .  N ie s te 

t y  n ie  podano tam  sposobu ogólnego ro z w ią z a n ia  teg o  ró w n an ia . W n i 

n i e j s z e j  p ra c y  rozw aża s i ę  m odel d y sk re tn y , co pozw ala na  u n ik n ię c ie  

ro z w ią z a n ia  warunku op tym alności metodą mnożnikÓYY L agrange’a ,  a  s p ro -  

Y/adza ro zw iązan ie  do z a g a d n ie n ia  w a r to ś c i  i  wektorów w łasnych , k tó ry c h  

znajdow anie  wydaje s i ę  byó ła tw ie js z e  z uw agi n a  i s t n i e j ą c e ,  dobrze o - 

pracowane m etody.
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2 . Opis procesu i  warunek optymalności ciągu u  ̂

Liniowy proces da s i ę  wyrazić całką sp lotu

c ( t )  -  J « ( t , t ) u ( t ) d T ,  O i J t s S T (1 )

gdzie g ( t , t )  je s t  odpowiedzią impulsową, uCT) sygnałem wejściowym w 
ch w ili 'Ć , zaś x ( t )  je s t  wyjściem w ch w ili t .

Wyjście x ( t ) je s t  mierzone z pewnym szumem £ ( t ) ,  tz n .

y ( t ) ** x ( t )  + f - ( t ) , (2 )

gdzie y ( t )  je s t  mierzonym wyjściem. W ielkości u , x ,  y są  skalarne. 
Należy estymować wektor 0  nieznanych parametrów występująoyoh w od
powiedzi impulsowej gCt,^)

g ( t , t )  -  g ( t , t , 8 ) ( 3 )

gdzie

Zakłada s i ę ,  że g ( t , t , 0 )  je s t  liniow e względem ^  i  wtedy 

g t t ^ e )  -  ® •]€•] ( t , ^ )  + 0 2g2 ( t , T )  + . . .  + ^ ngn ('t»,i:)

( 4 )

( 5 j

Analogiczną postać można uzyskać zakładająo, że odchylenie' wektora 0  
od 6 je s t  d ostateczn ie małe, tak , że można dokonać lin ea ry za o ji synO f*
gnału wyjściowego w stosunku do zmian parametrów. Przyjmijmy d la  pro-; 
s to ty  układ staojonarąy, wtedy (5 ) j e s t  i
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g ( t - E ,0 )  - © . ^ ( t - T )  + 0 2g2 ( t - t )  + + 0 ngn (t- 'C ) (6 )

Z a k ła d a ją c , że p r z y ję to  w łaściw y okres próbkow ania rów nanie ( 2 ) ,  m ając 

n a  uwadze ( 1 ) i  ( 6 ) ,  można n a p isa ć  w p rz y b liż o n e j  w e r s j i  d y sk re tn e j

yk = xk + K (7 )

o ra z

2  ^ - i Ui  + *** + 6 n  Ś  4 - i u i (e)
i-o i - 0

,0 )g d z ie  '  d la  i  = 1 ,2 , . , .N  o raz  j  = 1 , 2 , . , . n  s ą  w a rto śc ia m i od

pow iadającym i odpowiedziom impulsowym S jC ż) ó la  c h w il i  t  -  IT , gdzie 

T j e s t  okresem d y s k r e ty z a d j i .  Mamy rów nież

* ( a )  _ J a )  _ J a ) . .
- 1  -2 (9)

d l a  każdego j  o raz

yk “ y (k T ), -  x (k T ), = * r(k T ), u^. -  u (k T ) (10 )

Równanie (8 )  można n a p isa ć  n a s tę p u ją c o

(1 1 )

g d z ie

Ś   Ś  h k - iUl
i - 0 i - 0

(1 2 ;



Rdwnania ( l i )  i  (7 ) dla k =» 1 , 2 , . . . N  można napisać w następującej po
s t a c i  macierzowej
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% (13)

gd zie

%  -  (y , , y 2 , . . . 7,.)

¿ * - ą Ą , . . Ą )  ( u )

Qv£f> V -

J e ś l i

e (^n ) = 0

oraz

- 6 ’2I  (15)

gd zie E operator uśredniania statystyczn ego, zaś I  macierz jed
nostkowa, to  zgodnie z liniow ą te o r ią  estym acji estymata © je s t

<1 6 !

zaś macierz kowariancji wektora 0  je s t

e [ ( 0  -  0 )(0  - 0 ) T] = 6 ' 2B"1 (17)

gdzie

( 1 8 )
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M ając n a  uwadze (1 2 ) można m acie rz  z a p is a ć  w p o s ta c i

T

t  . *  ( 1 ) t  ,*  ( 1 ; 
%  » • • • « %  % £ <
•
•

( n )
UjfłŁi » • • • »

•
•

T * * ( n )

a

rad l]

•
•
•

>  Hn  _

(1 9 )

g d z ie

< - « % *  4 (,> •  °)
( q ) j 9 )  J ą )

H = (h^ ^  <̂ a  ^  = 1 » 2 ,« » .,N
q = 1 , 2 , . . . , n

Zatem e lem en ty  m ac ie rzy  B s ą  formami kwadratowymi od u^

T *  T *  *T
^ 1 H1 %  *** % n i Hn  %

[1 xNJ
(20)

*T T * * T
¥ 2 1  %  **• n %

'P *  -*T T * *T
W l \  • • •  W n %

(2 1 )

(nxn )

P o s tę p u ją c  a n a lo g ic z n ie  ja k  w £ l~ | można p o k azać , że c ią g  u^ s p e łn ia 

ją c y  warunek

min t r  

%
(2 2 )

p rz y  o g ra n ic z e n iu

(2 3 )
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wyznacza s i ę  z równania

trV2
r i - S A ( i , 3 )u3]  - °  (24>

j»0 ” ■ ~ -J 1 » 0 , 1 , . . . , N - 1

gd zie macierz A  ^  j  ̂ sp e łn ia ją  równanie

N-1 TT—1

' ■ S S A ( i , i ) Y i  ( 2 5 >
i«*0 j=0

Równanie ( 24 ) d la  n > 1  je s t  bardzo trudne do rozwiązania. Łatwo za
uważyć , że t r  B ma postaó formy kwadratowej

3 ,  Wyznaozanle ciągu subopt-ymalnego u^

Mając na uwadze trudności związane z rozwiązaniem równania (24 ) wy
znaczany c ią g  sterowań u^ sp ełn ia jąoy  warunek

1 1
m in  rr ■ mar t r V  -  max t r  B (27)
%  %  %

przy ograniczeniu (2 3 ),

Zgodnie z rozważaniami z praoy C2]  t r  B może służyć jako .wskaźnik
•1

jak ośoi id e n ty f ik a c j i ,  a d la  H—*• 00 wskaźniki t r  "V oraz ■■■■ ■ ■ są
t r V

równoważne gdy d la  V >  0

lim  trV m  lim  ■■■■■-■ B o (28)
Ti-*-» IT-*oo t r V

Ciąg sterowań sp ełn ia jąoy  warunek ( 2 7 ) nazywany ciągiem  suboptymalnym
A
V
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Łatwo zauważyć, że m acie rz  H j e s t  s y m e try c z n a ,- a  w tedy n a jw ię k sz a  

w arto ść  w łasna  ^ max m ac ie rzy  H j e s t  n a jw ięk szą  w a r to ś c ią  form y kwa

d ra to w e j ( 2 6 ) n a  s f e r z e  = 1 , t z n .

max t r  B =5. (2 9 )max '  J '

z a ś  w ek to r w łasn y  u  odpow iadający t e j  w a r to ś c i  w łasne j j e s t  szukanym 

c ią g ie m  s te ro w ań  suboptym alnych u ^ , t o  znaczy  s p e łn ia  on rćw nan ie

H% = * m a J t i  (3 ° )

Z n a le z ie n ie  w a r to ś c i  w ła sn e j ^ max o raz  ro z w ią z a n ie  rćw n an ia  ( 3 0 ) wy

d a je  s i ę  być ła tw ie jsz y m  zadaniem  (zw łaszcza  d la  n iedużych  N) n iż  ro z 

w ią z a n ie  warunku (2 4 ) ,  ze w zględu na i s t n i e j ą c e  dobrze opracowane me

to d y  znajdow ania  w a r to ś c i  i  wektorów w łasnych  m ac ie rzy  sym etrycznych

W -

4 .  P rzypadek  n  a 1

W przypadku jednego  n ieznanego  p a ra m e tru , t z n .  gdy n  = 1 , m ac ie rz  

k o w a r ia n c ji  ■'V re d u k u je  s i ę  do jednowymiarowej w a r ia n c j i ,  a  uzyskany  

c ią g  ste ro w ań  zgodnie  z warunkiem (2 7 )  j e s t  optym alny rów nież  w s e n s ie  

warunku ( 2 2 ) .  M acierz  ma t e r a z  p o s ta ć  w ek to ra  kolumnowego [jNx"f]
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M acierz  3 re d u k u je  s i ę  t u  do p o s ta c i

B = = %  S i %  ^3 2 '

g d z ie

(3 3 )

j e s t  m ac ie rzą  sym etryczną d o d a tn io  o k re ś lo n ą *  Warunek op ty m aln o śc i jest

m inV  5 max B = 2. ( 3 4 )max
%  %

d la

^  %  " 1

Z achodzi t u

h  = a,j ( 3 5 )

g d z ie  m acierz  H j e s t  m ac ie rzą  form y kwadratovrej z rów nan ia  ( 2 6 ) ,  zas  

^max ^eS t m 3Vii? ll0SZ£V w a r to ś c ią  w łasną  m ac ie rzy  (^ ,
Optymalny c ią g  s t e r u ją c y  \vyznacza s i ę  zatem  z rów nania

S  %  = X max %

5 . P rzy k ład

W iech obielct będzie opisany rÓY/naniem dyskretnym

k-1

* k - L  h ( k ,k - i )  ui
i=0

yk = xk = ^ k  k ° 1 . 2 .3
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W łasn o śc i s ta ty s ty c z n e  szumu s ą  znane

s ( e k ) = 0 , s ( £ 2 ) = e 2 = 1

N ależy  z n a le ź ć  c ią g  s te ro w ań  optym alnych u°T = (u ° ,  u ° , u ° ) zapew nia

ją c y c h  s p e łn ie n ie  warunku (3 4 ) .

Zdyskretyzow ane odpow iedzi impulsowe wynoszą

 ̂ = 1 ,6 6  hg ^ ~ 0,757 h^  ̂ *= 2 ,2  h^ ^ — 0 ,62  h^ ^ * 0,41 h^ 2 , 44

Równanie (3 3 )  ma p o s ta ć

—3 G3 %  " [ V  U1 ’ « 2 ]

4 2 2 

2 5 1 

2 1 6

N ajw ięk sza  w arto ść  w łasn a  3. m ac ierzy  wynosi

X *> 8 ,387 max

a  odpow iadający j e j  w ek to r w łasn y , t j .  optym alny c ią g  s te row ań  u ^ , po 

u w zg lęd n ien iu  warunku n o rm alizacy jn eg o  “  1» i®3^

ou„ = - 3

0,538  

0,513 
0 ,666

Łatwo sp ra w d z ić , że
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CMHTE3 GyRC)HTPiMAJIfaHOli CHCTEI'ÍLi OUHIifti

P e 3 b  m e

PaccuaTpaBaeTCH 3aflaąa no,nÓopa nocjieaoBaTeJibnocTH bxoa  

HHX ciimaJioB uaKCKMH3Mpyion;eii cjiefl otípaTHoü rjih ko¡b apna— 

miOHHoii uaTpupu opeHKH BekTopa Hen3BecThłdc napaMeTpoB a b 

HMnyjibCHoii ^yHicpHM npopecca iipu orpamníemiH 3Heprnn ynpa- 

BJIH30IĘKX CHTHEJIOB. IlCn0JIŁ30BaHHe SHCKpeTHO^ MORekH H0 3B0JIH- 

jio pemuTB saja^y c y óo ht hManbhhm MeTo.nom , *íto  npeflCTaBAseT- 

ca óoJiee npocTHM b  cpaBHeHHH c onTHMajibHbiM MeTosoM «jis 

nenpepHBHoii c h c t ewtj, paccMaTpuBaeMoii b paćOTe f i ] .

THE SYNTHESIS OP SUBOPTIMAL ESTIMATING SCHEME

S u  m m a  r  y

T his p ap e r i s  concerned  w ith  a  p roblem  o f  ch o osing  a  sequence o f  

in p u t  s ig n a ls  to  m arl m ize th e  t r a c e  o f  th e  in v e r s e  o f  th e  co v a ria n c e  

m a tr ix  o f  th e  e s t im a te  o f  th e  v e c to r  o f  unknown p a ram e te rs  6 i n  r e s 

ponse fu n c t io n  o f  th e  p ro c e s s ,  s u b je c t  t o  an  energy  c o n s t r a in t  on th e  

in p u t  s i g n a l s .  I t  seems t h a t ,  i n  th e  ca se  o f  d i s c r e t e  m odel, th e  su b -  

o p tim a l s o l u t io n  o f  o p tim iz a tio n  problem  i s  s im p le r  th a n  i n  th e  c o n t i 

nuous tim e  case  as i n  C O .


