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I n s t y t u t  Kompleksowych Systemów S te ro w an ia

PEWIEN OFIS FORMALNY
MASZYNY TURINGA I  AUTOMATU SKOŃCZONEGO

S tr e s z c z e n ie . W a r ty k u le  p rzed staw io n y  j e s t  o p is  fo rm alny  Maszyny 
T u rin g a  i  au tom atu  skończonego . Posłużono  s i ę  t u t a j  teo rio -n m o g o ś- 
ciowym u jęc iem  maszyny c y fro w e j. Opis ogó lny  ty c h  typów m aszyn ja k  
i  p rzed s taw io n e  szczegółow e p rz y k ła d y  p o k a z u ją , że t e o r i a  zbiorów  
pozw ala stosunkow o ła tw o  o p isa ć  pewne ty p y  maszyn cyfrow ych -  ja k  
ró w n ie ż , że o p is  t e n  prow adzi do p o w stan ia  pewnego, w ydaje s i ę  dość 
efektyw nego, ję z y k a  sfo rm alizow anego .

'Wstęp

W o s ta tn ic h  la ta c h  co ra z  c z ę ś c ie j  odczuwa s i ę  kon ieczność  o g ó ln eg o , 

ś c is łe g o  m atem atycznie  z a p isu  pewnych z ja w is k , układów  a u to m a ty k i, a  w 

końcu i  o p isu  maszyn cyfrow ych. Coraz c z ę ś c ie j  do budowy konkretnego  

u k ła d u , do budowy k o n k re tn e j m aszyny, do a n a l iz y  ty c h  -układów p o trz e b 

ny  j e s t  model m atem atyczny. Aby p rz e d s ta w ić  dany model w sposób  ś c i s ł y  

p o trz e b n y  j e s t  pew ien z b ió r  sym boli -  poszukujem y d z ie d z in  m atem atyk i, 

w k tó ry c h  o p is  danego u k ład u  j e s t  n a jb a r d z ie j  p r z e j r z y s ty .

Języ k  o p is u ją c y  m odel m atem atyczny, d a ją c y  m ożliwość o p isu  pewnej 

k la s y  układów , j e s t  ju ż  pewnym język iem  sform alizow anym , dobrym n a rz ę 

dziom  sy n te z y  i  a n a l iz y  u k ła d u .

W ro k u  1964 E lg o t z w ró c ił  uwagę na  f a k t  ła tw ego z a p isu  maszyny cy

fro w e j w t e o r i i  zb io rów . Po d o k ład n e j a n a l i z i e  o kazu je  s i ę ,  że m odel 

m atem atyczny maszyny cy fro w e j, p rzed staw io n y  w t e o r i i  zb io rów , j e s t  a -  

n a lo g io z n y  z modelem matematycznym maszyny cyfrow ej stworzonym  w o p a r  

c i u  o t e o r i ę  g rafów  fu n k cy jn y ch , O bie form y o p isu  prow adzą do pow sta

n i a  dość  p rz e j r z y s te g o  ję z y k a  sfo rm alizow anego . Ponieważ pewne ro d z a je
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m aszyn cyfrow ych d a je  s i ę  p ro s to  i  p r z e j r z y ś c ie  o p isa ć  yi t e o r i i  z b io -  

rćw , bez wprow adzania g ra fó w , przedstaw m y m odele dwóch rodza jów  maszyn 

cyfrow ych: Maszyny T u rin g a  i  Automatu Skończonego.

P o ję c ia  y/prow adzające

Z a k ła d a ją c , że p o ję c ie  z b io ru  i  ogólne d z ia ł a n i a  na  z b io ra c h  s ą  zna

n e ,  przypom nijm y ty lk o  pewne o z n a c z en ia  i  p o ję c ia ,  k tó re  będą używane 

w d a ls z e j  c z ę ś c i  p ra c y .

1 )  a  £ A -  o zn acza , że elem ent a  n a le ż y  do z b io ru  A.

2 )  A C B -  o zn acza , że z b ió r  A, j e s t  podzbiorem  z b io ru  B.

Z b ió r A j e s t  podzbiorem  z b io ru  B, j e ż e l i  każdy elem ent

z b io ru  A j e s t  elem entem  z b io ru  B.

3 )  < a ,b  >  -  o znacza  p a rę  uporządkow aną. J e s t  t o  p a ra  uporządkow ana o

p o p rzed n ik u  a  i  n a s tę p n ik u  b .

P a rę  a ,  b)> urażam y za  ró ż n ą  od p a ry  <Cb, a >  (ch y b a , że 

a  =» b ) .

4 ) X x  Y -  o znacza  i lo c z y n  k a r te z ja ń s k i  dwóch zb iorów  X i  Y.

Ilo czy n em  k a r te s ja ń s k im  dwóch zbiorów  X i  Y nazywamy

z b ió r  w sz y s tk ic h  p a r  uporządkow anych <  x ,  y >  , g d z ie

x £ X  i  y £ Y , zatem

( ^ < x , y >  £ X x  Y^J a ( x £ x ) ( y  6  Y ).

P rzykładem  ilo c z y n u  k a r te z ja ń s k ie g o  j e s t  p ła sz c z y z n a  l i c z b
zespo lonych  £ x  £ , g d z ie  £ j e s t  l i c z b ą  rzeczyw istą, fc ic z -

b a  z e sp o lo n a , t o  p a ra  uporządkow ana z ło żo n a  z dwóch l i c z b

rz e c z y w is ty c h ) .  Innym przyk ładem  ilo c z y n u  k a r te z ja ń s ld e g o

j e s t  p o w ie rz c h n ia  w alca  -  j e s t  t o  i lo c z y n  k a r te z ja ń s k i  o -

k rę g u  (obwodu k o ła ) ,  p rz e z  o d c in ek  będący  w ysokością w alca ,
r ________ a m ra z y

5 ) A -  oznacza  'A x  Ą x   .................x  A.

J e s t  t o  i lo c z y n  k a r te z ja ń s k i  m-wymiarowy,

6 )  C = BA -  o znacza  z b ió r  w sz y s tk ic h  f u n k c j i  p r z e k s z ta łc a ją c y c h  elem en

t y  z b io ru  A, w e lem en ty  z b io ru  B. J e s t  t o  z b ió r  f u n k c j i ,
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k tó ry c h  argum enty s ą  elem entam i z b ió ru  Af w a r to ś c i  z a ś  ■ 

e lem entam i z b io ru  B.

P rz e z  fu n k c ję ,  k tó r e j  argum enty p rz e b ie g a ją  z b ió r  A, w ar

t o ś c i  z a ś  n a le ż ą  do z b io ru  B, rozumiemy każdy p o d z b ió r  i -  

lo czy n u  k a r te z ja ń s k ie g o  A x  B, o t e j  w ła s n o ś c i ,ż e  d la  każ

dego a  6 A i s t n i e j e  jedno i  ty lk o  jedno  b 6 B, t a k i e ,  że 

p a ra  uporządkow ana < a , b >  j e s t  elem entem  te g o  p o d z b io ru . 

J e ż e l i  Y /arto śc i w y p e ł n i a j ą  c a ły  z b ió r  B, t o  fu n k c ję  ta k ą  

nazywany p rz e k sz ta łc e n ie m  z b io ru  A n a  z b ió r  B.

I . I-ledel m atem atyczny Maszyny T uringa

1 .  K ró tk i o p is  ogólny  M.T. i  sposoby p rz e d s ta w ia n ia  na  m aszynach r e a l 

nych

Maszyna T u rin g a  s k ła d a  s i ę  z n iesk o ń czo n e j taśm y i  g ło w ic y . Na t a ś 

m ie mogą być dane i  p rogram . Taką maszynę nazywamy maszyną u n iw e rs a l
n ą .

Program  może być róvm ież um ieszczony o d d z ie ln ie ,  na  ta śm ie  s tan o w ią 

c e j  pam ięć ró w n o leg łą  maszyny -  zew n ę trzn ie  względem maszyny (maszyny 

sp ec  j  a lizoY /ane) .

G łow ica p o ru sz a  s i ę  nad taśm ą i  zm ien ia  swój s t a n  p rz y  z a p is ie  i  

o d c z y c ie . V/ z a le ż n o ś c i  od k o n s tru k c j i  g łov /ica  może przyjmować pewną i -  

lo ś ć  stanów  q. N ajw łaściw szym  p rzed staw ien iem  Maszyny T u rin g a  j e s t  

m aszyna u n iw e rs a ln a , k tó r a  z k o le i  ma d łu g i  czas  d z ia ła n ia  ze w zględu 

n a  kon ieczn o ść  wykonywania p r z e z  g łow icę  ruchów  o sc y la c y jn y c h  m iędzy 

programem a  danym i.

O gó ln ie  d z ia ła n ie  Maszyny T u rin g a  p o le g a  n a  z a p is ie  sym bolu, p r z e 

g lą d z ie  zap isa n y c h  sym boli i  zm ianie s ta n u  wewnętrznego u rz ą d z e n ia  r e 

a l iz u ją c e g o  o b l ic z e n ia .  N ieskończona taśm a maszyny T u rin g a  ozn acza  n i e 

skończoną pam ięć m aszyny. N ie p o tra f im y  jed n ak  zbudować żad n e j maszyny 

r e a ln e j  p o s ia d a ją c e j  n ieskończoną  pam ięć . W zw iązku z tym zach o d z i ko

n ie c z n o ść  p r z y b l iż e n ia  pam ięc i n ie sk o ń c z o n e j, jak im ś rodza jem  p am ięc i 

sk o ń c z o n e j. Możemy uy/ażaó, że pam ięć w ew nętrzną maszyny p rz e d łu ż a  pa

m ięć zew n ętrzn a , k tó r a  s k ła d a  s i ę  z n ie sk o ń czo n e j i l o ś c i  taśm  wymień-
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nyćh , l u t  dysków. Taką pamięć można uważać za  n iesk o ń czo n ą . Podobnie 

mogę n p . taśm ę skończoną d z i e l i ć  na  segm enty p rzy jm u jąc , że I lo ś ć  tych 

segmentów może być n iesk o ń czo n a . Taka taśm a b ęd z ie  rów nież o d z w ie rc ie 

d la ć  dobrze n iesk o ń czo n ą  taśm ę maszyny T u rin g a .

2 .  Opis fo rm aln y  Maszyny T uringa

W z a le ż n o ś c i  od sposobu p rz e d s ta w ie n ia  taśm y n ie sk o ń czo n e j w y s tą p ią  

iw a ro d z a je  i n t e r p r e t a c j i  sy m b o li. Sposób I  o k re ś la  p rz e d s ta w ie n ie  t a ś 

my n iesk o ń czo n e j p rz e z  p o d z ia ł  taśm y skończonej na n iesk o ń czo n ą  i l o ś ć  

segm entów, sposób  I I  z a k ła d a  n ieskończony  z b ió r  taśm  skończonych.

Symbol Z naczenie  w sp o so b ie  I Znaczenie w sp o so b ie  I I

A Z b ió r segnen tów  taśm y -Zbiór taśm

B Z b ió r sym boli (danych) w 
segm encie

Z b ió r sym boli (d an y ch ) na  
ta śm ie

C Z b ió r segmentów z a w ie ra ją 
cych in s t r u k c je

Z b ió r taśm  z a w ie ra jąc y c h  in 
s t r u k c je

I Z b ió r i n s t r u k c j i Z b ió r i n s t r u k c j i
K Z b ió r fu n k c jx  p rzy p o rząd 

kow ujących segmentom dane
Z b ió r f u n k c j i  p rzyporządko
w ujących taśmom dane

A «» ■|ao ,a^ . . . . . . a n , . . . .  -  z b ió r  n ie sk o ń czo n y .

B -  "{kg»13-] bn* *** }  “  z b ió r  n ie sk o ń czo n y .

C » '{co , c 1 . . . . . . cn # . . .  J- -  z b ió r  n ie sk o ń czo n y .

C -  0 ,1 } Z -  p rz y  o k re ś le n iu  a l f a b e tu  dwusymbolowego

lu b

C -  Z -  z b ió r  l i c z b  n a tu ra ln y c h .

I  *» ~ s t a n  taśm  z aw ie ra jący ch  i n s t r u k c j e .
A

K ■ B -  s t a n  segmentów lu b  taśm  z a w ie ra jąc y c h  dane ,

<  k , z > 6 £ -  s t a n  ze z b io ru  stanów  m aszyny.

6"k+l ( a * z ) -  f ( k ^ ,z ^ +^ )  -  s t a n  maszyny w c h w il i  (k+1 )■ |5 € Z j

C -  moglibyśm y o k re ś l ić  jak o  p o d z b ió r  A# w tedy jed n ak  o p is  d z ia ła 

n i a  maszyny j e s t  u tru d n io n y .
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Zakładamy zatem  C jak o  z b ió r  w yróżnionych segmentów lu b  taśm  ro z 

d z ie ln y c h  ze zbiorem  A.

D la taśm  n ieskończonych  w jed n ą  s t ro n ę  możemy o k r e ś l i ć  p o c z ą te k  t a ś 

my

K (a ,b )o = 0 -  znak w yróżniony

.1

f ( z ) Q = 0 -  znak w yróżniony 

lu b  d la  je d n e j taśm y 

P ( a ,b , z ) o => 0 .

Zapiszm y te r a z  sposób  wywoływania in fo rm a c j i  i  ru c h  maszyny

f ( a , b , z ) ^  =* z ^ f 

f k+1( a , b , z )  -  F ( f k , ak+ 1) ,

w c h w ili  k+1 = n

w c h w ili  n+1 = m

f  ( a , b t z )  = z „ ,

f n f l ^ a »b ,z )  = P ^f n ’ aiH-l^’

f m( a , b , z )  = z3

.  i t d .

w c h w ili  m = §■ + 1

f^ +1( a , b , z )  «= P ( f ^ ,  a£+ 1 ) = f g (  a , b , z )  -  s to p .
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W c h w il i  1 j e s t  wywoływana 1 taśm a i n s t r u k c j i .  W k ażd e j c h w ili  s t a n  

maszyny o k re ś lo n y  j e s t  p rz e z  s t a n  w c h w il i  p o p rz e d n ie j i  a k tu a ln y  seg 

ment ( t a ś n ę )  danych . W c h w ili  k+1 rów nej n  z o s ta je  wywołana na

s tę p n a  taśm a i n s t r u k c j i ,  d a le j  znów o b l ic z e n ia  w o b rę b ie  danych i t d .  

J e s t  t o  ru c h  p o s tę p u ją c y  lu b  m a le ją c y  w z a le ż n o ś c i  od uporządkow ania 

k ,  n , m i  z ^ , Zg, z^ . . . . .  W c h w ili  £+1 s t a n  maszyny n ie  u le g a  

zm ian ie  j e s t  o k re ś lo n y  p rz e z  fu n k c ję  f  £  -  maszyna s t o i .

Wywoływanie i n s t r u k c j i  j e s t  l in io w e . Można t a k  poum ieszczać ta ś n y  

danych i  i n s t r u k c j i ,  aby o b l ic z e n ia  b y ły  wykonywane lin io w o , dane są  

odpow iednie do wywołanej i n s t r u k c j i .  J e s t  t o  s z c z e g ó ln ie  p rz y d a tn e  d la  

taśm  o d d z ie ln y c h , bo zawsze możemy za ło ży ć  taśm ę z a k tu a ln ie  p o trz e b 

nymi danym i,

W przypadku w iększego  o ią g u  danych ( n iż  p o trz e b n y  do je d n e j i n 

s t r u k c j i ) ,  można p rz y ją ć  za p is

f k+1^a , b , z  ̂ "  P( f k* ^ + 1 ^  

aż  do c h w il i  k+1 rów nej m

^nn-1^a , k*z  ̂ m )

f ^ g U . b . z )  «* z2 ( i t d . ) ,

zatem  po w y k o rzy stan iu  p rz e z  i n s t r u k c ję  danych j e j  p o trzeb n y ch  m aszyna 

s t a j e ,  w c h w ili  n a s tę p n e j  z o s ta je  wywołana nowa i n s t r u k c j a  i  znów ope

r a c j a  wykonuje s i ę  na  c z ę ś c i  danych p o trzeb n y ch  do d an e j i n s t r u k c j i  i  

n a s tę p u je  s to p  m aszyny. J e s t  t o  dogodne, gdy many o d d z ie ln ą  taśm ę da

ny ch , bez w yodrębnionych segmentów d l a  k o le jn y c h  i n s t r u k c j i .

Gdy ohceny zm ien ić  k o le jn o ść  wywoływania danych, t o  przyjm ujem y za

p i s
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F u n k c ja  <P d z ia ła  t a k  ja k  fu n k c ja  f ,  a l e  d la  innego  przyporządkow a
n i a  A——B

^ (ai } “  V i

-  gdy i  r o ś n ie  many p rzyporządkow anie  odw ro tne .

Można za ło ży ć  przyporządkow anie  dowolne

<P ( a ^  -  b ̂  >

-  dowolne l i c z b y  n a tu r a ln e .

Z ap is  (1 )  o zn acza , że w c h w ili  ih-1 fu n k c ja  f  p rzeo h o d z i w fu n k c ję  

k tó r a  o znacza  p ra c ę  na  danych o zmienionym uporządkow aniu . F u n k c ja  

'P o zn acza , że mamy t e r a z  in n ą  num erację m ie jsc  danych (segmentów lu b  

ta śm ) i  wywołujemy n p . p i ą t ą  taśm ę, potem  c z w a r tą , t r z e c i ą ,  d rugą  i t d .

lu b  dow oln iej p i ą t ą ,  p ie rw s z ą , t r z e c i ą  w z a le ż n o ś c i  od f u n k o j i  V .

Gdy chcemy w ró c ić  do p rzyporządkow ania  k o le jn e g o , t o  wracamy do fu n k 

c j i  f .

f ( a ± ) «• b±

W c h w il i  k+1 «■ m

i  d a le j

^ m( a )  *» f ( a )

f k+1^a ^ , z  ̂ ” P^f k ’ zk+1 ^ '

W m aszynie r e a ln e j  ta k a  zm iana przyporządkow ania  może być dokonana 

podprogramem. W taśm ach możemy uw ażać, że taśm a oznaczona numerem n p , 

5 ,  ma t e r a z  numer 1 , a  w segm entach odpow iadałoby to  p r z e j ś c iu  w t y ł  

lu b  w p rzó d  o skończoną i l o ś ć  segmentów i  o d c z y ta n iu  danych n p . p rz e d  

p ią ty m  segmentem i n s t r u k o j i .
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3 .  Szczegółowe p rz y k ła d y  d z ia ł a n i a  maszyny T uringa

3 .1 .  P rz y k ła d y  d la  szczeg ó ln eg o  p rz e d s ta w ie n ia  Maszyny T u rin g a  na ma

sz y n ie  r e a ln e j

P rz y k ła d  I . Maszyna d a ją c a  słow o podwójne

M (s) .  3S n p . abc -  abc-abc

A = f » a2 f • • • • • j*■ -  z b ió r  segmentów taśm y  z a w ie ra jący ch  dan e , o

num erach 1 . 3 . 5 . . . . . . .

B = {bQ, bv  b2 , ..........| • -  z b ió r  danych , Sg, ..........-  słow o na

ta śm ie  *,

C «= Z -  z b ió r  segmentów w yróżnionych z aw ie ra jący ch  

in s t r u k c je  o num erach 2 , 4 , 6 , ............

H n
r

H* -  z b ió r  i n s t r u k c j i  «

K = -  s t a n  segnentów  z danymi *,

<  k f z >  €  S -  s t a n  ze z b io ru  stanów  m aszyny.

V i > -  s t a n  w c h w ili  k+1 (& 6 2  ) *

P ( a ,b , z ) 0 = 0 -  p o c z ą te k  ta ś m y .

:f(a1 ) ■=

f ( a 2 ) = z1 ,

f  (a^  ) ** Sg ^

f ( a 4 ) -  z2 >

• O
• •
• •

f ( a „  ) = S . 2 n ' n
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Chcemy otrzym ać 

f  ̂ a 2nf1  ̂ ”  S1

f ( V i  > a S1

f ^a2n+2^ = S2

I n s t r u k c j e  zatem  pow inny być typu* z^ t w pisz w m ie jsce  

a 2n+ i

.  > •3 n f i

c z y l i

a 2 n t i

„ S &3n+i 
Zi  “  Si

i  = 1 , 2 . . . . . .  n+1 -  p a ra m e tr  z m ie n ia ją c y  s i ę  od 1 do n+1

f ± ( a ,b , z )  = z± , ain+±)

g d z ie

m => 2n, 3n ,,

o g ó ln ie

f ( a )  -  S , K = S* *

D la  i  ■ nt-1
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f n ł-i^a ,b ,Z  ̂ “  ^ Sn+1’ zn+l* "  f n ( a *b *z ) “  s to P “ a sz y ^ y .

P rz y k ła d  2 . Maszyna d a ją c a  słow o odwrócone 

M(S) -  S"1 n p . abo — ► cba

f ( a 1 ) *> S1 , 

f ( a „ )  = z .

f ( a .  ) -  S .
2 n '  n  *

Chcemy o trzym ać

S ,
n  s

n -1  ’

f ( V  ■ s i  •

I n s t r u k c j e  zatem  m uszą być p o s ta c i

z^ j wpis w m ie jsc e  a3r t f l _i -

c z y l i

3n+ 1-i

Zi  = Si

d l a  i  rć w n e g o  1 , 2 , 3 # » . . « .  n , m - l .
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O g ó ln ie

f ±(a ,b ,z )  -  P(S±,  zi t

W chw ili

1 « n+1

f n t l ( a ’b*z )  P Ŝn + l’ zn+l» a3 n ) "  f J a *b »z )  ”  s t °P<

Przykład 3 . Maszyna podwajająca l i t e r y  słowa 

M(S) -  2S np. abc----- aabbco

f <*i > s i  i  

f ( a 2 ) .  z, ,,

f (a „  ) -  S .2 n ' n  -

Chcemy otrzymać
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I n s t r u k c j a  pow inna mieć p o s ta ć

V  W m ie jsc e  a2n_1+2±, ^ 2 i ~ ^ Si

c z y l i

a 2n-1+2J
a 2n+2i

Zi  "  Si

d l a  i  równego 1 , 2 , . . . .  nł-1 ..

O gólnie

f ^ ( a , b , z )  »> p ( s ^ ,  zi f  am+2i ^

g d z ie

m = 2n, 2 n - l

d l a  i=n+1

f ^ U . b . z )  = F(Sn+1, zn+1, aw 2 ( n f l ) ) = f n ( a ,b , z )  -  s t o p .

3 .2 .  P rz y k ła d y  ogólnego d z ia ła n ia  Maszyny T uringa

P rz y k ła d y  3 .1  d o ty c z y ły  ty lk o  sz c z e g ó ln e j  maszyny p r z e p is u ją c e j  s ł o 

wa o d łu g o ś c i  n  1  ty lk o  w ykonującej o p e ra c je  nad ta k im i słow am i. Ma

sz y n a  te g o  ty p u  ma w ie le  narzuconych  o g ra n ic z e ń , t r z e b a  zauważyć, że 

i n s t r u k c j e ,  ic h  p o s ta c ie  wymagają w każdym p rz y k ła d z ie  i n n e j ,  dość 

sk o ęę lik o w an e j budowy g łow icy  Maszyny T u rin g a . P o s ta ć  i n s t r u k c j i ,  dość 

p r o s t a  m atem atyczn ie , może nasuwać w ie le  problemów p rz y  zadaw aniu j e j  

m aszy n ie . Spróbujm y t e r a z  t e  same p rz y k ła d y  o p isa ć  p rzy jm u jąc  o g ó lny  

z a p is  Maszyny T u rin g a  w u ję c iu  t e o r i i  zb io rów , n ie  n a rz u c a ją c  żadnych 

o g ra n ic z e ń  n a  m aszynę, a n i  na  s ło w a , nad k tó rym i dokonujemy o p e r a c j i .
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P rz y k ła d  1

M (s) = 3S OT n p . abc —«. abcabc

* '  { * o ’ *1  ........... }

B - { V  b  >
0 6  B

®k+1 = P(<V  ^ + 1  } 

f(aQ) = 0 ł 
t  (a1 ) = b1#

ff1 = P(<V  a1 }

f k ( a )  = V i  + 1

* (» * )  -  0* 

wtedy

ffk  -  • »*>

f k+i (a>  ■ \ - 1 

f(an ) - 0*

wtedy

ff„  ■ FK - 1 ’■*>

a1 a 2 a3 a4

z b ió r  m ie jsc  na  ta ś m ie , 

z b ió r  danych n a  ta ś m ie , 

słowo p u s te  n a le ż y  do z b io ru  B. 

s t a n  maszyny w c h w il i  k+1..

odczy t 1 l i t e r y  z a p is  0 (zm iana s ta n u )  

ru c h  w praw o, ta k  d łu g o , aż

z a p is  symbolu na  m ie jsc u  a^ 

ru c h  w lewo t a k  d łu g o , aż

-  odczy t 0 ,  z a p is  symbolu

f n+l ( a )

i  £T - » p (e  , a  , n+1 v n* rn-1 ) -  odczy t 2 l i t e r y  z a p is  0 .
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D a le j

- * - f n+2^a  ̂ ® an+1 + 1 “  t a k  d łu S°» aż

f ( a m) = 0 ,  

w tedy

°  P ^ m -1 » ^  “  zap i3  s ymbolu

za p is  symbolu

odczy t sym bolu, z a p is  0

Stop maszyny n a s tą p i  gdy o d c z y ta  o s t a tn i ą  l i t e r ę  słow a i  w tedy 

-  s t a n  s to p u .

J e ż e l i  po o d c z y ta n iu  o s t a tn i e j  l i t e r y  słow a n ie  n a s tą p i łb y  s to p ,  

t o  maszyna n i e  zap isy w ałab y  s łow a p o d w ó jn ie , a le  w ie lo k ro tn ie .  P ra c a  

maszyny o g ó ln ie  p o le g a  na o d c sy ta n iu  p rz e z  g łow ioę symbolu i  w jego  

m ie js c u  z a p is a n iu  sym bolu p u s te g o . D ale j g ło w ica  p rzesuw a s i ę  w praw o, 

aż  do m ie js c a  p u s te g o  w p isu je  zapam iętany  sym bol, w raca w lew o, aż do 

n a jb l iż s z e g o  m ie js c a  p u s teg o  w p isu je  sym bol i  o d c z y tu je  n a s tę p n ą  l i t e 

r ę ,  z a p is u ją c  sym bol p u s ty .

W a) - v 1

f ( a p ) -  0 .

Znów

f((T „p-1 i a  ) 
P -1 '  P

V i ( a )
a  + 1 
P

$  * = P(ff , a  )
p + 1  p ' ,  '

1— i t d .
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P rz y k ła d  2

M (s )  a S n p , abo •— cba

Z naczen ie  sym boli j a k  w p rz y k ła d z ie  1 . 

f (a o ) -  0 j

f k ( a )  = a ^  + 1 '  -  ru c h  w praw o, t a k  d ługo  aż

f ( a n ) = 0 } ^

w tedy

f  . ( a )  «* a  - 1  n+1 n

6’n+1 » an+1 ) -  odczy t symbolu i  z a p is  0 ,,

f n+2( a )  "  V l  + 1 >,

?,n+2 "  P(<rn+1’ an+2} “  ^ P 13 3^°<>lu

; fn+3( a ) ** aw 2  -  1 -  t a k  d łu g o , aż

f ( a  ) -  0 ni

i

■ b

r  V n  ■ p (s » ' v i 5 ■ oa° z y t  1 “ p is  0

f ^ g C a )  » affi+1 -  1 -  t a k  d łu g o , aż 

f ( a p ) .  b

^ p + l 5 “

w tedy

f  -  P (^p , ap + 1 ) -  z a p is  sym bolu.
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D a le j

f p+2( a ) » ap+1 -  1 -  ta k  d łu g o , aż

f ( a r ) «= 0 

i

> ■ ‘

- i t a .

Aż do momentu

V ,  -  s t a n  s t o p u . .

M ęszyna s t a j e  w momencie, gdy

■̂t+1 ( a ) = ar**1 i  3'fcale ^ r+ i = “ ™L6 m  ^UŻ odczlr tu *

Możemy wprowadzić 

t ( a ^  ) » 1 

i

Ć>(1 ) = s to p .

W tedy, gdy n ie  ma ju ż  o d czy tu , g ło w ica  p rz e b ie g a  do m ie js c a  a ^  (po

r u s z a ją c  s i ę  w lew o) i  s t a j e .

D z ia ła n ie  maszyny p o le g a  n a  p rz e s u n ię c iu  g łow icy  w praw o, aż  do o -  

s t a t n i e j  l i t e r y  s ło w a , o d c z y c ie  o s t a t n i e j  l i t e r y ,  z a p is ie  sym bolu pu

s te g o ,  p r z e s u n ię c iu  w prawo i  z a p is ie  o d c z y ta n e j l i t e r y .

D a le j pow rót w lew o, aż do d ru g ie j  od końca l i t e r y  w s ło w ie , od

c z y t  i t d ..........

P rz y k ła d  3

M (s) = 2S n p .s  a b c — ► aabbcc

O znaczenie  sym bo li ja k  w p rz y k ła d z ie  1 -
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f  (a^ ) = b v

6 , = F(ff0 . a1 )

f 2 ( a )  = a, + 1 

i

f k ( a ) = ak_1 + 1 

f ( a k ) = 0 ,  

vrt edy

6k ‘ § >

W a )  "  \  ł  1

i

^k+l = p (6 k ’ «k+1} 

D a le j

f k + 2 ^  °  *k+1 “  1 

f ( a n ) = 0 ^

y/tedy

f  ( a  ) = a  + 1  n+17 n

i

<Wn -  P < V  V t  > 

f n ł 2( a )  ‘  V 1  + 1

f  = (a ^ )  = 0 i, 

w tedy

^m "  F(6m-1* ałn)

odczyt p ie rw sz e j l i t e r y  z a p is  0

t a k  d łu g o , aż

za p is  p ie rw sz e j l i t e r y  na pierw szym  m ie jscu *

z a p is  p ie rv /sz e j l i t e r y  na  drugim  m ie js c u .

ru c h  w 1 ewo, t a k  d ługo  aż

odczy t d ru g ieg o  sym bolu z a p is  0 ..  

t a k  d łu g o , aż

za p is  d ru g ieg o  sym bolu na pierw szym  m ie jsc u ,
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f nH-1( a )  "  ^  + 1 

1 *<

« W i a F(6m’ V f 1 } ■

z a p is  d rug iego  sym bolu

n a  drugim  m ie js c u .

D a le j ,  ru c h  w lew o.

Ruch trw a  t a k  d łu g o , aż  odczytam y w sz y s tk ie  sym bole s ło w a , w tedy

61 . = ó"*. = d, -  s to p  m aszyny.
£ + 1  ?  k

Gdyby n ie  b y ło  s to p u  maszyny p rz e d  odczytem  p ie rw sz e j l i t e r y  n a s tę p n e -
o A

go s ło w a , to  o trzym alibyśm y słow a o l i t e r a c h  poczw órnych, 2 , 2 i t d .  

O gó ln ie  d z ia ła n ie  maszyny p o le g a  n a  o d czy c ie  p ie rw sz e j l i t e r y ,  p r z e 

s u n ię c iu  w prawo i  z a p is a n iu  t e j  l i t e r y  na  dwóch k o le jn y c h  m ie jsc a c h  

p u s ty c h . D a le j odczy t d ru g ie j  l i t e r y  i t d .

I I .  Model m atem atyczny autom atu  skończonego

1 .  Ogólny o p is  d z i a ł a n i a  au tom atu  skończonego

Automatem skończonym nazywamy maszynę T u rin g a  o n a s tę p u ją c y c h  w łas

n o śc ia c h !

1 ) skończona ta śm a ,

2 )  ru c h  je d n o s tro n n y  ( ty lk o  w lewo lu b  ty lk o  w praw o)}

3 )  maszyna a k c e p tu je  słow o .

P ra c a  au tom atu  skończonego p o le g a  na  kolejnym  b ad an iu  m ie jsc  taśm y i  

zm ian ie  s ta n u  w z a le ż n o ś c i  od te g o ,  czy  sym bol z a p isa n y  w danym m ie j

s c u  n a le ż y  do zadanego z b io ru  sym boli ( a l f a b e tu ) ,  czy  n i e .  Po spraw 

d z e n iu  ca łeg o  słow a m aszyna p rz e c h o d z i do s ta n u  o k re ś la ją c e g o , że ca

ł e  słowo z o s ta ło  zaakceptow ane (n p . s t a n  s to p u  maszyny) lu b  do o k re ś lo 

nego s ta n u  odpow iadającego n iezaak cep to w an iu  s ło w a . D okładn ie  d z ia 

ł a n i e  autom atu  skończonego z i l u s t r u j e  p r o s ty  p rz y k ła d .
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P rz y k ła d

Automat skończony  ma zbadać słcw o za p isa n e  n a  ta śm ie  i  zaak cep to 

w ać, j e ś l i  j e s t  to  słow o abo lu b  p r z e jś ć  do pewnego s ta n u  w yróżnio

nego (n ie a k c e p to w ać ) , j e ś l i  t o  n ie  j e s t  słow o ab c . Przyjm ujem y ru c h  

w praw o.

0 -  symbol p u s ty . ,

P -  sym bol o k r e ś la ją c y  p rz e s u n ię c ie  w praw o-

A = { o , 1 , 2 , n  -  z b ić r  m ie jsc  n a  ta ś m ie . .

B

g I m

abc -  z b ić r  sym bo li ( a l f a b e t ) .

0
0 1 2 3 4 5

START

p

b n ie  b

q4
P

c n ie  c

n ie  0

n ie  a

n
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q -  s t a n  głow icy.

qg -  może być stanem  s to p u .

q^ -  pew ien w yróżniony s t a n  n p , 0 ,

Głowica rozpoczyna  p ra c ę  od p o z y c ji  aQ, k ie d y  z n a jd u je  s i ę  w s t a n i e  

qQ, d a le j  p rz e s u n ię c ie  w praw o i  o d c z y ta n ie  z a w a rto śc i , j e ż e l i  na

l e ż y  do a l f a b e tu  ( b ) ,  t o  n a s tę p u je  zmiana s ta n u ,  p r z e s u n ię c ie  w prawo 

i  bad an ie  następnego  sym boluf j e ż e l i  n ie  n a le ż y  do B, to  n a s tę p u je  

p r z e j ś c ie  do s ta n u  q2 , k tó ry  św iadczy o n iezaak cep to w an iu  słow a (n p , 

O) -  ta k  badamy każdy sym bol. Gdy c a łe  słowo z o s ta ło  zaakceptow ane i  

n a s tę p n y  symbol j e s t  p u s ty ,  to  maszyna p rz e c h o d z i do s ta n u  qg ( s ta n  

s to p u )  -  słowo z o s ta ło  zaakceptow ane.

2 .  Opis fo rm alny  autom atu skończonego 

A V  . . . .  an ^ . -  skończony z b ió r  m ie jsc  taśmy.,

B = <j"bQ, b ^ , b ^ l*  -  skończony z b ió r  sym boli zadanych ( a l f a b e t ) ,

-  z b ió r  s tanów  ta śm y ,

-  z b ió r  s tan ó w  m aszyny..

-  s t a n  ze z b io ru  stanów  m aszyny,

-  s t a n  w c h w ili  k+ 1 ,

(1 )
-  fu n k c ja  o p is u ją c a  ru c h  m a sz y n y ..

-  m ie jsc e  p u s te  ze z b io ru  m ie jsc  p u s ty c h . .

-  znak wyróżniony, o z n a c z a ją c y  p o c z ą te k  taśm y.

-  znak wyróżniony o z n a c z a ją c y  koniec taśm y ..

r  3*^»• • • j"  “ skończony zb iór sy m b o li, do k tó reg o  n a le ż ą

w szystkie symbole n ie  n a le ż ą c e  do z b io ru  B, 

f^ićT, a )  f ^ i S ^ a ) -  maszyna s ta je  na końcu taśmy.

K -  BA

2 =  / x A

6" = <  k , tx> G S

®Wl 3 p (6k ’ “k + l5

f o ( a )  = ao ]

f k ( a )  a « k -1 .+ 1 

0 <  k i i  n 

f ( a Q) = 0 6  $  

f  (S ,  a ) Q °  *  

a )  = A
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W o p is ie  tym n ie  ma se n su  p o ję c ie  i n s t r u k c j i .  J e s t  n a to m ia s t wprowa

dzona pewna fu n k c ja  ( i ) ,  o p is u ją c a  ru c h  maszyny w prawo o jedno  m ie j

s c e .  Gdybyśmy p o r u s z a l i  s i ę  n ie  o jedno  m ie js c e ,  a l e  o m to  f^C a) 

rów na s i ę   ̂ + m, 1 <  m <  n .  P rz y ję l iś m y , z a ło ż e n ie ,  że aQ j e s t  

m iejscem  pustym . W yróżniony z o s ta ł  p o c z ą te k  i  kon iec taśm y z a k ła d a ją c , 

'ż e  na  końcu taśm y maszyna zawsze s t a j e .  Y /prowadziliśmy dodatkowy z b ió r  

z a w ie ra ją c y  w sz y s tk ie  możliwe symbole n ie  n a le ż ą c e  do z b io ru  B.

Z b ió r T j e s t  zatem  ro z łą c z n y  ze zb iorem  B. Na z b io ra c h  A, B, z 

dodatk iem  sym bolu p u s te g o , możemy o p isa ć  d z ia ła n ie  au tom atu  skończone

go z a k ła d a ją c  zasadę  ś le d z e n ia  ( 1 ) .  D z ia ła n ie  au tom atu  można p rz e d 

s ta w ić  w n a s tę p u ją c y  sposób :

i ( a Q) « 0 w c h w ili  zerow ej«

W k ażd e j n a s tę p n e j c h w ili  kt

f k+1Gr, a )  - S ( f k , ak+ 1) >

j e ż e l i

K a k ) - f U  0 ,  3* e T , }

to

f k+1(<r, a )  -  ) “ 0 -  znak w yróżniony , o z n a c z a ją c y , że m aszy

na sym bolu n ie  a k c e p tu je .

J e ż e l i  

f (a ^ .)  -  b 

i

f ( a k+ 1} b

t o

f ^ C ó " ,  a )  ■* 1 -  znak w yróżniony, o z n a c z a ją c y , że maszyna sym bol ak

c e p tu je .

J e ż e l i

fC a^} «■ bm bm -  końcowy e lem ent B,
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to

f k+1(6", a )  = a )  = 0 -  s t a n  s to p u  -  Maszyna zaakcep tow ała  c a łe

słow o .

O g ó ln ie  maszyna a k c e p tu je  każdy sym bol b , j e ż e l i  za  nim rów n ież  j e s t  

b .  Maszyna n ie  a k c e p tu je  żadnego sym bolu ze z b io ru  P  n ie z a le ż n ie  od 

te g o  co n a s tę p u je  p rz e d  nim lu b  po nim . J e ż e l i  po końcowym e lem encie  

z b io ru  B n a s tę p u je  sym bol p u s ty ,  to  m aszyna a k c e p tu je  c a łe  słow o. 

Ś le d z ą c  d z ia ła n ie  autom atu skończonego mamy zatem  z e ra  i  je d y n k i, w 

z a le ż n o ś c i  od a k c e p ta c j i  sym boli i  s to p  po zaakceptow aniu  c a łe g o  s ł o -

W  cl 0

P rz y k ła d

Przedstaw m y w naszym u ję c iu  formalnym p rz y k ła d  z p u n k tu  1 .
G M  P

ł

<?> a b C <f> <J>
0 1 2 3 ‘ł i  • n

{ ° 1. 2, 3 , 4 , • 00 , n^j- -  m ie js c a  taśm y .,

a , b , c -  a l f a b e t ..

P  -  w sz y s tk ie  sym bole z w yjątk iem  a ,  b ,  c ,

<j( -  symbol p u s ty  -

K =< -  z b ió r  stanów  taśm y.,

2  = 3A x A -  z b ió r  stanów  maszyny.

Ruch maszyny
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s t ą d

igC s“, a )  = 1 -  a k c e p ta c ja  l i t e r y . .

f  (a^  ) = c €

c z y l i

f j(6 " , a )  = 1 -  a k c e p ta c ja .

D a le j

f ( a4 ) = 0  7, 

p r z y  czym

f ( aj )  = b j  -  symbol końcov/y £

zatem

a )  = fj(® » a ) , a  O -  s to p .

Słowo z o s ta ło  zaakceptow ane.

O góln ie  n p . w c h w ili  t r z e c i e j  s t a n  maszyny o p is u je  fu n k c ja

fj( i> , a ) = < C k j f t

g d z ie

k j = = ^ f ( a j )  = b j .

Z akończenie

Z apis maszyn cyfrow ych p rz e d s ta w io n y  w p ra c y  j e s t  zap isem  p raw ie

form alnym . Aby p r z e j ś ć  do z a p is u  c z y s to  form alnego  ( ję z y k  s fo rm a liz o 

w any), n a le ż a ło b y  p rzep ro y /ad zić  a n a l iz ę  g ra fu  fu n k cy jn eg o  p rz e d s ta w io 

nych  m odeli i  z a p isa ć  te n  g r a f  ok reślonym i zb io ram i sym boli lu b  u ś c i 

ś l i ć  p rz e d s ta w io n y  pow yżej z a p is  t a k ,  aby n ie  wymagał on u z u p e łn ie ń  

słow nych .

D a lsza  p ra c a  może p ó jś ć  w k ie ru n k u  z a p is a n ia  r z e c z y w is te j  maszyny 

cy fro w ej i  j e j  d z i a ł a n i a  za  pomocą pewnego ś c i ś l e  o k re ś lo n eg o  z b io ru
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sy m b o li. D opiero po t a k ic h  p róbach  b ę d z ie  można d o jść  do w prow adzenia 

pewnych f u n k c j i  bądź r e l a c j i ,  k tó re  sposób  b a r d z ie j  p r z e j r z y s ty  i  o -  

g ó ln ie j s z y  p rz e d s ta w ią  m odel dow olnej maszyny cyfrow ej«
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HEKOTOPOE fcOPMAJlbHOE OIMCAHŁIE 
MACMHii TbKPVi.HrA K HDHEHHOrO ABTOMAT A

P e a b  m e

B paOoTe npiiBO^HTca ^opweuibHoe onwcaHHe ManwHH T ł d p h h -  

r a  h KoHeUHoro aBTOMaTa. 3 flecb  HcnoJib30BaH TeopeTEKo -  mho-  

xecTBeHHHii n o ^ x o s  « onucam uj błmhcjihtejibhoH «aniHHH. Oómee 
onucaHHe bthx  thhob  ManiHH, t b k  kbk y npHMepu, yKa3HBa»T, 
UTO TeopHH UHOXeCTB IIO 3B8JIHeT flOBOJIbHO JierKO OUHCHBaTb He- 
KoTopne H3 BHMyicjiHTenbHbDC uamHH, h Tako# o 6 p a 3  onHCHBaHMa 
Be,neT k HeKOTopouy, KaxeTCH flocTaTo^Ho 3<3?$eXTHBHOMy, «J*op— 
MaHE 311 po B aHHO My a3HKy.
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A FORMAL DESCRIPTION OF THE TURIN Æ 
MACHINE AND THE FINITE AUTOMATA

S u m m a r y

The p re s e n t  p a p e r  concerns fo rm a l d e s c r ip t io n  ■ o f  th e  T u r in g 's  ma-* 

c h in e  and th e  f i n i t e  au to m a ta . The d e s c r ip t io n  o f  a  d i g i t a l  com puter 

i s  based  on th e  S e t T heory , The n o t io n  o f  a  d i g i t a l  com puter can  be r e 

l a t i v e l y  ea sy  fo rm a liz e d  on  th e  b ase  o f  th e  S e t Theory f o r  some c l a s 

s e s  o f  th o s e  m ach in es . The d e s c r ip t io n  le a d s  t o  r a t h e r  e f f e c t i v e  f o r 

m a liz e d  language f o r  p a r t i c u l a r  c la s s e s  o f  d i g i t a l  co m pu ters.


