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Lp STABILNOŚĆ W SENSIE ŚREDNIM NIELINIOWEGO STOCHASTYCZNEGO 
RÓWNANIA CAŁKOWEGO

Streszczenie. Praca zawiera nowe rezultaty dotyczące Lp - stabilności 
nieliniowego układu dynamicznego opisanego stochastycznym równaniem cał
kowym Volterry (lub Fredholma)

x(t,io) = h(t,co) + X I K(t,T,co) f (1T,x) T,w( co)dT.
'o

Głównym wynikiem pracy są dwa twierdzenia. w których sformułowano wa
runki istnienia rozwiązań równania całkowitego w pewnej przestrzeni
Banacha Lp, w przypadku słabej i silnej nieliniowości operatora f.

Wstęp

W ostatnich latach daje się zauważyó duże zainteresowanie problemami 
związanymi z teorią i zastosowaniami stochastycznych równań całkowych.Wy
korzystanie równań całkowych do opisu nieliniowych układów dynamicznych 
daje bardzo dobre możliwości analizy zachowania się sygnałów w tych ukła
dach. W szczególnym przypadku stochastyczne nieliniowe równanie całkowe 
opisuje niestacjonarny układ dynamiczny ze wzmocnieniem w pętli sprzęże
nia zwrotnego X , pozostający pod wpływem zakłóceń oraz zakłóconych sygna
łów wejściowych (rys. 1).

Rys. 1. Model układu dynamicznego opisanego równaniem całkowym (1)
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Zagadnienia deterministyczne znalazły rozwiązanie w pracach KRASNOSIEIr 
SKIJ [7 , 8j , Ahmed [2j. Dla operatorów stacjonarnych przegląd stosowanych 
metod można znaleźć w pracy KUDREWICZA [9]•

W zagadnieniach probabilistycznych główne zainteresowanie koncentruje 
się wokół problemów dotyczących stabilności zupełnej z prawdopodobieństwem 
1 i w sensie średnim, tzn. badania zachowania się pev/nych momentów sygna
łu, będącego procesem stachostycznym. Warunki istnienia rozwiązania sil
nie nieliniowego (f nie spełnia warunku lipsohitza) stochastycznego rów
nania całkowego podał AHMED, TEO [3] rozpatrując lp - stabilność z praw
dopodobieństwem 1. Są one w zasadzie powtórzeniem wyników Krasnosielsko- 
wo [7] ♦

Praca zawiera nowe rezultaty dotyczące - stabilności w sensie śred
nim przy założeniu zarówno słabej, jak i silnej nieliniowości funkcji f.

1. Założenia
Vl pracy rozważano problem istnienia rozwiązań stochastycznego nielinio

wego równania całkowego Yolterry

x(t,w) » h(t,w) +\| K(t,T,co) f(Trtz{T,«),w) di, (1)

opisującego pewien nieliniowy, niestacjonarny (w ogólnym przypadku) układ 
dynamiczny pozostający pod wpływem zakłóceń.

Jak wynika z dalszych rozważań, wszystkie twierdzenia pozostają słusz
ne dla stochastycznego nieliniowego równania całkowego Predholma.

W dalszym ciągu używać będziemy oznaczenia

(Ax)(t,w) = (Kfx)(t,<o) o I K(t,T,co).f (<r,x('t',m) ,to) d̂ t (2)
-o

dla t eEq = [o,00). Dalej nie wprowadzamy specjalnych oznaczeń dla ope
ratorów K i f oraz odpowiadających im funkcji K(t,T,co) i f(t,x,w).
W całej pracy zakładamy, że

(i)weS,Q jest zbiorem zdarzeń elementarnych przestrzeni probabili
stycznej (p.,6,P) indukowanej przez procesy h, K i fj

(ii) x, h są procesami stochastycznymi}
(iii) K jest jądrem stochastycznym mierzalnym na produkcie A®£1, 

gdzie A = |(t,T)j 0<  T <  t <  00j ;
(iv) f jest nieliniową funkcją przypadkową mierzalną na RQ®£2 , 

dla każdego skończonego x e R  = (-00,00).
(v) K jest liczbą rzeczywistą.
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W dalszych rozważaniach przyjmiemy, że

Powiemy, że zmienna losowa x(<n) jest P - istotnie ograniczona, jeżeli 
istnieje stała a>o taka, że

gdzie “ 0 [4]»

2, Istnienie rozwlgzeń silnie nieliniowego równania całkowego.
Wprowadzimy pewną przestrzeż funkoyjną którą wykorzystamy do bada

nia stabilności rozwiązań równania całkowego (1).

Definicja 1
Wiech L*5(T) oznacza przestrzeń Banacha, m>1, p>1, wszystkich funk-

Oznaozyny dalej

gdzie J- | określona wyżej.
Normą w przestrzeni L^(T) zdefiniujemy jako

(4)

Uwaga
Można udowodnió, że dla m>1, p>1, 1^ Jest przestrzenią Banacha. 

Dowód wynika z własności całkowania pól wektorowyoh, MABEIN £lO, str.407] «
Uwagą

1Przestrzeń 1^ wprowadził pierwszy Bochner, dlatego cząato nazywana 
jest całką Bochnera.(
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Definic.ia 2

Rozwiązanie x* (t,oo) równania całkowego (1) nazwiemy' - stabilnym, 
jeżeli x*e Ł .̂

Definicja 3
Powiemy, że funkcja f(x(t,u),u) zmiennych -co <  x<oo,coe£ł, jest cią

gła w sensie m - średnim (m> 1 ), jeżeli warunek

lim ||x(t,co) - x0 (t,w) || m = 0
t-*~oo

powoduje, że

lim ||f(x,w) - f (xo,w) || m = 0. 
t-*oo

Uwaga
Jeżeli f(x,w) jest ciągła z prawdopodobieństwem 1, to jest również cią
gła w sensie m - średnim, co wynika między innymi z nierówności

||f(x,co) - f*(xQ,co) j| m <  Bug |f (x,co) - f (xQ,w)|.

Definicja 4
Ciąg funkcji przypadkowych xn (t,co) (xeR,te(G,ji,)) nazwiemy zbieżnym we

dług miary w sensie m - średnim do funkcji x0 (t,«), jeżeli

V  lim ^({tł ||x(t,co) - x (t,co) || >£}) = 0.
6>o n— oo i ■>

Uwaga
Ze zbieżności z prawdopodobieństwem 1 wynika zbieżność wg miary w sensie 
m - średnim.

Definicja 5
Powiemy, że funkcja f(t,x,co) zmiennych -oo<x<oo, 1 6 G,coe& spełnia 

warunki Caratheodory’ego w sensie m - średnim, jeżeli jest ciągła wzglę
dem x w sensie średnim dla prawie wszystkich te G i mierzalna wzglę
dem G ® Q  dla wszystkich x. Przez G oznaczymy zbiór przestrzeni n-wy
miarowej miary skońozonej lub nieskończonej.
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Uwaga
Oczywiście z ciągłości funkcji f względem x z prawdopodobieństwem 1 
wynika ciągłość w sensie m - średnim. W całej pracy zakładamy, że funkcja 
f spełnia warunki definicji 5«
W dalszych rozważaniach wykorzystujemy pewne twierdzenia, bez żadnych do
datkowych wyjaśnień. Dla większej czytelności pracy cytujemy je poniżej.

Nierówność Holdera
Jeśli p i q są liczbami dodatnimi spełniającymi związek p" 1 +q- 1 = 1 

i jeżeli feLp(a,b), ge L q(a,b), to fgeL(a,b) i

nierówność ta jest prawdziwa zarówno dla przedziału skończonego, jak i 
nieskończonego.

Nierówność Minkowsklego

nierówność jest prawdziwa dla przedziału skończonego, jak i nieskończone
go.

Twierdzenie YOSIDA [11, str. 191]

będzie mierzalną funkcją teRQ z wartościami w przestrzeni Banacha 
Łm (a,ff,P) (m> 1 ) i niech || x(t,co) || m jest lokalnie całkowalna.
Wtedy

Jeżeli p>1 i feLp (a,b), geLp (a,b), to f + geLp(a,b) i

Niech (Rq ,A,M) będzie przestrzenią Iiebesgue’a z miarą, niech x(t,oe)

B B
dt dla każdego Be A.

Przed udowodnieniem twierdzenia o istnieniu udowodnimy kilka lematów po
mocniczych.
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Lemat 1

Niech 0 zbiór miary skończonej. Wtedy operator f(t,x,co) przekształca 
każdy zbieżny wg miary w sensie p - średnim ciąg funkcji

^(tjco),.... (teGfcoea) (5)

w ciąg funkcji także zbieżny wg miary w sensie p - średnim.

Dowód
Niech ciąg (5) zbieżny wg miary w sensie p - średnim do funkcji x0(t,oj). 

Oznaczny przez G^ (k = 1,2,...) zbiór tych te G, dla których z nierów
ności

||x(t,<o) - x0 (t,co)||p <  1

wynika

||f(t,x,co) - f(t,x0-,w)|[p <  6 ,

gdzie ,6 - dowolna liczba dodatnia.
Oczywiście, G.jC GgcrG^...
Z oiągłośoi w sensie p - średnim funkcji f (t,x,£o) dla prawie wszystkich 
t 6 G wynika, te

(i( jj Gk) =» (̂0),
K=1

skąd
lim [l(G ) = (i(G). (6)
k-*-oo

Niech będą dane liozby dodatnie <r) i 6 • Wybierzmy liczbę k0 tak, że

(i(G )> (i(G) - t?/2,Ko
a to jest możliwe na podstawie (6). Przez PQ oznaczymy zbiór tych punk
tów t e G, dla których

fl^it.w) - x0(t,co)| < £ -  •
O



Weźmy takie N, że dla wszystkich n> N

>  (i(G) - T?/2.

Niech bedzie dany ciąg funkcji

fX .j(t,co ) a f(if3C^»0b)# f^ ^ it jc o )  23 f  ("tf >" * *

Przez Dq oznaczymy zbiór tych punktów t € 0, dla których

U^o - ^ n l l p ^  *

Oczywiście

G, n J C B  kQ n n

Lp - stabilność w sensie średnim... 11-m--------------------------------------------------------------------

skąd wynika, że

Ponieważ 8 i t? dowolne, wiec ostatnia nierówność dowodzi lematu. 

lemat 2

Nieoh operator przekształca każdą funkcje z (G) w funkcje z k^2(°) 
(P1 *P2 > ’1)* wtedy operator f jest'ciągły.

Dowód
Niech u(G)<:oo . Założymy, że f© =* 9 i pokażemy, że operator f ciągły 

P1w zerze przestrzeni 1 ^
Przypuśćmy, że tak nie jest. Wtedy istnieje taki silnie zbieżny ciąg funk- 
cji ^(tjco) 6=1 ^  (n = 1 ,2 ,...), że

/||fbĉ Ct.co) |j m2 ^(dt)>o!, (n = 1 ,2 ,...), (7)
'

gdzie cf - pewna liczba dodatnia. Założymy przy tym, że

2  [ !*nit»<D,B m1 ^ d't)<00*
n=1 *G

(8)
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Zbudujmy takie ciągi liczb 8k, funkcji x^ (t,w) i zbiorów G^cG (k 
» 1 ,2 ,...), że będą wypełnione warunki

a> 6k+1 < 8k/2'

* > / lGk
j| ^(dt) >  | (£

d) z warunku H-(D) <  2 8k+1 dla dowolnego DcG wynika, że

/ k  (t,w)|| 2 y,(dt)<^.

Szeregi wielkości 8k, xfl (t,co) i Gk (k = 1,2,...) będziemy budować re- 
kurenoyjnie. Niech

81 » n(G), xn (̂t,oo) «* x1 (t,co), G1 = G.

Jeśli £k, xn (t,w), Gk istnieją, to w charakterze gk+1 wybierzemy ta
ką liczbę, żeby był wypełniony warunek d), co możliwe jest na mooy absolut
nej ciągłości całki

/ l fX (t,“)| ” 2 ^ dt)‘

Przy tym automatycznie będzie wypełniony warunek a), ponieważ funkcja 
x (t,co) spełnia warunek c). Na mocy lematu 1 można pokazać takie nk+1
ki zbićr Fk+iC:G, że dla t e ? k+1

1/P2

! = <  tsifer’ <9>

przy czym

h(g) - t<.a?k+1)< ek+r (10)
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Niech Gk+1 = G\£k+1 * Wtedy z (10) wynika wypełnienie dla Gk+1 warunku b). 
Wypełnienie warunku c) wynika z (7) i (9):

Ik+1
|fxnk+1 (t,w) || m2 ^(dt)

l p2
fXnk+1 II m - i I S h -Fk+1 k+1

P2 ^(dt)>£§.

Wprowadźmy zbiory
oo

Dk - Gk\ u
\iak+1

Na mooy a) i b)

ŁLt U  Gi> ei < 2 £k+1 <k •- 1 .2. — >•
iak+1 i=k+1

(11)

Określimy funkcje V  (1:*o5) jako

V(t,w) = -

x (t,co), jeśli *eD.

, jeśli t* M  Di 
i=*1

Oczywiście proces V(i»to) pozostaje procesem m~ rzędu, 
Z warunków o), d) i (11) wynika, że

jf M l * 2 n(at) " i  ifxnk(t*
•/D„ k

co) || ji(dt):

f  i ^ j l 2 ^  - i  ll%k l ?  ^ a , ) > ?
Ja. k Gk/Dk

(12 )

dla k = 1 ,2 ,...
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Pi PpNa mocy (8), Y-e Łffl i z warunków twierdzenia fYel^ .
Po

Z drugiej atrony na mocy (12) , ponieważ DjLn Dj “ 0 Przy 1
stąd

f  l!fVl£ 2 p-(dt) > 2 ] [  »«’i 2 =°°*
•'a k=i

Otrzymujemy sprzeczność z przyjętym założeniem, co dowodzi ciągłości ope
ratora f v/ punkcie 0 (przy założeniu, że f© ■ ©). Uwolnimy się od tego 
założenia i udowodnimy ciągłość operatora w dowolnym punkcie xQ e .
Nieoh g(t,x,w) ■» f(t,xQ + x,co) - f (t,xo,co), t e G, -oo<x<oo, toeffl .
Operator g

jgX » g(t,x(t,V3),u)

spełnia warunek g© =61 jak wykazano jest ciągły w punkcie ©.
PiTo dowodzi, że operator f jest ciągły w punkcie x0 elim ‘.

To stwierdzenie kończy dowćd w przypadku, gdy ji(G)<oo.
Nieoh teraz [i(G) « oo . Założymy ponownie, że operator jest nieciągły.Bez 
zmniejszenia ogćłnośoi rozważań można założyć, że podobnie jak poprzednio 
jest on nieciągły w punkcie 0 i że f© «•© •
Przypuśćmy, że xn (t,oj) e (n = 1,2,...) - taki oiąg funkcji, że

,co) ¡ ¡ ¡ 2- Ł i f t t ) > o i  (n = 1 , 2 , . . . ) ,  (13)

gdzie o{ - pewna liczba dodatnia. Założymy ponownie, że

¡ ^ ( t . c o )  j| (t(d t)< o o . (14)

Zbudujmy takie ciągi funkcji x^ (t,co) i zbiordw Dkc:G(k = 1,2,...), że 

a) }J-(DJc)<:oo f = 0 przy i + jj

| >  f  (k “ 1 ,2,...).



xP - stabilność w sensie średnim... 15

Konstrukcja będzie podobna jak poprzednio. Niech (t,co) = x.j (t,co). 
Zbiór można skonstruować na mocy (13).

k
Niech x_ (t,w) i D, już istnieją. Zbiór II D, będzie posiadał mia- k K i=1 1
rę skończoną, co wynika z a). Korzystając z ciągłości operatora f w przy
padku, gdy .̂(G) <  oo można pokazaó takie n^^ , że

(15)

Jednocześnie istnieje zbiór Gk+1 miary skończonej taki, że

£  ^ H k + I “ 2 05 * (16^
k+1

Oznaczmy

Dk+1 = Gk+l\ U  V
i=1

Oczywiście spełniony jest warunek a). Warunek b) dla funkcji x (t,co)
k+1

zachodzi na mocy (15) i (16)*
Określimy ponownie funkcję:

V(t,co)

x_ (t,co), jeśli teD. (k * 1 ,2,...),
nk

OO
0 jeśli t^ IJ

i=>1

P. PoI (14) wynika Vel^' i z warunków lematu fVeLm . Z drugiej strony,z b)
iynika fV $ L^2. Otrzymana sprzeczność dowodzi lematu.

jemat 3
Przypuśćmy, te istnieją liozby rzeczywiste oC>1, Pg^l, m>1,£»0 i

Polieujemna funkcja mierzalna g(t)£L (T) taka, że dla prawie wszystkich
Pi; T i wszystkich x(t,oo)eLln (T)

|f (t,x) t,a>(t,w) | <g(t) + (2>(||x(t,ch) | m). (17)
za
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P 1 p 2Wtedy dla p1 = cCp2 operator f odwzorowuje 1^ w 1^ , jest ciągły i 
ograniczony.

Dowód
Pierwsza część tezy wynika z nierówności

dla każdego x(t,w)el^ zachodzi ftL^iT) *-I^(T).
Ciągłość wynika z lematu 2.

Lemat 4
Przestrzeń jest przestrzenią refleksywną dla p>1, m>1.

Dowód. MAURIU [10, str. 412],

Twierdzenie 1
Jeżeli jądro K(t,TT,coJ jest istotnie ograniczone ze względu na coeffi 

i IlKft.T.coil̂  jest mierzalna na trójkątcie 0 < T < t < o o  i spełnia waru
nek

j / q 2

gdzie p~ 1 + q“ 1 = 1 i f spełnia wszystkie założenia lematu 3, m > 1 ,p^>1,
P 1wtedy operator A = Kf odwzorowuje Lffl (T) w siehie i jest operatorem peł- 

P 1nociągłym na 1 (Ti.

Dowód
Pierwsza częśó dowodu wynika z nierówności

lA*lp<|Kl |fx || 
i j  I  1
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P 1 P 1 dla wszystkich x(t,to)eLm , więc operator A odwzorowuje 1^ w siebie.
Dla dowodu pełnociągłości operatora musimy wykazać, że A jest ciągły(na
Pi P1y  ) i zwarty (tzn. odwzorowuje każdy ograniczony podzbiór przestrzeli Lm 

w jej zwarty podzbiór).
Ciągłość operatora A wynika z ciągłości operatora f i z nierówności 

II Ax - Ay || <  ||k || |]fx - fy|| .
V  L 1

Pozostaje do udowodnienia zawartość.
Uiech podzbiór będzie ograniczony. Z lematu 3 wiemy, że
P 1 p ofil^  ®"^m Jest ograniczony. Niech

sup ||fx| <  d. , 
xeD1

dla pewnego 0<d^<oo. Zdefiniujemy D£ = iziz = fx, xeBj.
p, p2 Oczywiście, D2 Cl^. '*est °Srarliozony i stąd, dla P2 >1, m>1, 1^ jest

refleksywną przestrzenią Banacha (lemat 4), T>2 Jest słabo zwarty YOSIDA
[ 1 1 , str. 2003.
Niech |zn :zn = fxn, xn G D^j będzie pewnym ciągiem. Oczywiście dla prawie 
wszystkich teł

yn(t,to) = fK(t,T,to) zn(T,co)dT 
Jo

jest dobrze określony. Co więcej, z założeń na K wynika, że dla prawie 
wszystkich teł, IlKft.T.co)^ eL 2 [o,t).
Ponieważ D2 jest słabo zwarty, istnieje podciąg jzkj(k = n 1 ,n2,...) cią- 

|zn| i zQ e iy2 takie, że dla prawie wszystkich tełgu

yk(t,co) = lK(t,T,co) zk(T,co)dT — ► / K(t,T,co) z0(T,<o)dT = y0(Vo) 
Jo Jo

w sensie m - średnim, 
ponieważ

\
|yk( t, w) - y0( t ,co) jm<  / |K( t ,T.co))^|zk( t ,to) - z0 (t ,co) ¡mdf < K( t ) ||zk ~ zoll p • 

^m
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więc

lim ||yk(t,w) - y0(t,w.)L » O pr.wsz. na T. 
k-*-oo

Konsekwentnie

||yk(t,co) - y0(t,<o)||n<ś(t) (dl + ||zo|| ) (*19)

A P-lrównomiernie po k i dla pr. wsz. teT. Ponieważ KeL więc, atąd

r i P1
{^k - yo}61^ *

Punkeja po prawej stronie nierówności (19) czyni zadość założeniom twier
dzenia Lebesgue'a o całkowaniu szeregu, więc

Ponieważ yQ = yQ - y^ + y^, więc z równomiernej ograniczoności ciągu

1o «twierdzenie kończy dowód. Do dalszych rozważań wykorzystamy twierdze
nie Scbaudera, które poniżej cytujemy AHMKD [23.

twierdzenie Schaudera
Jeśli w przestrzeni Banacha operacja ciągła przekształca ograniczony i 

wypukły zbiór punktów w jego podzbiór zwarty, to istnieje przynajmniej je
den punkt niezmienniczy tej operacji. Na podstawie tego twierdzenia udo
wodnimy istnienie rozwiązań stochastycznego równania całkowego w przestrze-

P-,Czyli yk~-~"y0 silnej topologii przestrzeni .



Twierdzenie 2
f P1Dla określonego ale skońozonego reR 0 oznaczmy Sp = <x(t,coj el^ i

jjx(t,toj (| sSrL Jeżeli sup ||Ax|| = a(rj i stała X e R spełnia warunek
V  XeSr \ 1

*(r) » r -|X|a(tJ >  0,

to dla każdego h(t,wJ e SgCl^1, gdzie 0 <e(rj, równanie całkowe (1 ') po
siada przynajmniej jedno rozwiązanie x* e SrCl^1.

Dowód
P1 P1Ponieważ operator Ajl^'— * Jes* operatorem pełnociągłym,więc o- 

perator BtBx = h + XAx jest również operatorem pełnociągłym dla każdego 
P 1» « v -

Konsekwentnie, dla każdego h(t,cojeSQ, 6<0(rj operator B odwzorowuje 
p. w podzbiór Sp, co łatwo wynika z nierówności

sup ||Bs|| <  ||łiU +||Xlsup l|Ax || = |h| +|X|a(rj<
™«*r £  £  xeSr £  £

<  r -||X||a(rJ + ||X||a(rj = r.

Z tego ostatniego i pełnociągłości operatora B wynika,na podstawie twier
dzenia Schaudera, że równanie całkowe (1j oosiada przynajmniej jedno roz
wiązanie x* e Sr.

Uwaga
Jeżeli jądro K(t,f,co) jest istotnie ograniczone ze względu na«eQ, 

||K(t,T,cJ|| «SK^t/T), jest mierzalna na trójkącie 0<V<t<ooi spełnia 
warunek

+

lP - stabilność w sensie średnim... 19—m------ ---— -    —■ —  — ......

ic1 (t> » (/K^t.T^ 2 ¿nr) CLPl(T), 
Jo

to Jeżeli spełnione są pozostałe założenia twierdzenia 1 i 2,wówczas rów
nanie całkowe (iJ posiada co najmniej jedno rozwiązanie.Dowód wynika z po
wyższych rozważań.
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3. Istnienie rozwiązań słabo nieliniowego równania całkowego
Jeżeli funkcja f spełnia warunek lipschitza, to rozważania znacznie 

się upraszczają. Zmodyfikujemy nieco definicję przestrzeni Banacha wpro
wadzoną w definicji 1. Normę w przestrzeni Banacha L^q(T) zdefiniujemy w 
sposób następujący:

,co;s  P J / P
1* 1.» oTi) ■ ° ) ^ dt->

f f l|x(t,CO>
U (' ^ rtr

gdzie q(t) jest dodatnią funkcją ciągłą. Podobnie jak w wypadku prze
strzeni 1^ można wykazać, że tak zdefiniowana przestrzeń jest zupełna 
przy m > 1 , p > 1 .

Lemat 5
Przypuśćmy, że istnieją liczby rzeczywiste o?>0, p>1, m>1 oraz nie- 

ujemna funkcja mierzalna g(t) na RQ i dodatnia funkcja ciągła q(t) ta
ka, że funkcja f(t,x,co) spełnia warunki

||f(t,o,co)|| _
Si» * •*<*>>

(ii) q(t} |f(t,x,oo) - f(t,y,oo}|<c<g(t) |x - y|

dla wszystkich x, y e R i dla wszystkich t 6 T.
Wtedy dla każdego x(t,co) 6 CTi

( 20 )

i dla każdego t e T

||f(t,xf®) - f(t,y,«>||m \\x - y|n
-------------------- i r n ---------------------< c C  q ( - t ;  • ( 2 1 ;

Dowód
Nierówność (20) wynika ze znanej nierówności Minkowskiego
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Z założenia (ii wynika, że dla xeI^q(Ti

e m d .

Dowód części drugiej jest analogiczny jak w pracy AHMED*TEO ¡3, str. 280J. 

Uwaga
Możliwe jest przy małych zmianach osłabienia warunku (iii na następu

jący i

(iii’ q(t i ||f(t,x,wi - f(t,y,coi||m<c<g(ti ||x - y|m.

Oczywiście z (iii wynika (iii.’

Twierdzenie 3 ■
Przypuśćmy, że istnieją liczby rzeczywiste oC>0, p>1, q>1 (p~̂  + q~ 1 = 

= 1 i, m>1, nieujemna funkcja mierzalna g(ti na R , dodatnia ciągła funk
cja q(ti na Rq takie, że

(ii h(t,wiel£qj

a q \i/q
(|K(t,T,coi|^g(Ti) dTJ <q(tir(ti, gdzie re L p,

dla każdego (t,TTie j(t,Ti: 0<T'<t<oo

(iii) |\| ct||r(ti|| < 1 ;
L

i f spełnia założenia (ii i (iii lematu 5.
Wtedy równanie (1 i posiada jedno rozwiązanie x*e Lpq.

POY/Ód

Niech U będzie operatorem w przestrzeni Banacha Lp 

(Uxi(t,coi = h(t,wi + x/K(t,T,wi.i(‘t't*(T'*»)»«)<rr
Jo

q
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Pokażemy, że operator U i 1 ^ -------- 1  3e8l; operatorem zwężającym.
Otrzymamy

t
l|Ux|lm<|A|̂ ||K(t,T,co)||oo||f(T,x,co;||mdT + |h||m <

<  l lh | im + i M ^ ( i l K ( t , - r , w ) | | oo g ( T D )  j t J  ^ j f ( l | f ( g i T r ~ ) d<r
P \1/P

Wykorzystując założenie (ii) dostaniemy

Hux|lm<lA|q(t)r(t)<J+ |[łłHm ,

gdzie

(/fl,m’x’“ V d t V /P 
1 = 8Up p sr n — ) dtJ

x e -nq^ o T

i ‘J <  oo na podstawie lematu 5. 
Oczywiste jest zatem

l|Ux|| <||h|| +|XIt}IH| <oo. 
^mq Ijmq

Stąd UxeLPq dla każdego x e l£q, zatem Uil£q--
Dla dowodu, że U jest operatorem zwężającym załóżmy, że x, y e ^ .  
dy dla każdego t e T z lematu 5 wynika

Ux -  U y)(t ,co)|L<A /||K (t,T ,co)||  | f ( T , x , « ) - f ( T , y ,
1 oo
J0

Wte-

<  rt|A|q(-t:) r(t) ||x - y|| .
mq



1|P - stabilność w sensie średnim.«. 23

Zatem

||Ux - Uy || <oe |M Ur|| ||3c-yll -
^ q  ^  *Śq

Z założenia [iii) wynika, że U Jest operatorem zwężającym i na podjsta- 
wie twierdzenia Banacha o punkcie stałym operacji stwierdzamy,że istnieje 
Jedno rozwiązanie równania całkowego (1) w przestrzeni L^fT).

Uwaga
Jeżeli q(t) = 1, wówczas rozważania dotyczą tej samej przestrzeni 

l£(T), w przypadku silnej i słabej nieliniowości operatora f.

Wnioski

Jeżeli wszystkie funkcje występujące w równaniu (1J nie są procesami 
stochastycznymi bądź polami losowymi, wówczas wyniki sprowadzają się do 
wyników deterministycznych prawie bez dokonywania żadnych zmian.

Weryfikacja założeń twierdzeń nie powinna byó w konkretnym przypadku 
zbyt trudna, oczywiście dla mniej skomplikowanych modeli probabilistycz
nych.

Aparat matematyczny stosowany do analizy stabilności układu dynamicz
nego wydaje się byó stosunkowo prosty. Ze względu na łatwośó analizy, du
żą efektywność otrzymanych wyników, stosowanie równań całkowych do badań 
dynamiki złożonych stochastycznych układów automatyki wydaje się byó cał
kowicie uzasadnione.
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Lp - yUTOiiUHBOCTL B OPĘtfiEM PEUIEHKH CTOXACTMECKHX 
HEJIHHEÎiHEX HHTETPAJltHKX yPABHHtttfi

P e 3 n m e

PaccMOTpeHł: npodJieMH Lp - ycioftuHnocTH sHHaujmecKoS ciiCTeiiH, onzctiBae- 
mo3 c t o x o c t m v o c k z u . He^HHeÜHHU HHTerpaJibHuu ypaBHeHsieu Tuna BoJiŁTeppbi $pe*- 
roJiBMa)

x(t,co) = h(t,oo) + X  I k(.t,X,w) f(T,x,co)dr.
"o

rJiaoHUM p e s y J ib T a T o u  «b ji jü o tc h  ^ B e  T e o p e u u , B KOTopux n p esC T aB aeH H  y c j io -  

B z a  cym ecTB O B aH za peneH iift s t o t o  y p aB H eH jia  b c j iy u a e ,  K o r ^ a  o n e p a T o p  f  c j i a -  

CC M CHJIbHO HeJIMHeîÎHIlfl.

Lp - STABILITY IN THE MEAN OP A CLASS OP NONLINEAR STOCHASTIC 
INTEGRAL EQUATIONS

S u m m a r y

In this paper we consider the questions of L^ - stability of systems 
described by stochastic nonlinear Volterra (Fredholm) integral equations

s(t,w) - h(t,co) +X#K(t,T,co) t(T,x(r, ui) »u)'dT.
•o

The main result of the paper are two theorems in which we formulate 
conditions of existence of solutions of the system in the 1^ space in the 
case of weak and strong nonlinearity.


