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STABILNOSC ROZWIAZAN NIELINIOWEGO STOCHASTYCZNEGO ROWNANIA CALKOWEGO
W PRZESTRZENIACH BANACHA

Streszczenie. Praca zawiera rezultaty dotyczace stabilnosci nieliniowe-
go stochastycznego réwnania calkowego w przestrzeniach Banacha. Szcze-
g6towo rozpatrzono przypadek stochastycznego nieliniowego rownania cak-
kowego Yolterry z jadrem symetrycznym

Tt
s(t,co) = h(t,00d + jK(t-T,co) F(T,x(T»u)*u)dT.
o

Warunki stabilnosci ukdadu dynamicznego opisanego takim roéwnaniem po-
dano w formie kryteridw czestotliwosciowych.

Wstep

Rozpatrywanie stabilnosci ukkadéw dynamicznych opisanych réownaniem cak-
kowym przy wykorzystaniu metody analizy funkcjonalnej znajduje coraz szer-
sze zastosowanie. Szczegblne znaczenie posiada analiza w przestrzeniach
Banacha. Stanowi ona bardzo nowoczesny i efektywny sparat badan wkasnosci
sygnadow.

Szczegblne miejsce wsrod rozpatrywanych ukdadéw dynamicznych zajmu g
uktady liniowe stacjonarne podgczone z pewnymi elementami nieliniowymi,
niekoniecznie stacjonarnymi. Taki ukdad dynamiczny moze by¢ opisany réwna-
niem catkowym Yolterry z jadrem symetrycznym.

Kryteria stabilnosci rozwigzan réwnania catkowegoe(l) 2z jadrem syme-
trycznym wyrazaja sie, przy pewnych ograniczeniach co do nieliniowosSci,
przez charakterystyki czestotliwoSciowe liniowego operatora Yolterry z
Jadrem symetrycznym, patrz KUDREWICZ [5]. Istnieje sporo prac traktujacych,
o stabilnosci pojmowanej w rozny sposoéb stochastycznego nieliniowego réw-
nania calkowego Volterry z jadrem symetrycznym, patrz np. Jakubowicz [jt] ,
Liewit [6], Morozan [73, Tsokos [9]-
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W pracy podjeto prébe ogdlnego potraktowania stabilnosci stochastycz-
nych réwnan catkowych w przestrzeniach Banacha. Konsekwencjg takiego po-
traktowania jest to, ze kryteria czestotliwosciowe 8taja sie warunkami
drugorzednymi, wystarczajacymi dla speidnienia pewnych zatozen twierdzenia
1 w szczeg6lnym przypadku réwnania catkowego z jadrem symetrycznym.

1. Zatozenia

Rozpatrywa¢ bedziemy stochastyczny odpowiednik réwnania catkowego Vol~
terry

x(t,<0) » h(t, @) + 1K, ir,c0) f(r,x(T»u) ,u)dT. (&)
Jo

W catej pracy zatozymy, ze
(i) ooEL2,51 jest zbiorem zdarzen elementarnych przestrzeni probabi-
listycznej @& ,G, P) indukowanej przez procesy h, K i f]
(ii) X, h sa procesami stochastycznymi}

(iii) K jest jadrem stochastycznym mierzalnym na produkcie A ® fA,
gdzie A = |(t,T):0<T <t<oo] =

(iv) f jest nieliniowa funkcja przypadkowg mierzalng na RQ@2 dla
kazdego skonczonego xeR = (-00,00).-

2. Definicje stabilnosci

W pracy nie zajmujemy sie problemami istnienia rozwigzan rownania cat-
kowego, tylko zagadnieniami stabilnosci tych rozwigzan, o ile istnieja.
Definicja 1

Rozwigzanie stochastycznego rdéwnania catkowego-(2) x(t,co) nazwiemy sta-

bilnym (w sensie Lapunowa) w przestrzeni Banacha (z normg [J=]), jezeli

V 3 [|h(tio)j| <O=>flx(t,co)| < g.
£>0 6>o0
Definicja 2
Rozwigzanie stochastycznego réwnania catkowego (2) x(t,w) nazwiemy sta-

bilnym asymptotycznie, w sensie Srednim, jezeli jest stabilne w sensie
definicji 1 1 ponadto

Jin IBEIL. » O,

gdzie jzim «(|x(t,co)|mF({d<0))1/ -
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3. Stabilnos¢ rozwiagzan rownania catkowego w przestrzeni Banacha

Dla wiekszej czytelnosci pracy podamy nizej tres¢ pewnych twierdzen, .z
ktorych bedziemy pézniej korzystac¢ juz bez dodatkowych wyjasnien.

Twierdzenie Yosida 01, str. 191J.

Niech (Rq,A,M) bedzie przestrzeniag Lebesgue®a z miara; niech x(t,co)
bedzie mierzalng funkcja te Rq z wartosciami w przestrzeni Banacha
) i niech |Ix(t,0)|m jest lokalnie catkowalna. Wtedy

| 1/xCt,w;dt] m < i||x(t,cx);||mdt dla kazdego Be A.
'R =R

Nieréwnos¢ Holdera

Jezeli p i q sg liczbami dodatnimi spedniajacymi zwigzek p_l+q_1 =1

i jezeli fel”~(a,b), gelLq(a,b), to fFgel(a,b) i

7 /t \» /Y bs 8 \i/q
yif(x)g0)[dx su)\atj

nieréwnos¢ ta jest prawdziwa zaréwno dla przedziatu skoriczonego,jak 1 nie-
skonczonego.

Nieréwnos¢ Minkowskiego

Jesli p>1 i1 Tfelp(@,b), geLp(a,b}, to £+ geL™a.b} i

P de\llP

nierownos¢ jest prawdziwa dla przedziatu skonczonego, jak i nieskoriczone-
go-

Powiemy, ze zmienna losowa x(<0) jest P - istotnie ograniczona, jezeli
istnieje stata a>0 taka, ze

P(Jws [x@)] > a ) = 0.

Oznaczymy dalej
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Przejdziemy teraz do sformutowania podstawowego twierdzenia»Oznaczmy nor-
me rozpatrywanej przestrzeni Banacha j|- [ , norme operacji |=]|-

Twierdzenie 1

Jezeli speinione sa nastepujace warunki:

(i) 3 3 Iif(txf;x- x| Cgr |KI,
A>0 r>o0

(i; 3 la I<nj
N>o
(ii;im > (r+i;n,

to rozwigzanie réwnania catkowego {2) jest stabilne (w sensie Lapunowa} w
rozpatrywanej przestrzeni Banacha. A - oznacza operator okreslony przez
caltke w rownaniu ;.

Dowdd

Oznaczmy u = f(trx,00;. Wéwczas réwnanie (2) mozemy zapisad w postaci
X = h + Au. @i
Réwnanie (3 ; napiszemy w postaci rownowaznej
Xx =Xh +XAu
lub

Xx - Ax =Xh + AQXu - x),

Xl - A/x =Xh + A(Xu - Xj- “;

Z warunku (ii
[5], a rownan

; wynika, ze X nie nalezy do widma operatora Apatrz np.
e (3; lub (4; staje sie réwnowazne réwnaniu

i

i
X =i -a;-1 aQu - x; + (xXi - a;-1xh,

IIXII<IxE - ar 1 al||xu - x]| + |¢&i@ - a;~11 [|h] |x].

Na podstawie zatozenia (i;

1IXH«lxi - ar 1 a] r Ml +IxX]I [ - a;_1] -
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Poniewaz

[(M - Ar1Al < |(M - A)-1] |A]< |X]|'6]-A-] < 'ﬂ:ﬁ

patrz np. [iil , wiec

fTFTT r |X] + pi|TH Bhi"

Poniewaz z zatozenia (iii) wynika

Hr <1,
IX]- N
wiec
il (1 - ; — i< Ny
L I o VL VLS
lub
1*1< . INI
IM- (r+1 N

co konozy dowdd.
4. Stabilnos¢ w sensie tapunowa rownania caktkowego Yolterry
z _jadrem symetrycznym
Definicja 3
Nieeh L] ( oznacza przestrzen Banacha ((T,Mi - przestrzen z miaraj
wszystkich funkcji x(t,ooi mierzalnych wzgledem produktu £2®T takich, ze
~(Ixce,coii2i {t(dti<oo,

gdzie |=BR okreslona wzorem z definicji 2.

Norme w przestrzeni 1]|(Ti zdefiniujemy jako
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Uwaga. Aby wykaza¢, ze 1] jest przestrzenig Banacha zauwazmy,ze jest to
przestrzen Lebesgue’a okreslona na produkcie2, ® T. Ponadto jest to prze-
strzeh Hilberta z iloczynem skalarnym okreslonym w sposéb nastepujacy:

<x(t,c0),y(t,<0)> = x(t,00)y( t,0))P(doo)p(dt).
/i

Lemat 1
Jezeli y(t)<J" x(t-T)h(T)dT i heL[0,00J, to dla kazdej funkcji xel@

[0,T] zachodza relacje:

() /fx@®)]2dt - iy /|xXT@v;|2dvF
> ~oo

(i) T y(r) 2dt < /' [KGWXT@V) | 2dvj
00

(iii) jezeli ponadto x(t)>0, to

i1 x(Dy()dt< ReKGW) IXTGwv) |2av,
;=0

gdzie ITQvi « 7/ exp(-jvO)x()dt, KGv) - Zexp(-jvbh(tidt.
L4 %0
Dowod

Wynika prosto z twierdzenia 2,4, Kudrewicz [5, str. 86] i1 z pewnych ele-
mentarnych nieréwnosci .

ad. (i) Jest to Jedna z postaci rownosci Parsewala.
2 T. e QO e
ly(®l2dt< /|z(t)]2dt - / [KGWXTgv)|2dv,
Jo NZ0O)

gdzie z(t) O Ix (e-DHh(Mdtr.
i
| T. (00}
ad. (1) fx@®)y®dt</x()z(t)dt ° / ReK(jVv) Jv)|2adv.
—Cco
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Lemat 2
Dla kazdego 0<T<o0o0 operator

Tt
A (t,w) = /K(-T,co)x(Tr,co)dT
'0

przeksztatca przestrzen I1](T) w siebie i zachodzg nieréwnosci:

a

@@ JAI<suplKGIVI gdzie KQIV) = /]IKt.)|] exp(-jvt)dt]j
\Y I

(i) sup A< sgp ReK(V) -

Dowéd
ad. (i)
I Ky, wW)x(T,co)dr]] 2 i K(E-T. o)™ |x(THo) |2 dT| 2
JAl = sup —‘)———7— Sr————— L 2—<—sup 6 S
XsL? Mt,co)\\ xelA 2
®

Oznaczymy XT(v) = fexp(-jvt) |IxEoo)ll2dt, po wykorzystaniu nieréwnosci

-0
(ii) lematu ! i nieréwnosci (5) otrzymamy

2 172 re° 172
xt(Gvri2 w) Api KWWY i x~) | 2dv
Al<swp — - < sup
xeL8§ Ix(.,»)]| ««if
2 2
sup  [KGWI -
ad. (i)
sup A = sup R_eiA§_f*_>£>_ =

2 Lg

Re J i x(t,c0) /K(t-T,0))x(T,CL>)dTjp(dco)dt

e"0e"2 "0

= sup
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Po wykorzystaniu nieréwnosci Holdera

Re j( [IXCEW]I2 jf iKFt-r.codI™IKdr. o™l lgdTME

o
SUp A < SUPp —-——-——m——m——mm—— o o-
*'4

Korzystajac z nierdwnoMci (iii) lematu 1 otrzymamy

fo'e}
Re(?f /Re K(jv)|xT(jv)|2v)
sup A< ————— — — < sup ReKG-V).
i*iz2 v
2
Twierdzenie 2
Jezeli

) 3 3 iRt x,wW)>,- x|L)2 dt<r/(ix(t,w)]2) dti
X>0 r>o JQ JQ

D) IKJ]> (r+l) st\J}) ReK(GVv)

to rozwigzanie stochastycznego réwnania catkowego Volterry z jadrem syme-
trycznym (i) jest stabilne w sensie lapunowa w przestrzeni L2(T).
Dowod

Wynika bezposrednio z tresci twierdzenia 1 i lematu 2.

5. Stabllno$é asymptotyczna w senBle $rednim

Lemat Kudrewicz |5, str. 149].
Jezeli k€L2[0,00] i u L2[0,00], to splot
0°.

v(t) - IkE-T)u(m)dT
X

jest funkcja ograniczong i1 dazy do zera przy t-»-00.
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Twierdzenie 3

Jezeli spednione sa zatozenia twierdzenia 2 i ponadto
() 1IKt,03)176 L2 [0,0dq] ;
(i) h(,00) eL2@®>]5
(ifi)  lim [itoll - O,
+-»00

to rozwigzanie rownania catkowego (1) jest stabilne asymptotycznie w sen-
sie Srednim.

Dowod

Ze wstepnych zatozen wynika, ze rozwigzanie réwnania (1) o ile istnie-
je jest stabilne w sensie przestrzeni L2, a +gcznie z zatozeniem (i)
zapewnia, ze

\j ,, llu(t,co)|L 6L2 [0.00J .
x el]

Poniewaz
[IxE)|I2 <" {K(t-T,co)IMu |gdT + Jh(E.wW)]]2,

wiec spednione sg wszystkie zatozenia cytowanego lematu i stad

co konczy dowdd.

Wnioski

Najwazniejszym chyba wynikiem pracy jest to, ze wyniki proc. pokrywaja
sie ze znanymi wynikami deterministycznymi jw przypadku braku losowosci
rozpatrywanych zjawisk.

Stosowane metody sa bardzo przejrzyste i1 czytelnew odréznieniu od wigk-
szosci rozwazan z tej tematyki.

Wykorzystanie twierdzenia 1 do badania stabilnosci ukkadu niestacjonar-
nego jest oczywiscie mozliwe i1 jest stosunkowo datwe. Rozwazania te zo-
staty przytoczone tylko ze wzgledu na ograniczony zakres pracy.
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OB yCTOH"UTBOOTH PEUIEHIIK CTOXAOTKUECKOPO HEFfiiHEFIHOrO
HHTETPAHbHOrO YPABHEHIIT] B EAHAXOBHX 11POCTPAHGTBAX

Pe3p de

PaccMoTpeHH npodJieuH yCToftunBOCTH pemeHHii croxacTHVeCKoro mhterpaxLHo —
ro ypaBHeHHfl. b EaiiaxoBhK npocTpaKCTBax.

HoxpodHO paccuoTpeHO CToxacTuvecKoe HeaiiHefiHoe HHTerpajibHoe ypaBHenue
BoXbTeppil C CHUUeTpMUeCKHU nxpou.

x(t,c0) = h(t,03) + 1 k(t,T ) F(r,x(T,u)»u)dir.

0

ycjlOBHa CTaOttJILHOCTM XHIlaMHVeCKoft CMCTeUH M306paxeHHOU TaKHM ypaBHeHHeM

noxaHU B BHXe UaCTOTOUHbIX KpnTepneBo
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ON THE STABILITY OP SOLUTIONS OP STOCHASTIC NONLINEAR INTEGRAL
EQUATIONS IN BANACH SPACES

Summary

In the paper we consider problems of stability of a class of stocha-
stic nonlinear integral equations in Banach spaces. Particularly the case
of stochastic nonlinear symmetric Volterra equations are treated in great
detail.



