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0 ROZWIĄZYWANIU PEWNEGO TYPU STOCHASTYCZNYCH RÓWNAĆ CAŁKOWYCH

Streszczenie. W pracy rozpatrzono istnienie i jednoznaczność rozwiąza- 
nia stochastycznego liniowego równania całkowego Volterry II rodzaju. 
Następnie wyrażono je za pomocą szeregu oraz badano rezolwentę tego 
równania.

Rozważać będziemy stochastyczne, liniowe równanie Volterry II rodzaju. 
Ma ono postać

•j
J0

gdzie

(t,oo) = h(t,oo) +ĄI K(t,u,co) x(u,oo)du, i1)
Jr\

(i) t € R 0 = [0,oo)5
(ii) coe £łj<£ł, 3, - przestrzeń probabilistyczna!
(iii) xx Rq x2-*~R jest nieznanym procesem stochastycznym!
(iv) h» RQ X2-*-R jest znanym mierzalnym procesem stochastycznym!
(v) Kj Rq X Rq jest jądrem - mierzalnym procesem stochastycz­

nym oraz 0 < u < t < o o
(vi) Ą -  stała liczba rzeczywista.

Wprowadzamy ( C4] ) przestrzeń Banacha (^(n^l) wszystkich funkcji mierzał* 
nych RQ takich, że

sup ||x(t,w)|| < o o ,
t«R„

gdzie •u df i [ i im ]m
U H

d(i(eo)

Normę w przestrzeni C?1 definiujemy następująco»
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Hiech

xQ(t,co ) »  h (t,co ) 

t
»  i  K (t,u ,oo ) h (u ,w ) du 

J O

xn(-t,05i  -  I  K ( t ,u #có) xn -1 (u fco) du

oraz
oo

(3)
n*0

Zachodzi następujące twierdzeniei

Twierdzenie: x(t,oo) zdefiniowane wg (3i jest sumą jednostajnie zbieżnego
szeregu i jest jednoznacznym rozwiązaniem równania (i) w przestrzeni C01, 
jeżeli:

( i i  0 < t < T c o o

( i i j  |h ( t , « > |  s  Aa < o o theOm

( i i i )  jK ( t ,u ,0 5 ) |  M  B c o o ,  g d z i e  A | K ( t tUp« ; l  -  i n f  |su p  |K (t ,u , to ) j i  
00 t , u  2 0

p(sy- O-

Dowód
Dowód twierdzenia zostanie przeprowadzony w kilku etapach.
1) Dowód jednostajnej zbieżności szeregu (3) w przestrzeni C™

Zachodzi następujące oszacowanie:

I K ^ - ^ l ę m  * “ 'Sn

I*1it'w,ł(gB< / l K ( t,u.w)Joo|!h(u,w)|cm du<BAJa . t
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stąd.

tfn< /  ||K(t,u,co;||J|x1(u,a3)||cm du^B2 ^ ^

H * ^ I U  < Ż lxn| V il̂^  n=0 C n=0

n=0

obdu.

2) Dowód przynależności (3) do przestrzeni C™
Rozpatrujemy warunek Cauchiego (n>k)

IIJ  X1 x.(t,co; - 2 ] X1 \  .
i=0 i=0 0 l=k

2 (|X|BT F  -Ajjj — jlj  Jest mniejsza
n=0

od dowolnego 8 >  0, jeśli tylko n i k są większe od pewnego N= N(6). 
Ponieważ przestrzeń c” jest przestrzenią Banacha [4], więc ze spełnie­
nia warunku Cauchiego wynika, że

x(t,u>) e Cm cbdu.
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3) Dowód, że (3) jest rozwiązaniem (ij

Niech df t.
y(t,a>) =  h(t,<n) + hf K(t,u,coj x(u,w) du,

gdzie x(u,coj jest zdefiniowane poprzez (3).
Rozpatrzmy różnicę pomiędzy y(t,co) i x^(t,aij.

i=0

du -||y(t,oaj - ^  X1 ^(t.cojU = ||h( t ,co j +x/ K(t,u,co) x(u,coj 
i=0 'o

n t. t-
- h(t,w) - 'y ' X1" f  K(t,u,coj x(u,co)du|| = j|x/K(t,u,coj . [x(u,coJ - 

i-1 'o i_1 ^  0

\i-1 i^^u.wjjduH <|X|TB ||x (u ,co) - ^  X1 ^0
i-1 i=0

dla n—*-00 .
Czyli y{ t ,0}) » x(t,tó) cbdu.

4) Dowód jednoznaczności rozwiązania
Poprowadzimy go niewprost, zakładając, że istnieją dwa rozwiązania 

x(tcoj i x(t,ooj równania (1X 
Wtedy

x(t,w) =■ h{t,coj + X I K(t,u,oo) x(u,toj du 
• V

x(t,coj = h(t,wj + X / K(t,u,co) x(u,coj du
Jo

Dla
V(t,coj =  x(t,coj - x(t,co) zachodzi

iv(t,<ojI <|X|/ Jk(t ,u, wjf ||\p(u,wJ|| du<|X|B f  |j¥{u,aij||
<r co c“1 L

du.
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Za V(u,<o) można podstawić
u

Y(u,co) = X i K(u,u1,a3}V(u.]tco) du1,
•n

czyli

V(t,wi = X2 I I Kft.u.cn) K(u,u1,w)V(u1,a>) du.,du,
'o'o

a po n-razach
t  u Ł  rn-2  

Y{t,w) = X” I I i ••• I K(t,u,u>) K(u,u1fco) K(u1,u2,ooJ
" V  0 ̂ 0 ^0

Ki V 2 ' ua - 1 ' <,J dun-1 dun-2  —  du*

M^|Y(u ,Wstawiając do || V( t ,co) || <  B|Ajf||V(u.co^H^ du powyższe wzory otrzymamy

I K i t . w j H ^  |X|n T? J b Y C u ^ I ^  du— ~0 dla n— oo

czyli V(t,to) = 0, a więc x(t,oo) 3 x(t,co) 
co kończy dowód całego twierdzenia.

Wniosek 1
Jeśli szereg (3) wstawimy do wzoru (1) i zmienimy kolejność całkowania 

i sumowania (na podstawie jednostajnej zbieżności), to otrzymamy wtedy 
związek

r(t,w) = h(t,G)) + X I R(t,u,X,co) h(u,u>) du, (4)
•fi

gdzie rezolwenta

co |
R(t,u,X,co) ^  2_, Xn K^Ct.u.oo) 

n»0
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oraz

K.|(t,u,a)) =  K(t,u,w)

t,
Kn+1(t,u,coi I K^(t,s,co} K( s,u,toJ da

n n 1 , 2, » . m

Wniosek 2
Słuszne jest następujące oszacowanie rezolwentyi

IlK^t.u.w)^ - IlKft.u.co;!^ B

j|K2(t,u,co)J < j  B |K1(t,s,coi[|^ds<B2

f S H V * ’8’05̂ 4* <  ̂  E V
J0

a stąd

HR(t,uA,w)B < ' V '  Itj“ b“*1 |r “ Be^ Bt < B e l?V,BT.00 S 1 " *n«0

LITERATURA

1. Snlmow W. I. s Matematyka wyższa, t. XV. PWN, Warszawa 1962.
2. Piskorek A.: Równania całkowe, WNT, Warszawa 1971.
3. roJiyóeHąeB A.H.: ItHTerpaJibHme ueTOflbi b flHHaumce. TexHHica, KseB 1957.
4. Ahmed N.U. and Teo K.L.» On the Stability of a Class of Nonlinear Sto­

chastic Systems.Information and Control 20, 1972, 276-293.



O rozwiązywaniu pewnego typu stochastycznych równań całkowych 59

0  PEIJEHHM HEKOTOPHX CTOXAGTMHECKHX MHTETPAJlhHHX yPABHEMlii 

P e 3 d  m e

B paOoTe p accu o T p eu o  c r o x a c T u v e c K o e  HHTerpanbHoe ypaaHeKMe BoJjBTeppu

x(t,co) = h(t,co) + X I K (t ,u,co) x  (u,co)du.
•b

Iloxa3aHo cymeoTBOBaHHe h oflHoaHaUHocTi», pemeHna.

A NOTE OP A SOUTION OP THE VOLTERA INTEGRA! EQUATION 

S u m m a r y

Tn this paper was analysed a random integral equation of the Volterra 
type

K (t ,u ,w ) x (u ,to ) du.

Ther were presented the results of existence and uniqueness of the 
random solution.

x(t,oo) m h(t,w) + *X
I


