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J a n u s z  Szopa

0 FUNKCJI KORELACYJNEJ DLA RÓWNANIA YOLTERRY I I  RODZAJU

S t r e s z c z e n i e . W p r a c y  podano  w zory  n a  w a r to ś ć  ś r e d n i ą  i  f u n k c j ę  k o r e 
l a c j i  d l a  p r o c e s u  s t o c h a s t y c z n e g o  s p e ł n i a j ą c e g o  ró w n a n ie  ca łkow e Y o l-  
t e r r y  I I  r o d z a j u .  Oszacowano b ł ę d y ,  j a k i e  mogą p o w s ta ć  w sk u tek  ro zw a
ż a n i a  s k o ń c z o n e j  i l o ś c i  wyrazów w r e z o l w e n c i e .  Otrzym ane w y n ik i  z a s t o 
sowano do ró w n a n ia  ró ż n ic z k o w e g o  2 r z ę d u .

Rozważać b ędz iem y s t o c h a s t y c z n e  ró w n a n ie  Y o l t e r r y  I I  r o d z a j u ,  p o s t a c i

( v ) K: [0 ,T ]  X [b,T]-*-R -  j ą d r o  -  f u n k c j a  m i e r z a l n a  o r a z
0 < u < t « T ;  i  | K ( t , u ) | « £ B

( v i j  X -  s t a ł a  l i c z b a  r z e c z y w i s t a .

Wprowadzamy ( [ i ]  ) p r z e s t r z e ń  Banacha Cm( m > 1 j  w s z y s t k i c h  f u n k c j i  m ie
r z a l n y c h  x :  [0 ,T] y 2 —R t a k i c h ,  że

'0

g d z i e

( i )  t e  [ 0 ,T ] ;

( i i i  cne 2 ;  <  2 ,  J3 ,^  >  -  p r z e s t r z e ń  p r o b a b i l i s t y c z n a ;

( i i i }  X! [0 ,T ]  XQ-*-R -  n i e z n a n y  p r o c e s  s t o c h a s t y c z n y ;

( i v ) h :  [0 ,T ]  Xfi-*-R -  znany  m i e r z a l n y  p r o c e s  s t o c h a s t y c z n y ;



62 J a n u s z  Szopa

Normę v/ p r z e s t r z e n i  C™ d e f i n i u j e m y  n a s t ę p u j ą c o ?

" ‘ " o -  “  i 2 >

R ozpatrzym y w a r to ś ć  ś r e d n i ą  o r a z  f u n k c j ę  k o r e l a c j i  d l a  ¡p r o c e s u  s t o c h a s t y c a -/
nego  x ( t ,o o X  
Z ach od z i

, i  R ( t , u ,
h

E x ( t , c o )  » E h ( t , w i  + X f  R ( t , u , X i  Eh(u,co) du ( 3 )

(n a  p o d s t a w i e  tw . F u b in i e g o  R ( t , u , X )  -  r e z o l w e n t a ,  
a  s t ą d  f u n k c j a  k o r e l a c j i  ma p o s t a ć

K ^ t ^ t g )  » ■ s | [ x ( t 1fC0j  -  E x ( t 1fco)j .  [ x ( t 2 ,co) -  E x ( t 2 ,<ojj|

h  f 2
=« K^( ) + X f  R( , X) K^( ̂ 2» + X l  R(t2»U2»X)»

*V\

P  l 2f  I R ( t 1 f u 1 t ;Kj^(t^ ^Ug^dUg + X  I I R ( t 1 ,u^ ,X )  R ( t2 ,u 2,X )  K^fu-j ,u 2 )du2 du^* ( 4 )
■o •'o

W z a g a d n i e n i a c h  p r a k t y c z n y c h  c z ę s t o  z d a r z a  s i ę ,  że  n i e  rozważamy r e z o ł "  
w en ty  j a k o  sumy n i e s k o ń c z o n e j ,  l e c z  rozważamy sumę sk o ń c z o n ą .  O c z y w iśc ie  
wprowadza t o  pew ien  b ł ą d  do wzorów ( 3 )  ( 4 ) ,  k t ó r y  o b e c n ie  p o s t a r a m y  s i ę  
o szaco w ać .
N ie c h

oo
R ( t , u , X )  = Z  *■”  ’W ' . « )

n=0

Rm( t , u , x ; > 2  Kn + 1 ( t f u X  ( 5 )
n=0



g d z ie

K ^ t . u i  «* K ( t , u )
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; , u )  » i  
'o

K ( s , u )  da

o r a z

l ^ i t . u ) !  < B “ +1 g  .

O szacujem y b ł ą d  b ezw zg lęd ny  pom iędzy  R ( t f u f X) i

oo
| R ( t t u ,X )  — R ^ f t j U j M j

n=m+1

( 6 )
OO OO

<  ] T  B*+1 IM- g  |M n gT n
O  I A l

n«m+1 n*m+1

J e ś l i  zażądam y, aby  b ł ą d  be zw zg lę d n y  b y ł  m n i e j s z y  od pewnego 6 > 0 ,  t o  z  
w arunku

2  s " +1 I M n  § T < e  ( 7 )
n=m+1

można z n a l e ź ć  m, d l a  k t ó r e g o

¡ R ( t , u , M  -  R ^ f t . u , ^  <  8 .  ( 8 )
t , u e  [0,T]

P r z y  w arunku ( 8 )  o sz acu jem y  r ó ż n i c ę  pom iędzy  w a r t o ś c i ą  p r z e c i ę t n ą  B c  o b 

l i c z o n ą  wg w zoru  ( 3 ) 
d l a

R ( t , u , X )  o r a z  Ex m -  d 2 a E ^ ( t , u , X ) .
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Z ach o d z i

| a c ( t , u )  -  Sx  m( t , c o ; | < | M i | R ( t , u , X ;  -  |E h ( u ,w ) |  d u <
0

< | A |  |Eh(u ,co) | du ,

b ą d ź  t e ż

|Ex(t,uO -  Ex ra( t ,c o ) |< |M e T  sup |E h ( t ,w ) | .  ( 9 )
*“  t e  [0f i]

Gdy d l a  ij >  O ma być

|E x ( t ,co )  -  Ex B( t , o s i | <  V,i ( 1 0 ^

t o  z w arunku

|X |  g T  sup | a ( t , c o ) |  <  1} 
t e [ 0 , T ]

w y n ik a ,  ż e  m u s i  być

TJ
£ <  |MT sup  |Eh( t , t o ) |

t e [ 0 , q

i  sup  |E h ( t ,c o ) |  + 0  (gdyby  supremum b y ło  rów ne z e r o  t o ,  
t e [ 0 , T ]

Ą  Ex m(t ,< o )  3  0 i  E x ( t ,co )  a  Ą. 
m *“

a s t ą d  można o b l i c z y ć  z ( 8 )  m, d l a  k t ó r e g o  j e s t  s p e ł n i o n e  ( 1 0 ) .
O becn ie  p r z y  w arunku  ( 8 )  o sz a c u je m y  r ó ż n i c ę  p om iędzy  w a r t o ś c i ą  f u n k c j i  ko
r e l a c y j n e j  Kx ( t 1 >'t 2  ̂ o b l i c z o n ą  wg w zoru  ( 4 )  d l a  R ( t , u , X )  orez KXfm( t i  »t 2^ 
-  d l a  R ( t , u , l O .
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Z ach o d z i

Kx

du2 +

i 1c t v t 2 ;  -  KXłB( t i , t 2 ; | < u i  |  | R ( t 1 f u 1 t 7 j -  i ^ ( t 1 f u 1 f K ; |  .

h
'  | ^ h ^ 2 , u 1 du1 + ^ M  | ^ ( ^ 2 ,U2 * ^  -  ^ m ^ 2 , u 2*^'^ I ’ l ^ h ^ 1  , u 2^ I 

2 f 1 ł 2
+  ^  J  ¡R("t^ >u.] i A )  . R ( t 2 , u 2 , A )  — R^C t.^ , u . j , A) • RJnC t 2 , u 2 , A) j .

. jK^fu^ , u 2 ) |  dU g d u ^  ( 1 2 )

J e ż e l i

Ą  | R ( t , u , A )  -  R ^ i t . u . A i l c g ,  t o
t , u e [ 0 , T ]

IA|bt
| R ( *u.j • R (^ 2 > J — jU-i f AJ • Ugf A ) |  ^  2 8 Be

(d o da jem y  i  odejm ujem y R ( t . ] , u 1 ,A )  . R ^ t g . u ^ A )

I AlBT
o r a z  k o rz y s ta m y  z warunku t 2 , u 2 , A ) | < | R ( t 2 , u 2 , A)|  <  Be ) y

s t ą d

iK* ( t 1 ' t 2 ) “ Kx tm ( V V K I M  e J  I W M  du1 +
*to

+ | M e J 2 jKh( t 1 ,u 2 ) ;d u 2 + 2 X2 £BeiX|BTj [ 1j f 2 |Kh(u 1 *u2 ; | du2du1«

l u b  t e ż

| Kx ( t 1 , t 2 ) -  KXtm( t 1 , t 2 ) | ^ | X |  6 B ( t 1 + t 2 ) + 2 A2 e B B . j t . , ^  eIXlBT<

< 2 | A | 6 B T  +  2 A 2 S B B ^ 2 e ^ BT. ( 1 3 )

g d z i e  B1 = su p  Kh ( t , u )  
[ p , T ] * [ p fT]
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Gdy d l a  9C >  0 ma być

| W V  -  < " * »  ( 1 4 )

t o  z warunku

2 1X| fiBJT + 2 X2 f iB B ^ 2 e l ^ BT < .  K

w y n ik a ,  że m u s i  być

£ <  2 |M BT{1 + U | B T e ^ |BT;1
a  s t ą d  można o b l i c z y ć  z ( 8 )  m, d l a  k t ó r e g o  J e s t  s p e ł n i o n e  ( 1 4 ) .

Wyprowadzoną z a l e ż n o d ć  d l a  rów nań  ca łkow ych  można w y k o rz y s t a ć  w p r z y 
padku  ró w n ań  ró ż n ic z k o w y c h .  R ozpa trzm y ró w n a n ie

m ( t )  y  + o t ( t )  y  + c ( t )  y » P ( t , w ) ,  ( 1 6 )

g d z i e  P ( t ,o o )  j e s t  p ro ce sem  s to c h a s ty c z n y m ,  a m ( t ) ,  c S ( t )  i  o ( t )  s ą
f u n k c ja m i  ca łk o w a ln y m i i  m ( t ) > m o> 0 .

P rz e z  p o d s t a w i e n i e

m ( t ) y ( t ) =  x ( t )

otrzymamy

y  -  * o  - / S ł J d t  ( 1 7 J

y  -  y 0 ł  -  y 0

g d z i e  y ( O j  -  y Q, y ( O j  -  y Q. 

Równanie ( 1 6 )  p r z y j m i e  p o s t a ć

x ( t ,< o )  -  h ( t ,< 0 )  -  I  x ( Uf03;  dUf ( 1 8 )
Jo
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g d z ie

h ( t , c o ) = - [ r i ( t ) y0 + c ( t ) ( y Qt  + y Q/J + P ( t , w ) ,

X = -1  i  +

W a r to ś ć  ś r e d n i a  "na  w y j ś c i u "  ma p o s t a ć

E y ( t ,cn )  = E (y 0 .  t )  + ByQ + / ( t - u )  du ( 1 9 )
Jo

d l a  lo so w y ch  warunków p o c z ą tk o w y c h  o r a z

B y ( t ,w )  -  y Qt  + y 0 + | ( t - u ż  — ńu ( 2 0 )
0

d l a  z d e te rm in o w an y ch  warunków p oczą tk o w y c h .
( x ( u , tó )  -  s p e ł n i a  ró w n a n ie  ( 1 8 ) ) .
W a r i a n c ja  "na  w y j ś c i u "  d l a  zd e te rm in o w an y ch  warunków po cz ą tk o w y ch  ma po
s t a ć

E(y -  E y T
¡ 1•b -o

( t -  u.j ) ( t  - u 2 )

" m T ir jT m ru p Kx<u 1 ,U g )  du^ dug (21 )

(Kx ( u 1 fUgi -  s p e ł n i a - z w i ą z e k  ( 4 )  i  d l a  z d e te rm in o w an y c h  warunków p o c z ą t k o 
wych K ^ f u ^ U g i  = K p fu - j .U g )) .

Podamy o b e c n ie  o sz a c o w a n ie  b ł ę d u  b ez w z g lęd n eg o  d l a  w a r t o ś c i  ś r e d n i e j  o r a z  
w a r i a n c j i  "n a  w y j ś c i u " ,  o i l e  z a m i a s t  x ( t , c o )  będz iem y  ro z w a ż a ń  x m( t , w ) .

Z ach o d z i  wg ( 2 0 ) :

V  | E x ( u , w ) - E x  ( u , co)|
|Ęy(t,C0) -  Ęy>Dl( t , tO .) |<  f ( t  -  u )  !---------- ¿ ( u J 1

Jo
d u <

( 2 2 )

<  i -  8T  sup  |E h(t ,co )i  
mo t e [ o , T ]

g d z i e  %  = i n f  ^ m ( t )  i  p rz y  z a ł . n ^  # O
t 6 1 0 |T i
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J e ś l i  ma być  |Ę y ( t ,c o )  -  Ęy m( t , c o ) | <  V , 

t o  w y s t a r c z y ,  aby

S <  - 5 --------------    . ( 2 3 )
T sup  |Eh( t ,co ) |  

t e  [0 ,T]

N a to m ia s t  d l a  w a r i a n c j i

f /  ( t - u J ( t - u , )  .
I I m( u 1 ) m( u_ ) | Kx ( u1»u 2^ “  Kx ,m (U1»u 2 ^ | du1 du2

JqJ q 1 *

6 2 - 6 y J  < 2 £ B p d  + BTeBT) ^  T4 . ( 2 4 )

J e ś l i  żądamy, aby  -|<5^ -  6 2 w y s t a r c z y ,  aby

2 BT5 6 (1 + BTeBT) <  §

8m?
8 <

a  wg ( 7 )

c z y l i

p o n a d to

2 Bp5( l  + BTe ) 

n=m+1

y 1 ( B T ^  _ eBT -  J  
n=»m+1 n =0

(BT)11
ni

_BT .  . BT . . (BT)“  . (BT)m+1 - 6BTB = 1 + J J  + . . .  + e

( 2 5 )

i  0  e ( 0 , 1 ) ,
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s t ą d

( 2 6 )

O s t a t e c z n i e  z ( 2 5 )  i  ( 2 6 )  w y n ik a ,  że

( b t / 1+1
( ¡31+1 j!

6 mÔ ( 2 7 )<  T r , ------------- r?rt— T?p •
2 BBT (1 + BTei5JJ  e " 1 1

Na p o d s t a w i e  t e j  n i e r ó w n o ś c i  można d o b ra ć  m t a k ,  żeby  b y ł  s p e ł n i o n y  zw ią-
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0 KOPPEflimMOhHüK fcyilKUHH ftJIfl yPABHEHMfl BOJlbTEPPH 

P e 3 » m e

3 paöone  bubo^ chłi (¡¿opuyjiH xJia cpexH ero 3HaHeHna it KoppeaanHOKHok 4>ymc- 
CToxacTK'iecKoro n p o ą e c c a  oTBeuaBqero ypuaneHm: B ojr tT eppu .  OnpeaeaeHH 

onmdKH xoTopne uoryr .  boshhksta  npvi stom .  HoJiyienHNe peayjibTaTH 6uhh n p n -  
me hehk k jH^iepeHuzaAbKOMy ypaBHeHUJO.
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A NOTE OP THE COVARIANCE FUNCTION OP THE VOLTERRA EQUATION 

S u m m a r y

In  t h i s  p a p e r  t h e  p a t t e r n s  o f  t h e  e x p e c t a t i o n  an d  t h e  c o v a r i a n c e  f u n c 
t i o n  o f  t h e  random  i n t é g r a l  e q u a t i o n  o f  t h e  V o l t e r r a  t y p e  w ere  p r e s e n t e d .  
T h ese  p a t t e r n s  w ere  a p p l i e d  t o  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .

/


