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0 FUNKCJI KORELACYJINEJ DLA ROWNANIA YOLTERRY 11 RODZAJU
Streszczenie. Wpracy podano wzory na warto$§¢ Srednig i funkcje kore-
lacji dla procesu stochastycznego spetniajacego rdwnanie catkowe Yol-
terry Il rodzaju. Oszacowano biedy, jakie mogg powsta¢ wskutek rozwa-

zania skonczonej ilo$ci wyrazéw w rezolwencie. Otrzymane wyniki zasto-
sowano do rownania rézniczkowego 2 rzedu.

Rozwaza¢ bedziemy stochastyczne réwnanie Yolterry Il rodzaju, postaci

gdzie

(i) te[0,T];

(iiicne2; < 2, J3,A > - przestrzen probabilistyczna;
(iii} X![0,T] XQ-*- - nieznany proces stochastyczny;
(iv) h:[0,T] Xfi-*-R - znany mierzalny proces stochastyczny;

(v) K: [0,T] X [bT]-*-R - jadro - funkcja mierzalna oraz
O<u<t«T; i |[K(t,u)|«£B

(vij X - stata liczba rzeczywista.

Wprowadzamy ([i] ) przestrzen Banacha OCm(m>1j wszystkich funkcji mie-
rzalnych x: [0,T] y2—R takich, ze
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Norme v/ przestrzeni CM™ definiujemy nastepujgaco?

ni "0- |2>
Rozpatrzymy warto$¢ $rednig oraz funkcje I}orelacji dla jprocesu stochastyca-
nego x(t,oo0X

Zachodzi

E x(t,co) » Eh(t,wi + X1f R(t,u,Xi Eh(u,co) du (3)
h

(na podstawie tw. Fubiniego R(t,u,X) - rezolwenta,
a stad funkcja korelacji ma postac

KAtrtg) » ms|[x(t1f@f - E x (tlfco)j. [x(t2,co) - E x (t2,<0jj

h f2
= KN( ) + Xf  R( , X) KA (A2» + X1 R(t2»U2»X)»
A
K@~ ~Ughdug + X F |2 R(t1futtX) R(t2,u2,X) KAfu-j,u2)du2 dun (4)
mO *'0

W zagadnieniach praktycznych czesto zdarza sie, ze nie rozwazamy rezot"
wenty jako sumy nieskonczonej, lecz rozwazamy sume skonczong. OczywisScie
wprowadza to pewien btgd do wzoréw (3) (4), ktoéry obecnie postaramy sie
oszacowac.

Niech
00
R(t,u,X) =2z ' W « )
n=0
Rm(t,u,x ;> 2 Kn+1(tfuX (5)
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gdzie

KMt.ui & K(t,u)

u) o» i K(s,u) da

oraz

I7it.u)! <B“+l g

Oszacujemy btgd bezwzgledny pomiedzy R (tfufX) i

00
IR (ttu,X) —RAftjUjMj
n=m+1
(6)
o] (e 0]
< 17 B M- g o |M|n @n
n«em+1 n*m+1

Je$li zazadamy, aby bitgd bezwzgledny byt mniejszy od pewnego 6>0, to z
warunku

2 5"+l IMn §T<e (7)
n=m+1
mozna znalezé m, dla ktérego

iR(t,u,M - R~Aft.u,” < 8. (8)
t,ue [0,T]

Przy warunku (8) oszacujemy réznice pomiedzy warto$cig przecietng Bc ob-
liczong wg wzoru (3)

dla

R(t,u,X) oraz EXx m- d2aE~(t,u,X).
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Zachodzi
lac(t,u) - Sx m(t,co;|<|Mi|R(t,u,X; - |[Eh(u,w)| du<
0
<|A| |Eh(u,co)| du,
badz tez
[Ex(t,uO - Ex rat,co)|<|MeT sup |Eh(t,w)]. (9)
e te [Ofi]
Gdy dla ij> O ma by¢
|[Ex(t,co) - Ex B(t,osi|< Vi (1o~
to z warunku
|X] 9T sup la(t,co)| < 3
te[0,T]
wynika, ze musi by¢
LY
£ < |MT sup |Eh( t,to)]|
te[0,q
i sup |[Eh(t,co)] + 0 (gdyby supremum byto réwne zero to,
te[0,T]
A Ex m(t,<o) 3 0 i Ex(t,co) a A.
s

m

a stad mozna obliczy¢ z (8) m, dla ktérego jest spetnione (10).

Obecnie przy warunku (8) oszacujemy r6znice pomiedzy wartoécig funkcji ko-
relacyjnej Kx(t1>t2” obliczong wg wzoru (4) dla R(t,u,X) orez KXfm(ti »t 2~
- dla R (t,u,lO.
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Zachodzi

KXctv t2; - KXIB(ti,t2;|<ui i1|R(t1fult7j- i~ (t1fulfK;|

h

CARA2 Ul dul +AM |A(A2,U2%A - AmA2 u2eaA e japal y2ag U2 F

2 f14t2
N

+ I R("t">uliA) . R(t2,u2,A) —RACtA,u.j, A) + RINCt2,u2, A)j

. JKAMfur ju2)| dUgdun (12)
Jezeli
A |IR(t,u,A) - R™it.u.Ailcg, to
t,ue[0,T]
1A|bt
| R ( *uj « R("2> JHU-IfAJ - UgfA)| ~ 28 Be

(dodajemy i odejmujemy R(t.]J,ul,A) . R"tg.u"A)
IAIBT
oraz korzystamy z warunku t2,u2, A)|<|R(t2,u2,A)]< Be )y

stad

IKF(t1't2) “ Kxtm (VV KIM el IW M dut  +

+|Mel2jKh(tl,u2);du2 + 2 X2 £BeiX|BTj [ 1jf2|Kh(ul*u2;| du2dul«

lub tez

[Kx(t1,t2) - KXtm(t1,t2)]*|X| 6B(tl + t2) + 2 A2 eBB.jt.,» elXIBT<

<2|A|6BT + 2 A2 SBB”~2 e ~BT. (13)
gdzie Bl = sup Kh(t,u)
[p. T]*[pfT]
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Gdy dla €€> 0 ma by¢
| W v - <"¥y (14)
to z warunku
21X fiBIT + 2 X2 fiBB"2 el"BT <. K

wynika, ze musi by¢

E< 2[MBJ{l +U[BTe"BT;

a stad mozna obliczy¢é z (8) m, dla ktérego Jest spetnione (14).

Wyprowadzong zaleznod¢ dla réwnan catkowych mozna wykorzystaé w przy-
padku réwnan rézniczkowych. Rozpatrzmy réwnanie

m(t) y +ot(t) y + c(t) y» P(t,w), (16)
gdzie P(t,o0) jest procesem stochastycznym, am(t), cS(t) i o(t) sq
funkcjami catkowalnymi i m(t)>mo>0.

Przez podstawienie

m(t) y(t) = x(t)

otrzymamy

y - *o -/S & Jdt (17)

y - y0+ - y0
gdzie y(Oj - yQ y(Oj - yQ

Réwnanie (16) przyjmie postac

x(t,<0) - h(t,<0) - 1 x (Uf03; duf  (18)
Jo
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gdzie

h(t,co)=-[ri(t) y0o + c(t)(yQ + yQl + P(t,w),

X=-1 i +

Wartos$¢ $rednia "na wyjsciu” ma postac

Ey(t,cn) = E(y0. t) + ByQ + /(t-u) du (19)
Jo

dla losowych warunkéw poczgtkowych oraz

By(t,w) - yQt + y0 + |[(t-uz — fu (20)
0

dla zdeterminowanych warunkéw poczatkowych.

(X(u,t6) - spetnia rownanie (18)).

Wariancja "na wyjsciu” dla zdeterminowanych warunkéw poczatkowych ma po-
stac

(t- uj)(t-u2)

U dunrd 21
"mTirjTmrup  Kx<ul 9) dumdug 21)

E(y - EyT

(Kx(ulfUgi - spetnia-zwigzek (4) i dla zdeterminowanych warunkéw poczatko-
wych K~*furUgi = Kpfu-j.Ug)).

Podamy obecnie oszacowanie btedu bezwzglednego dla warto$ci $redniej oraz
wariancji "na wyjsciu", o ile zamiast x(t,co) bedziemy rozwazan x m(t,w).

Zachodzi wg (20):

\Y [Ex(u,w)-EX (u,co)l
[Ey(t,C0) - Ey>D(t,t0.)|< f(t - u) b-mmr ¢ (uld 1 du<
Jo
(22)
< i- 8T sup |[Eh(t,co)i
mo te[o,T]
dzie % =inf m(t i rzy zat.n® # O
g ’ t610|Ti (1) prey
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Jes$li ma byé¢ |Ey(t,co) - By m(t,co)|< V,

to wystarczy, aby

T sup |Eh( t,co)|
te [0,T]

Natomiast dla wariancji

fr (t-ui(t-u))

Jglq

62 -6yJ <2£Bpd + BTeBT) A T4.

Jedli zadamy, aby <5 - 62 wystarczy, aby

2 BT56 (1 + BTeBT) < §

8m?
8 <
2 Bp5(l + BTe )
a wg (7)
n=m+1
czyli
y 1 (BTA _ eBT -J (EiT)]l
emi1 n=0
ponadto
BBT - le’ 4 (BT)* . (BT)m+l

i 0e(0,1),

a 6BT
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(23)

'l m(ul) m(u_) |[Kx(ul»u2® “ Kx,m(Ul»u2”|duldu2
1 *

(24)

(25)
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stad
(26)
Ostatecznie z (25) i (26) wynika, ze
6 mr
bt/ 1+1 ]
Ei31+1j! < L apd e (27)

Na podstawie tej nier6wno$ci mozna dobra¢ m tak, zeby byt spetniony zwig-
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0 KOPPEflimMOhHUK feyilKUHH ftJIfl yPABHEHMfl BOJIbTEPPH
Pe 3» me

3 padone bubo”™ch#i (j¢opuyjiH xJia cpexHero 3HaHeHna it KoppeaanHOKHok 4>ymc-

CToxacTK'iecKoro npogecca oTBeuaBgero ypuaneHm: BojrtTeppu. OnpeaeaeHH
onmdKH xoTopne uoryr. boshhksta npvi stom. HoliyienHNe peayjibTaTH 6uhh npn-
mehehk k jH”iepeHuzaAbKOMy ypaBHeHUJO.
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A NOTE OP THE COVARIANCE FUNCTION OP THE VOLTERRA EQUATION

Summary

In this paper the patterns of the expectation and the covariance func-
tion of the random intégral equation of the Volterra type were presented.
These patterns were applied to the differential equations.



