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O PEWNYCH ZAGADNIENIACH ZWIAZANYCH Z DYSKRETNA ZASADA MAKSIMUM

Streszczenie. W pracy przedstawiono wyprowadzenie dyskretnej wer-
8ji zasady maksimum przy pomocy klasi/czne?o rachunku roézniczkowego
oraz na podstawie zasady optymalnoscl Bellmana. Oméwione sposoby w
og6lInym przypadku nie dajg warunkéw stabszych niz spotykane zazwy-
czaj metody wariacyjne, sa natomiast bardziej pogladowe i prostsze.

1. Wprowadzenie

0 ile zasada maksimum Pontriagina dla ukdfadow cigghych zdobyda sobie
pozycje jednej z najefektywniejszych (obok programowania dynamicznego) me-
tod optymalizacji dynamicznej, o tyle jej wersja dyskretna jest rzadziej
stosowans. Jedng z przyczyn tego faktu jest okolicznos¢, ze silna zasada
maksimum jest zawsze prawdziwa dla ukdadéw ciaghych, natomiast obowigzuje
ona tylko w pewnych szczegdélnych przypadkach dla ukdadéw dyskretnych. Lo-
kalny charakter koniecznych warunkéw optymalnoscl dyskretnej wersji zasa-
dy maksimum stwarza dodatkowe trudnosci i ograniczenia w jej praktycznym
zastosowaniu. W wielu jednak wypadkach zwkaszcza dla proceséw, dla Kkto-
rych hamiltonian posiada jedno ekstremum, rezultaty sa bardzo zachecajace
[1], czesto znacznie korzystniejsze od otrzymanych drogga programowania
dynamicznego. Dyskretna zasada maksimum pozwala bowiem, przy wzroscie wy-
miarowosci wektora stanu unikng¢ wykd#adniczego wzrostu "zajmowanego obsza-
ru pamieci oraz skraca czas obliczen.

Zastosowanie zasady maksimum do ukdadéw dyskretnych zostato przedsta-
wione przez Changa ], PB] w oparciu o pierwsze wariacje. Podobny sposéb
obrat Katz [4], przy czym dokonane przez niego proéby wzmocnienia dyskret-
nej zasady maksimum nie zawsze byky Sciste, jak wykazali Horn i Jackson
[5J . Opierajac sie ra wyprowadzeniu Katza, Pan i Wang [[] zastosowali dy-
skretng wersje zasady maksimum do ukdadéw zdozonych. Denn i Aris [6] wy-
korzystujac tozsamos¢ Greena przedstawili dowdd dyskretnej zasady maksi-
mum, wskazujac jednoczesnie, ze silna jej wersja obowigzuje dla ukkadow
jednowymiarowych oraz dla ukdadéw liniowych wzgledem wektora stanu. Przy
tym stanowi ona warunek konieczny 1 wystarczajacy optymalnosci o ile za-
lezno$¢ od sterowania daje sie odseperowa¢, tzn. w réwnsniu stanu o po-
staci x(k + D » Ax(k) + f(u(k)) dla k =0,1,...,N-1, A nie zalezy od
wektora sterowann u(k). Propoj [?] podaje dowdd dyskretnej zasady maksi-
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mum, zadajac wypukdosci zbiordow osiggalnych dla otrzymania warunkoéw glo-
balnej optymalnosci. Jest to oczywiscie warunek bardzo silny i1 na ogoh
trudny do sprawdzenia.
V og6lnym wiec przypadku mozna korzysta¢ jedynie =z dyskretnej zasady
maksimum w jej skabej wersji, ktorg mozna by sformutowac jak nastepuje:
Dany jest ukdad opisany réwnaniami

x(k+1) = Fx(K), u®) k=0,1....N-1 )

o funkcji celu

N-1
myc JN) =& |, S, uk)), @)
u k-0

X - n wymiarowy wektor stanu,

u - r wymiarowy wektor sterowan,
f - n wymiarowa funkcja kIC1,

$ - jest funkcjg KIC1.

Warunkiem koniecznym optymalnosci ciagu sterowan u(k) jest, by ha-
miltonian

n

H(k+1) = "V D) XUl +951x(<),u) | k-0,1....N-1
i=1

spetniat dla tych sterowan zaleznos¢ N0 g Hkk+l)=max, przy

ustalonym K i1 x(k). ~K) jest n wymiarowym wektorem sprzezo-
nym okreslonym przez réwnania:

0(k) k=0,1..... N-1 o

Warunki brzegowe dla rownan (i) i (3 zaleza od konkretnego zadania. (Qla
najczesciej spotykanego zadania ze swobodnym prawym koncem maja postac
x(0) «a, ~(N) = 0). Bardzo czesto przyjmuje sie wskaznik jakosci w po-
staci

n
JN) -~ chiN) (©)

-1
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Woéwczas warunek brzegowy dla wektora sprzezonego ma posta¢ 3~(N) » dla
i=ml1,2___. a hamiltonian
H(k+1) = Y ~(k+1) fi xXK),uk)) k » 0,1,. ...N-1
i=1

Zresztg do postaci (4) mozna sprowadzi¢ réwni-z funkcje celu (2), wprowa-
dzajac dodatkowg skdadowg wektora stanu

k
xXQ(k+1) = M~V(xX(m), u(m)) kK « 0,1.._..N-1
m*0
Sk#adowej tej odpowiada zatem réwnanie*

xQk+) « x(K) + E&E, ulk)) k »0,1,...,N1

1 warunek brzegowy xQ(@) * O
Woéwczas

c~”0 dla i1 =1,2,...,n

Cli

1 dla i - 0.
Dyskretng wersje zasady maksimum mozna wyprowadzi¢ réwniez opierajac
sie na klasycznym rachunku rézniczkowym lub na zasadzie optymalnosci Beli

mana. Wyprowadzenia te sg mniej skomplikowane, a jednoczes$nie wskazujg na
zwigzek omawianej metody z dyskretnym programowaniem dynamicznym.

2. Wyprowadzenie dyskretnej zasady maksimum za pomoca klasycznego rachun-
ku rézniczkowego

Dany jest ukkad (rys. 1), ktdorego stan opisujg réownania
x(k+) * Fx(K), uk)) k m0,1,...,N-1 @O

z warunkiem brzegowym x(0) »a, a wskaznik jakosci ma postac

JND) = 2. jcixi (V) O
i-1
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Nie zmienia to, jak wykazano, uniwersalnosci zagadnienia. Podobnie w row-
naniach (1) uwzglednienie zaleznosci funkcji F od numeru etapu nie stwa-

rza trudnosci #]

,u(0) [U(1) u(N-Ti
x(0) x () x(@2) X(N-1) x(N)

Rys. 1

Aby wskaznik jakosci J(N) osiggat lokalne maksimum dla wektora ste-
rowan u(k) bez ograniczen, konieczne jest spednienie zwigzku:

0 dla k *0,1,...,N1 ®
s-1,2,...,r

Traktujac J(N) jako funkcje ztozong, otrzymuje sie:

dI(N) V4 oxiw V 136 (x(N-1),u(N-1))
3u(k7 - / 1°i0u (k) “ 2 °i 2+ si, (N-1)
8 i-i 8 i=1 Jj-1 0

S OFj (x(N-2),u{N-2))
. 337

=1

eL3FIxX(k+l),uk+1)) 9oft(x(k),uk))

Z i ax . bk+1. oufk)
=1 X
N\ st A afi (x(N-D,u(N-D) df (x(N-2),u(N-2))
2L@_ 2-i2-, ""i-i °i—- &ah-d---—-—-———- T_Txji3s
21 $q J=1 ™= ¢1a 41359

dfl (xX(k+1),u(k+1l)) OFt(x(K), u(k))
CIxt (ktl )——-—- o ————m2A1FiFF-—- Q)

po podstawieniu

22 V- V- 9fi X(N-D),u(N-1))  df .(x(N-2),u(N-2))

2- 0 eee [ —ici & k. ( u - . [T S T S —

- 2-1
i-1 j»l ml 1*1

afx (x(k+1),u(k+1))
X ... X CErm¢+T)----—-- )
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(6) przyjmuje postaci

Vi Oft(x(k),u())
2 . "kt TAITK1 “oe a-1,2,...,r ®
-1 8 k -0,1,...,N-1
n
Warunek maksymalizacji wskaznika jakosci J(N) -~ cjX*(N) pocigga wiec
i1
za"sobg warunek stacjonarnosci funkcji
n
Hkk+D) - MH)Nk+1) Fr(xk),uk)) (©))
-1

wzgledem wektora sterowan dla k » 0,1,...,N-1, przy ustalonym x(k) i
INk+1).

Rownanie (7) definiujg wektor sprzezony, ktory, Jak datwo. zauwazyc,
spednia réwnaniei

Vol &1, (), u)
=2 il &Ki * ¢ 1.2,...,n (¢0))
1-1 t k -0,1,...,N1
i warunek brzegowy
i“"(N) « c. t« 1,2,...,n
Z (7), po podstawieniu k » N-1, otrzymuje sie bowiem
3I(N) V1 IfFt(X(N-D,u(N-1)) A Oof & (N-1),u (N-1)
6u tN-1) m2?'- ct du "/t Su
8 t- 8 1 8

Poniewaz réwnanie (9) definiuje hamiltonian dla rozwazanego zadania, o-
trzymane warunki sg rownowazne dyskretnej wersji zasady maksimum dla za-
gadnienia bez ograniczen.

W przypadku ograniczen narzuconych na sterowanie np. i1 w postaci
agj(w) >0 J - 1,2,...,m, gdzie gj(u) sa funkcjami ciggdymi, mozna wy-
korzysta¢ twierdzenie Kuhna-Tuckera i1 wprowadzi¢ mnozniki Lagrange’s (K
Jj» 1,2,...,m, k - 0,1,...,N-1. Woéwczas w miejsce (8) otrzyma sie:

V4 9ft(x(k),uk)) 2~ dg.uk))
A tk+1l)  ~AmOU LK) hlij. -‘cll“sg - -o W
t-i 8 j-i
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k » 0,1,...,N-1
a-1,2,...,r,
przy czym mnozniki ® spekniaja warunek
n
AXJ(k) g k) -0 dla k-0,1..._N1 (7))
j-1

Mozna tez rozpatrywa¢, w przypadku ograniczen na wektor sterowan”™ oprocz
warunku stac¢jonarnosci hamiltonianu, warunek jego maksymalnosci na ogra-
niczeniach. Odpowiada to brzmieniem wersji dyskretnej zasady maksimum.
Wynika to zreszta z przytoczonego wyzej rozumowania przy rozwazeniu znaku
pochodnych jednostronnych wskaznika jakosci i hamiltonianu wzgledem Bte-
rowann na ograniczeniach. Woéwczas w zwigzkach (B) 1 (8), znak réwnosci zo-
staje zastgpiony znakiem skabej nieréwnosci.

Podobnie mozna otrzyma¢ warunki brzegowe dla zmiennej sprzezonej w wy-
padku innych warunkéw brzegowych dla wektora stanu, np. dla ukkadow ze
sprzezeniem zwrotnym strumieniowym (rys. 2), w ktoérych

x(0) - M(,x(N)), 3
gdzie M KkIC1
Rys. 2
Wéwczas:
V"1 [ St 9f. (x(H-1)»u(N-1))
-0 ct 3udfT7 - . °t OTT) +
8 t-1 t-1 8
)-u(N-1)) (x(0),u(0))
+L N~ L L azn”™)---- X
md -1 1-1 j—1 "

dM  (a,x(N)) OFt(x(N-1),u(N-1))
X v 8fudof-TJ-----
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=
Z
-

a Z drugiej atrony

Wynika stad, ze

roov-i avCta. rw)] dFt(x(N-D,u(N-1))
k 2 ™ - f“ein J
L

dua (U-1)

OM, @, x(N)

n w noct o+ 2 rj(Q) --15-= w

j1

t M 1 *2 o
*

3. Dyskretna zasada maksimum a zasada optymalnosci Bellmana

Dany jest ukdad opisany rownaniami:

x(k+1) m F(x(k),uk))

z warunkiem brzegowym x(0) «a

k -0,1,...,N-1

o wskazniku jakosci w postaci

-
JIN) - ;|T<i>(x(k),U(k))

k-0

Niech
N-1
Sm [x(m] - max A>(x(K),uk))

u k-m

wowczas

S x@mM] - max J(N)
u

Sn k@] -0

13

(14)

€))

&)

as

3as)

an
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Zgodnie z zasada cptymalnosci Bellmana [8] mozna napisa¢ réwnanie funk-
cyjne«

Sla_1[x(m-1)] - maxji(x(m-1)) + Sms(.i"))) =

max [Sx(m-1) ,u(m-1) + 3mi1t X(m-1) ,ufra=1l))] 1 (¢
u(m-1) L *

Warunkiem koniecznym spedniania réownania (18) jest zerowanie sie pier-
wszej pochodnej Sm 1 wzgledem skdadowych wektora sterowania

ewxgn 1), uEm 1‘)‘ _\"1 0S, dfy x(m-1),u(m-1) N

+ ZJ a3TW P aug(rn-T) -------- =0 (19
Przyjmujac
as
V- - I A 0)
m* 1,2,.**,R 1,2, ...,n

mozna stwierdzi¢, zt warunek (19) jest réwnowazny warunkowi stacjonarnc-
Sci hamiltonianu, definiowanego jako

qg
HM) - $ xX@Mm1),u(m-1)] + ax.?my" * £i K@1)u@r1)] "
i-1 1
n
=% Ix(m-1),u(m-1)] + ~~1 (@M Fi jx(m-1),u(m-1)J D
i=1

dla mm 1,2,...,R

wzgledem wektora sterowan przy ustalonych x(m-1) i (). Wystarczy wy-
kaza¢, ze zdefiniowane przez (20) wielkos¢ spedniania réownanie dla wekto-
ra sprzezonego.

Rozniczkujac (21) wzgledem Xj(m-1) przy ustalonych u(m-1) i1 ~(ra)
otrzymuje sie:

= ar[x(m-D,u(m-13 Y (] [x(m-1),u(m-1)]
Oxj(ra-l) dx.\](m-l) %E, i o )
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aatU-1),u(m-D3 +Y

dXj(m-1/ / 10x7X57 dx, Im1) -
0 i=1 J
-1 E*"— .

Osgxl.llza—i;l)] T M(m-1) I=12....n {22
J m=1,2,...,N

przy zatozeniu, ze u(m-1) maksymalizuje S ™ [x(m1)J, co odpowiada réw-
naniom (3)-
Z (17) wynika warunek brzegowy

r(\)

Analiza w przypadku ograniczen narzuconych na sterowanie je3t taka sama
jak przy wyprowadzeniu na zasadzie rozniczkowania wskaznika jakosci.

Réwnanie (10) stanowigce rownanie programowania dynamicznego dla ukta-
dow dyskretnych implikuje zetem dyskretnag wersje zasady maksimum.

*//nioski

Przytoczone rozwazania wskazujg na zwigzek zasady maksimum dyskretnej
z niektérymi innymi metodami optymalizacji ukkadéw dyskretnych, mianowi-
cie z klasyczng metodg oparta na rachunku rézniczkowym oraz dyskretnym pro-
gramowaniem dynamicznym. Opisane metody wyprowadzenia dyskretnej zasady
maksimum sg prostBze od spotykanych zazwyczaj w literaturze metod waria-
cyjnych, ktére w ogolnym przypadku nie daja warunkéw silniejszych.
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O HEKOTOPHX BORPOGAX CBHMHHHX C RHOKPETHRMI rPHHUHOM VAKCHWNVA
Pe3ipome

B oiaTte BtmefleH ~HeicpeTHuii BapnaKT npHHimna MaKcnuyua np« noMonjH juiaccn-
'teoKoro  fIH(IxJ>epeHunajii>Horo HCHHc;ieHHfi h Ha ocHOBe npHHimna  onTHMaaBHOCTH
BeabuaHa. 3th enocoSu b oo'iveu cflyvae He AaBT ycliOBHft bojiee oaafiux, new sa-
pHauHOHHbte MSTo”bi, ho hbjihjotch bojiee npoeiuuH h HaraaflHbiMH.

OK CERTAIN PROBLEMS CONNECTED WITH THE DISCRETE MAXIMUM
PRINCIPLE

Sumnary

This paper presents the derivation of the discrete maximum principle
with the help of the classical differential calculus method and on the
base of the principle of optimality 3tated by Bellman. The ways discussed
provide to the results not weaker, in the common case, than usually met
calculus of the variations method, but they are more objective and easier.



