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STEROWALNOŚÓ AUTOMATÓW SEKWENCYJNYCH

Streszczenie. W artykule podano szereg definicji różnych rodza­
jów sterowalności automatów sekwencyjnych. W oparciu o macierz przej­
ścia Cy automatu sekwencyjnego M, przedstawiono jedną z możli­
wych metod badania sterowalności. Przytoczono kilka przykładów ilu­
strujących metodę postępowania.

Sterowalnośó automatów sekwencyjnych jest pojęciem definiowanym w po­
dobny sposób, jak w układach ciągłych [i] , [3] . Sterowalnośó charaktery­
zuje w sposób jakościowy dany automat sekwencyjny i znajduje zastosowanie 
w rozważaniach teoretycznych dotyczących równoważności oraz dekompozycji 
automatów sekwencyjnych [2] , [3] , [4] .

Niech będzie dany automat sekwencyjny M ■ <  S, X, Y,<5 , % >  , gdzieś
s -  |ls1,82 .... snll skończony zbiór stanów,
X »  |̂ X  ̂ p••• fXp .l skończony zbiór symboli wejściowych,

Y - i[y 1 •^2'’"  ,yqJi skończony zbiór symboli wyjściowych,
¿5 s S x X — ~S funkcja stanu następnego: s(t+l) » ó(s(t), x(t))
7v s S x X-r—  Y funkcja wyjścia: y(t) «'Ai(s(t), x(t)).

Wprowadza się następujące oznaczenia:
X* zbiór wszystkich ciągów symboli wejściowych 
w e X* ciąg symboli wejściowych
||wj| długość ciągu symboli wejściowych równa ilości symboli wejściowych w 

danym ciągu.

Definicja 1 [2] , [3J . Automat sekwencyjny M jest silnie zwarty, Je­
żeli dla każdych dwóch stanów 6 s» istnieje ciąg symboli wejścio­
wych w 6 X* taki, że: ŝ  ̂- <5(Sj,w;.

Definicja 2 [1] , [4] . Automat sekwencyjny M nazywamy słabo k-stero-
walnym, jeżeli istnieje liczba naturalna k taka, że dla każdych dwóch 
stanów 8i»sj 6 S istnieje ciąg symboli wejściowych w £ X o długości 
Hw| » k taki, że s^ « 5(s^,w).



Definicja 3 [2], [3], !YJ . Automat sekwencyjny LI jest k-sterowalny 
wtedy i tylko wtedy, gdy jest słabo k-sterowalny i nie jest słabo (k-1)- 
sterowalny, tzn. k jest najmniejszą liczbą naturalną, dla której auto­
mat sekwencyjny M jest słabo sterowalny.

Analizując działanie automatu sekwencyjnego przy podawaniu na wejście 
tylko wybranych symboli wejściowych, można w oparciu o powyższe definicje 
wprowadzić następujące, bardziej precyzyjne definicje sterowalności i sła­
bej sterowalności.

Definicja 4. Automat sekwencyjny M nazywany r-krotnie regularnie sła­
bo k-sterowalnym, jeżeli jest słabo k-sterowalny przez r symboli wejścio­
wych (1 <  r s; p), wybranych ze zbioru X w sposób dowolny.

Definicja 5. Automat sekwencyjny M nazywamy r-krotnie regularnie k- 
sterowalnym, jeżeli jeat k-sterowslny przez r symboli wejściowych (1 <  
s; r <  p), wybranych ze zbioru X w sposób dowolny.

iVzajemne zależności pomiędzy różnymi rodzajami sterowalności można przed­
stawić na następującym schemacie:
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Rys. 1. Wzajemne zależności pomiędzy różnymi rodzajami sterowalności au­
tomatów sekwencyjnych

irzy badaniu k-sterowalności automatu sekwencyjnego M, najlepiej po­
sługiwać eię (n x n) wymiarową macierzą przejścia CM - |cij| zdefi­
niowaną następująco [4] :
jeżeli istnieje x e X, takie, że: s^ =■ ó(s^,x) to: c ^  - 1 
jeżeli dla każdego x e X zachodzi s^ + ó(sitx) to: c^j = 0
Iloczyn logiczny dwóch macierzy przejścia CM 1) - 1 cij)fora* °i2) - H f  
o tych samych wymiarach (n x n) jest zdefiniowany następująco: '
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C( 1)  c (2)  
Ci.i ' CU

gdzie:
• oznacza mnożenie logiczne

Uk-1 oznacza sumowanie logiczne po 1 k jg n.

Macierz złożoną z samych jedynek oznacza się przez I. Bezpośredni zwią­
zek pomiędzy k-sterowalnością automatu sekwencyjnego a jego macierzą przej­
ścia, Cy podaje następujące twierdzenie [4]:

Twierdzenie 1. Automat sekwencyjny M jest k-storowalny wtedy i tylko 
wtedy, gdy spełnione są następujące warunki:

c;£  - I oraz f 1 dla 1 <  j si (k-1)

Do badania r-krotnej regularnej k-sterowalności automatu sekwencyjnego M
można Btosować zmodyfikowaną macierz przejścia C„, %, zdefi-M(m1,m2,....m^;
niowaną jako macierz przejścia automatu sekwencyjnego M dla ograniczo­
nego zbioru symboli wejściowych X, „ „ i x ,x ,...,x f. DlaJ o j  (m1,m2,...,mr ; | mi m2* ’ mr J
danego automatu sekwencyjnego M i dla określonego r, można poprzez róż­
ny wybór symboli wejściowych zbudować zmodyfikowanych macierzy
przejścia C„,M(m^ ,m2 ,...,mr ;

Oczywiście zachodzi naatępująca zależność:

C ./ \ * cMCm^ 9m29* * *,mp ' ^

Bezpośredni związek pomiędzy r-krotną regularną k-sterowalnością auto­
matu sekwencyjnego M, a Jago zmodyfikowaną macierzą przejścia 
C|#/ _ _ \ podaje następujące twierdzenie, będące bezpośrednim wnio-
skiem wynikającym z twierdzenia 1.

TwierdŁanie 2. Automat sekwencyjny M jest r-krotnie regularnie k-ste- 
rowalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zmodyfikowana macierz przej­
ścia m m ) apełniająca następujące warunki:

Cw< _ m l ” 1 oraz C„7^ m ™  ̂ ł 1 dla 1 <  i <  (k-1 )M(m^,m2,...,mr ; M(m^,m2,.■•,m^y
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Przy określaniu r-krotnej regularnej k-aterowalności automatu sekwen­
cyjnego M, należy dla każdej r-elementowej wariacji bez powtórzeń zbioru 
X, zbudować odpowiednią zmodyfikowaną macierz przejścia m m )’
a następnie badać jej kolejne potęgi, atoaując reguły mnożenia logicznego 
macierzy.
Jeżeli dla pewnej zmodyfikowanej macierzy przejścia C„. \ bę-M l m -j » ,  • • •
dą spełnione warunki zawarte w twierdzeniu 2, to automat sekwencyjny M 
jest r-krotnie regularnie k-sterowalny.

Łatwo można sprawdzić, że jeżeli w zmodyfikowanej macierzy przejścia 
występuje w każdym wierszu i w każdej kolumnie tylko jedna jedynka, to do­
wolna potęga tej macierzy nie może być równa macierzy I, czyli warunki 
twierdzenia 2 nie są spełnione. Podobnie, jeżeli w zmodyfikowanej macie­
rzy przejścia występuje wiersz lub kolumna złożona z samych zer to auto­
mat sekwencyjny nie jest silnie zwarty, a tym samym nie jest sterowalny. 
W przypadku, gdy potęgowanie zmodyfikowanej macierzy przejścia jest okre­
sowe, tzn. istnieją liczby naturalne h oraz t >  2 takie, żedla wszyst­
kich k h zachodzi [śj :

Ck = Ckt tM (mi,m^,*•*,m^) M(m^,m^,...,m^)

to warunki zawarte w twierdzeniu 2 nie mogą być spełnione.
Wszystkie powyższe uwagi dotyczące zmodyfikowanych macierzy przejścia do­
tyczą oczywiście również macierzy przejścia i twierdzenia 1.

Ilustracją podanych definicji orez twierdzeń, dotyczących sterowalno- 
ści automatów sekwencyjnych, są następujące przykłady:

Przykład 1. Niech będzie dany automat sekwencyjny M, dla którego 
X » |x.j «* 2 j * ® = | 9 1 *s2’' "  ’s&} ’ a <̂;i-a8ram przejść między poszcze­
gólnymi stanami jest podany na rys. 2.

Rys. 2. Diagram przejść między poszczególnymi stanami



Sterowalność auto, ^tów sekwencyjnych 21

Ponieważ p » 2, więc r może przyjmować wartości 1 lub 2. Dla r = 1
2 zmodyfikowane macierze przejściamożna zbudować (pfr ) “ ^2-1^

CM(1) oraz CM(2) 0 wymiaraoh x 6) postaci:
<?> =

"11(1)

0 0 0 0 0 1 '0 0 0 1 0 c'
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 CM(2 ) = 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 _

Zarćwno macierz CM(1) jak i macierz CM(2)’ posiadają w każdej kolumnie
i w każdym wierszu po jednej jedynce, więc rozważany automat nie jest 1- 
krotnie regularnie sterowalny.
Dla r » 2, uzyskujemy jedną zmodyfikowaną macierz przejścia, która jest 
po prostu macierzą przejścia Cy postaci:

0 0 0 1 0 1 
0 0 1 0  1 0  
0 1 0 0 0 1 

1 0 0 0 1 0 
0 1 0  1 0  0 
1 0  1 0  0 0

Potęgując kolejno macierz CM uzyskuje się:

1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1

1 0 1 0 1 0 ~3 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 1 M " 1 0 1 0 1 0 M - 0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1

Ponieważ potęgowanie macierzy przejścia CM Jest okresowe, więc nie są 
spełnione warunki twierdzenia 1, czyli badany automat sekwencyjny nie jest 
sterowalny, chociaż jest silnie zwarty.

Przykład 2. Niech będzie dany automat sekwencyjny M, dla którego X
= |x1 ,x2 j S -  |s1,82, .. .,s5J
gólnymi stanami jest podany na rys. 3.

a diagram przejść między poszczę-
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< c >

Rys. 3. Diagram przejść pomiędzy poszczególnymi stanami 

Ponieważ p * 2, więc r może przyjmować wartości 1 lub 2. Dla
można zbudować 2 zmodyfikowane macierze przejścia 
wymiarach ( 5 x 5 )  postaci«

M(1 )

' M ( 1 ) M(2)

'o 0 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 CM (2 )  “ 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 _0 0 0 0 1.

C„,,, posiada kolumnę złożoną z samych zer, nie może więc speł- M( 1;
CM(2) P°nieważ 

nie może

Macierz
niać warunków zawartych w twierdzeniu 2. Podobnie macierz 
posiada w każdej kolumnie i w każdym wierszu-po jednej jedynce, 
spełniać warunków zawartych w twierdzeniu 2. Stąd rozważany automat sek­
wencyjny nie jest 1-krotnie regularnie sterowalny. Dla r « 2 uzyskujemy 
jedną zmodyfikowaną macierz przejścia, która jest po prostu macierzą przej­
ścia Cy postaci«

0 0 1 0 1
0 1 0 1 0
1 0 0 1 0
1 0 0 1 0
0 1 0 0 1

Potęgując kolejno macierz przejścia C„ uzyskuje się«

*1 1 0 1 1‘ ' 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 1 1 1 cP *
M 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 .1 1 1 1 1.

Stąd na mocy twierdzenia 1 rozważany automat sekwencyjny jest 4-sterowal- 
ny lub inaczej mówiąc 2-krotnie regularnie 4-sterowalny, gdyż w tym przy­
padku r = p = 2.
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Przykład jl. Niech będzie dany autoinai sekwencyjny id, dla którego X = 
= | x 1 ,i?fx i  , S m 's 1 ,s2 ,s^,s4J , a diagram przejść między stanami
jest podany na rys. 4 .

Pys. 4. Diagram przejść pomiędzy poszczególnymi stanami

Ponieważ p = 3, więc r może przyjąć wartości 1, 2 lub 3- Dla r = 1
można zbudować (pfr ) “ (?) 3 -3 zmodyfikowane macierze przejścia
"M(2) uM(3) o wymiarach ( 4 x 4 )  postaci:

“M O )

0 1 0  0 
0 0 1 0  
0 0 0 1 
1 0  0 0

M(2)

0 0 0 1 
1 0  0 0 
0 1 0  0 
0 0 1 0

-14(3)

0  0  1 0  

0 1 0  0 
1 0  0 0 
0 0 0 1

Macierze °j{(v)> CM(2) * Cll(3) posiadają w każdym wierszu i w każdej
kolumnie po jednej jedynce, więc warunki twierdzenia 2 nie są spełnione. 
Dla r = 2 można zbudować ipfr ) = (^) = 3 zmodyfikowane macierze przej­
ścia 2 )* ®M (1 3 ) oraz cm ( 2  3 ) 0 wymiarach x 4) postaci:

M (1,2)

0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0

1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 0

0 1 0 1 CM ( 1 . 3 )  “ 1 0 0 1 CM ( 2 , 3 )  " 1 1 0 0

1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1

Potęgując kolejno zmodyfikowane macierze przejścia ¡̂¿(i 3 ) oraz
CM(2 3) uzy0 icuJe sifł

M(1,2)

1 0 1 0 ’ 0 1 0 1

0 1 0 1 o3 1 0 1 0

1 0 1 0 M(1,2 ) 0 1 0 1

0 1 0 1 1 0 1 0

-M(1,2)
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Potęgowanie zmodyfikowanej macierzy przejścia Cj[(i 2 ) ¿eBt okresowe, a 
więc nie spełnia ona warunków twierdzenia 2 .

'1 1 1 1' '1 1 1 1

1 1 1 1 T r 2 1 1 1 1

1 1 1 1
* 1 CM(2,3) 1 1 1 1

_1 1 1 1 1 1 1 1

- I

C. CPonieważ a taki® cm (2 3) “ * wiSc na mocy twierdzenia 2
rozważany automat sekwencyjny jest 2-krotnie 2-aterowalny. Dla r « 3 uzy­
skuje się jedną zmodyfikowaną macierz przejścia, która jest po prostu ma­
cierzą przejścia CM o wymiarze (4 x 4) postaci!

0 1 1 1  
1 1 1 0  
1 1 0  1 
1 0  1 1

Potęgując kolejno macierz przejścia Cu uzyskuje sięs

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

Ponieważ Cjj - I, więc na mocy twierdzenia 1 rozważany automat sekwencyj­
ny jest 2 -aterowalny,

Przykład 4« Hiech będzie dany automat sekwencyjny M, dla którego 7. - 
|x^,X2 ,x3  , S « .Sg,•>.,a^| , a diagram przejść między poszcze­

gólnymi stanami jest pokazany na rys. 5 .
Ponieważ p - 3, więc r może przyjmować wartości 1, 2 lub 3- Dla r
można zbudować 3 zmodyfikowane macierze przejścia 
o wymiarach (5 i 5) poatacij ‘' H O ) »  UM ( 2 ) oraz C,U(3)

°M(1)

0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 " 0 0 0 1 0 '

0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0
C M ( 2 )  ■

0 1 0 0 0
C M ( 3 )  “

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 _

Macierze oraz Cj|(2 ) posiadają w każdym wierszu i w każdej kolu­
mnie po jednej jedynce, natomiast macierz ^54(3 ' posiada dwie kolumny 
złożone z samych zer, żadna więc z tych macierzy nie spełnia warunków twier­
dzenia 2 .
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.Rys. 5. Diagram przejść pomiędzy poszczególnymi stanami

Dla r = 2 można zbudować 3 zmodyfikowane macierze przejścia 2 j,
CM {1 j) oraz 3) 0 wymiarach (5 x 5) postaci:

" M O , 2)

"o 0 0 0 1" 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1
1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 0

CM ( 1 , 3 )  a
0 0 1 1 0

CM ( 2 , 3 )  “
0 1 1 0 0

0 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0

1 0 0 1 0 1 1 0 0 0_ 0 1 0 1 0

Potęgując kolejno zmodyfikowane macierze przejścia uzyskuje się:

"MO ,2)

M O ,  3)

"M(2,3)

1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1

as 1 0 1 0 1 CM(1,2) ■ 1 1 1 1 CM(1,2) " 1 1 1 1

1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1.

0 1 1 1 0 ‘ 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1

- 0 0 1 1 1 CM(1,3) "
1 1 1 1 M (1,3) 1 1 1 1

1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1.

0 1 1 1 0 ' 1 1 1 0 1 1 1 1

1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
- 1 1 1 0 0 °M(2,3) " 1 1 1 1 CM(2,3) " 1 1 1 1

0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Ponieważ C, I więc na mocy twierdzenia 2 roz-r.4 n4
' U d , 2) “5.1(1,3) M(2,3)ważany automat sekwencyjny jest 2-krotnie regularnie 4-sterowalny. Dla r*3

uzyskuje się jedną zmodyfikowaną macierz przejścia, która Jest po prostu
macierzą przejścia “ a o wymiarze ( 5 x 5 )  postaci:

CM =

0 1 0  1 1  
1 1 1 0  0 
0 1 1 1 0  
0 0 1 1 1  
1 1 0  1 0

Potęgując kolejno macierz przejścia C„ uzyskuje się:

cr.

Ponieważ C^ » I, więc na mocy twierdzenia 1 rozważany automat sekwencyj­
ny jest 2-sterowalny lub inaczej mówiąc 3-krotnie regularnie 2-sterowalny.
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71IPABJIHEMOCTb IlOCJlEiOBATEJIbHOCTHliX MAHMH 

P e 3 ¡0 m e

B ciaTBe yxasaHO HecKOJibKO pa3HHx noiuiTHf! ynpaajiaeMooTH nocJte,noBaTejii>Ho- 
c t h h x uaiaHH. Ha ochobb MaTpHipj nepexo^a CM nocJieflOBare^BHOOTHOit MamnHH M 
npeflcTasjieHO oahk «3 b o 3woschux u g t o^ob HcnuiaHHh ynpaBJiaeuocTH. Ajih mjibj- 
cipamtH ueTO.ua h phbo^h t o h HeKOTopue npauepu.

CONTROLLABILITY OP SEQUENTIAL MACHINES 

S u m m a r y

In the paper several definitions of various kinds of the controllabi­
lity of sequential machines are given. Based on the transfer matrix 
of sequential machines li, one of the possible methods investigating con­
trollability is presented.

Some exemples illustrating the above method are given.


