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SPOSOB KORZYSTANIA Z METODY ELEMENTOW SKONCZONYCH
W ZAGADNIENIACH BUDOWNICTWA PODZIEMNEGO KOPALN

Streszczenie. Przedstawiono teoretyczne podstawy '‘meto-
dy elementéw skoriczonych™ w zastosowaniu do osrodka ciggle-
go. Podano sposéb wyznaczenia macierzy sztywnosci w zagad-
nieniu sprezystosci plaskiej na przyktadzie elementu o]
ksztalcie trojkatnym oraz w zagadnieniu symetrii cylin-
drycznej, w ktoérym przyf'(eto element o ksztakcie prostokgt-
nym o umownej grubosci katowej A 8.

W opracowaniu wskazano na mozliwosci stosowania metody
do rozwigzywania zagadnienn z mechaniki skat i1 budownictwa
podziemnego kopaln.

1. Wstep

Coraz szersze zainteresowanie metoda elementow skonczonych w réznych
dziedzinach nauki 1 techniki spowodowato koniecznos¢ bardziej kompleksowe
go opracowania teoretycznych podstaw metody, celem stworzenia mozliwosci
wykorzystania jej w technice gorniczej, a w szczegélnosci w problemach bu-
downictwa podziemnego i.mechaniki goérotworu.

Metoda elementéw skoniczonych pozwala na uproszczenie  skomplikowanych
obliczen wytrzymatosciowych osrodka ciaglego, przez zamiane osrodka struk-
turg ztozong ze zbioru n elementéw skonczonych, i1 =1,2,3, n.

Odpowiedni dobor ksztaktu geometrycznego elementu umozliwia maksymalne
zblizenie obliczanych wartosci do rzeczywistych panujacych w rozwazanym
osrodku.

W zagadnieniach pkaskich mozna dokona¢ podziatu osrodka na trojkatne
elementy skoriczone, podobnie osrodek trojwymiarowy moze by¢ zastgpiony
przez czworosciany.

Opisujac stan odksztakcenia elementu otrzymuje sie wartosci przyblizo-
ne. Przyblizenie to wynika z przyjecia skonczonej liczby parametréw, gdy
w rzeczywistosci element ma ich nieskorniczenie wiele.
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2. Model elementéw skonczonych

Aby stworzy¢ model oparty na metodzie elementéw skoriczonych, wystarczy
zastgpi¢ osrodek ciagly strukturg odpowiednio przygotowang do obliczen,
ztozong z elementéw o roznych ksztattach i wielkosciach, co wiecej, moga-
cych posiada¢ rozne charakterystyki mechaniczne (modud Young a i wspok-
czynnik Poissona). Elementy te (dla plaskiego ukdtadu najczesciej elementy
tréjkatne) "'powigzane” sa pewng liczbg wspélnych punktéw wezdowych w ktd-
rych model poddany jest dziataniu sit (np. cisnienie jednorodne mozna przed-
stawi¢ dyskretnym zbiorem sit odpowiednio dobranych i przytozonych w we-
ztowych punktach powierzchni Sciskania). Tak przedstawiona struktura od-
biega od wkasciwosci osrodka cigglego, mozna ja upodobni¢ do zespotu od-
dzielnych warstw "'spietych” w punktach weztowych. Pod wpdywem obcigzenia
zespot warstw ulegnie deformacji, w wyniku ktérej ujawnig sie dwa rodzaje
zjawisk:

- najpierw koncentracja naprezen wokét punktow wezdowych,
- nastepnie mozliwosci zachodzenia na siebie (naktadania sig) dwu sasia-
dujacych warstw lub tworzenia sie pustek miedzy nimi.

Aby odtworzy¢ warunki bardziej realne takie jakie spotyka sie w osrodku
cigghlym, nalezy zatozy¢ bardziej zgodny proces deformacji, tzn. dobra¢ ta-
ka funkcje opisujagcg stan odksztalcenia, ktora spedniac¢ bedzie warunki we-
wnetrznych odksztatcen, jak réowniez odksztatceh w punktach granicznych e-
lementoéw.

Funkcja ta w zapisie macierzowym ma postac:

WG = IMGGYL kI @

gdzie:

U - oznacza macierz przemieszczen punktéw weztowych,

M - macierz wsp6trzednych punktow weztowych,

A - macierz wspotrzednych uogélnionych.
Najprostszym przykkadem tej zaleznosci jest zatozenie, ze odksztakcenia
zmieniaja sie w funkcji wspétrzednych liniowo. Zakdadajac, ze ''u" oznacza
przemieszczenie poziome, a 'V' przemieszczenie pionowe dowolnie wybranego
punktu w ukdadzie przyjetych osi, zgodnie z zaleznoscia (1) mozna napisac

U= Ag + A<+ A
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Dla wierzchotkéw dowolnego trdjkata 1 J K rys. 1 bedzie:

o

0

ui 1 xi Yi 0 Ao
vi 00 0 1 i vi A
uy 1 yi 000 0 g
Vi co 0 1 X Yi Bo
uk 1 sk vk © 0 0 m
vk 00 0 1 w vk B2

L. V| Al

3. Analiza elementu modelu

3.1. Macierz sztywnosci ukdadu

Wyznaczenie macierzy sztywnosci jest najbardziej ztozonym etapem metody
elementow skonczonych, wynika to z naruszenia ciggltosci odksztatcen na
skutek podziatu osrodka na elementy oraz zatozenia, ze elementy '‘zwigzane
sg pewng skonczong liczbg punktow wezdowych. Zachodzi wiec obawa, ze
sztywnos¢ wyidealizowanego ukdadu bedzie mniejsza niz ukdadu rzeczywiste-
go. Unikamy tego, dobierajac funkcje odksztaktcen w zaleznosci od  prze-
mieszczen punktéow wezdowych w taki sposob, aby uzyska¢ maksymalnie wysoka
zgodnos¢ odksztakcen, wzgduz linii podziatu na elementy.
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Aby bardziej obrazowo przedstawi¢ pojecie macierzy sztywnosci rozpa-
trzmy sprezyne poddang dziakaniu rozciaggajacej sity F (rys. 2). Na sku-
tek dziaktania tej sidy dowolnie wybrany punkt M zajmie potozenie M*,
przemieszczajac sie o pewng wielkos¢ U.

Rys. 2

Dla sprezyny, ktora przedstawia ciato sprezyste, mozemy napisa¢ P = k.u
analogicznie zapisujemy sprezystos¢ kazdego elementu modelu elementow skon-
czonych:

@)

gdzie
IFl - macierz sit zewnetrznych przytozonych w punktach weztowych roz-
patrywanego elementu,
Jul - macierz przemieszczen punktéw weztowych rozpatrywanego elementu,
IK] - macierz sztywnosci elementarnej.

Dodajac wszystkie macierze elementarne otrzymamy ogolng(globalng) macierz
sztywnosci ukdadu o wymiarach 2N x 2N, gdzie N - liczba punktéw siatki.

3.1.1. Obliczanie macierzy sztywnosci elementu

Aby wyznaczy¢ macierz sztywnosci elementu, nalezy najpierw  okreslic
jego deformacje. W tym celu wykorzystujemy uprzednio wybrang funkcje prze-
mieszczen (1) w ten sposdb, ze rozwijamy najpierw macierz |[M] poprzez wy-
pisanie wspodrzednych punktéw wezdowych, a nastepnie liczymy przemieszcze-
nia tych punktéw.

Znajac skkadowe przemieszczen liczymy odksztakcenia £ (X,y) przy czym:

Odksztatcenia zapisane w postaci macierzowej beda mialy postac:

EU,y) | = IBGKWI kI ®

gdzie macierz |B] otrzymujemy poprzez zrodzniczkowanie macierzy |-
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Majac obliczone odksztakcenia oraz wybrang hipoteze traktujaca o zachowa-
niu sie materiatu (w przypadku mechaniki skat hipoteze sprezystosci (moz-
na zachowujgc wazno$¢ prawa Hoocke a wyznaczy¢ naprezenia:

Ir Lyl = Il IfF I (O]
lub
16 1 = k] IBCGGYI ®

Tak okreslone odksztatcenia i -naprezenia wykorzystujemy przy wyznaczaniu
macierzy sztywnosci elementarnej |k|, poczynajac najpierwod zasady pracy
wirtualnej (pracy przygotowanej) mianowicie, ze poczawszy od pewnego
nu odksztatcen i naprezen okreslonych przez g i b | -przemieszczania wir-
tualne])5 u|] wywodtuja odksztatcenia |[6£ |. Warto$¢ tych przemieszczen przed-
stawia macierz o wspétrzednych wirtualnych uogélnionych |£a |.

Dla elementarnej objetosci dv, praca wirtualna odksztatcenia odpowia-
da przemieszczaniom wirtualnym wg wzoru:

5 WD = T Jc|av
lTub
i (Wi) =l«alt Pt It] bl kIl dvD) ®

Praca wirtualna sit zewnetrznych |p| dziatajacych na odksztatcalny ele-
ment wykonana i nainieskonczenie matych przemieszczeniach przygotowanych”u

wyniesie:
SWE = |SulT |If |
lub
*WE =M TM T |FI. (@)
Zgodnie z zasadag pracy wirtualnej mozemy napisac:
JWE =iwl (©))
lub

Isalt [mlt [f] = Ma]t (\] Iblt It] bl dvi Jal. €©))

v

1~Wskaznik gorny T we wzorze (6) oznacza transponowanie macierzy.

sta-
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Traktujac |Mj jako macierz regularng wg wzoru (1) napiszemy:
k1= In-11 . Jul-

Mnozac nastepnie réwnanie (9) przez -1|T otrzymamy:

M = K~ T(J [b|T [t| |b] dv) IM-IL |I]. (10)
Zatem macierz sztywnosci |K| bedzie miaka postac:

Kl = Im-111 (J IbIt [t b dv) 1)

\%

Wyrazenie (11) przedstawiajace macierz sztywnosci ulega uproszczeniu w
przypadku ukdadu plaskiego. Rozpatrujgc warstwe elementu o jednostkowej

grubosci przy zatozeniu, ze |B] i [t| beda miaty wartosci stale otrzymamy

kl= s Im2T Jolt [ [bl Im1], @2)

gdzie S - przedstawia powierzchnie elementu.
Powyzsze uproszczenie nie zachodzi w przypadku symetrii obrotowej. Ponie-
waz |Bl zalezy od wspétrzednych punktéw, nie mozna rozpatrywaC¢ warstewki
elementu o stalej grubosci, nalezy natomiast przeprowadzi¢ catkowanie wy-
cinka kotowego.

Na podstawie wzoru (11) mozna wykaza¢, ze macierz K jest macierzg sy-
metryczng. Poniewaz i macierz T jest symetryczna, otrzymamy wiec

ke = k|-

Wyznaczajac dla kazdego elementu modelu elementarng macierz sztywnosci i
przepisujac jej odpowiedni wspodczynnik ustalajacy jej miejsce otrzymamy
w prosty sposéb obraz macierzy globalnej.

3.2. Przykkad

Dla przedstawienia szczeg6oddw rachunku, ktéry prowadzi do  otrzymania
globalnej macierzy sztywnosci wybrano dwa poszczegélne przypadki mianowi-
cie:

- pierwszy dotyczacy zagadnienia sprezystosci w ukdadzie plaskim,w ktorym
przyjeto elementy o ksztakcie trdjkatnym,

- drugi dotyczacy probleméw spedniajacych warunki symetrii cylindrycznej,
w ktorych elementy stanowi¢ beda regularne sekcje o réznej grubosci .

Wykorzystujac wzor (1) napiszemy dla wierzchotkéw elementu trojkatnego
1 J K rys. 3 pole przemieszczen:
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1 i yi 0 00
vi 0 0 0 1 yi

1 XD yJ 0O 0 O as
vi 0O 0 0 1 x5 yJ
uk 1 xk yk o 0 0
vk 0 0 0 1 yk

Otrzymane w ten sposob pole przemieszczen dla obszaru elementu pozwala w
kazdym punkcie tego obszaru okresli¢ stan odksztalcenia, ktory dla ptaskie-
go stanu uwzgledniajac (3), (@), (13) zapiszemy:

£X 3x o1 0 0O
o o 0 0O s
3v _ _
35 o o1l oo M =M N

Nastepny etap to wyznaczenie macierzy sprezystosci [c], ktéra wigze za-
leznosS¢ naprezenia-odksztatcenia.

Nalezy jednak pamietac, ze stosownie do rozpatrywanego osrodka, np. izo-
tropowego, macierz |[c | moze przyjmowac¢ rézne wartosci w zaleznosci czy ma-
my do czynienia z odksztakceniami, czy naprezeniami w ukdadzie plaskim.
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Zapiszmy ze:

M- 11 -1*1

oraz
H 0
kl= L HO 5)
O OM

W przypadku ptaskiego stanu odksztatcenia (np. gérotworu o nieskonczonej
grubosci i statym przekroju) bedziemy mieli:

H =X +
L = 16)
M = U

gdzie

i sa statymi Lamego.
Zaleznosci wigzace wspotczynniki Lamego z wielkosciami modudu Younga
wspotczynnika Poissoria ujmuje wzor:

>

E
1= Q+/

0 -56) an

0™ 2 (VtD

Majac obliczone macierze |T]|o ] i |[M] nalezy dokona¢ obliczenia powierzch-
ni (S) elementéw oraz wykona¢ iloczyn:

KX1=S IM-2IT |b|T k| b1 In_1]- (18)
f
Jezeli Xi, Yi, Xj, Yj, Xk, Yk, przedstawiaja wspotrzedne wierzchotkéw e-
lementu tréjkatnego, to ich wektory zapiszemy:

K I= Xk - Xt

Y K J= Yk -Jj
Y 1 K= Yi-Yk
YJ = -Yt
X J K= - Xk
X
X

1 J:0j -1,
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A wiec macierz |[M-1 T bedzie miata postac:

Vi -vk WY xi-xk 0 0 0
0 0 - i )
0 xKY j-xjYk YK_Y] xj-xk
o o ki Yk-Xi 0 0 0
S xivk - xkYi  Yi-Yk -Al
) a9
0 0 0 XWK-XKYT iy v xi
- . 0 0
xJYi - xiY] Yr Yi Xi-Y]j 0
0 0 XiYi-TIYi . s
0 YrYr Xi-Yj
przy czym
= + Xi + _
D= vk T XWY3 v - Xjvy * XkYj - xivk (20)

Macierz |k | sprowadzimy teraz do postaci:

@)

gdzie |kO| przedstawia nizej rozpisana macierz:

H.YKJp M. XJIK.YKJ H.YKJ.YIK M.XJIK.YIK H.YKJ.YJI M.XJIK.YJI
+M.XJIK +1.YKI.XIK +M_XIK. XKD  +1.YKI.XKI +M.XJIK.XIJ +1.YKI_.XIJ
1_XJK.YKJ H.XJK, 1. XJIK.YIK H.XJIK. XKI  £.XJK.YJI H.XJIK.XI1J
+M.XIK.YKI  +M.YKJ +M_.YKI.XKT  +M_.YKJI.YIK +M.YKJI.XJI +M.YKJ.YJI
H.YIK.YKJ M.XKIE.YKI  .H.YIK? M.XKI.YIK H.YIK.YJI M.XKT.YJI
+M_XKT.XJIK  +L.YIK.XJIK  +M._XXJ +L.YIK. XKD +M_XKT.XIK  +L_YIK.X1J
1. XKI.YKJ H. XK. XJK L.XKI.YIK H.XKT] 1. XX1.YJI H.XKT.X1J
FMOYIK.XJIK  +M_YIK.YKI  +MOYIKOXKE  +MUYIK +M_OYIK. X1 +MUYIK.YJI
H.YJ1.YKJ M. X1J.YKJ H.YJK.YIK M.XTJ.YIK H.YJI? M.X1J.YJI
AM.XTI.XIK +L.XJIK.YID  +M_XIJ_ XKD  +1.XKJI.YII +M.XIJ +IwX1J.YJI

1.X1J.YKJ H.X1J.XJK L.X1J.YIK H.X1J.XKI L.X1J.YJl H.X1J?
+MoYIL.XIK +MOYJILOYKE +MOXKELYJD +MOYJLLYRK +MOXTJ.YJE +M.YJI

(22)

3.2.1. 0g6lny rachunek naprezen

Przystepujac do ogdélnego rachunku naprezeh przyjmujemy najpierw zato-
zenia, ze ukdad liniowy |Ip| = k| Ju| zostat rozwiazany oraz, ze znamy ma-
cierz globalng |Jul okreslajaca przemieszczenia wezdowych punktéw siatki.



54 S. Chwata, Z. Kurczabinski, J. Stras

W rozdziale 3.1.1 podano, ze:

\o\ = |t |e | (wg wzoru 4)
oraz ze ur =ut W (wg wzoru 3)
a wiec Ul = Im-1] |i (wg wzoru 1)

dokonujac podstawien (3) i (1) do wzoru (4) otrzymamy:
6 =T B M1 y @3

Dokonujac obliczen poszczegélnych macierzy we wzorze (23) i ich iloczynu,
otrzymamy macierz naprezen dla rozpatrywanego elementu. Dla uzupednienia
warto wspomnie¢, ze macierz U wystepujaca we wzorze (23) zbudowana jest
ze wspotrzednych przemieszczen wierzchotkéw elementu.

3.2.2. Plaski stan naprezen

W przypadku plaskiego stanu rachunek jest prosty, w jego rezultacie o-
trzymamy stalg macierz naprezen.
Uwzgledniajac (19) otrzymamy:

G X ul
Vi
6y = Imat] UJ (e2))
U
.y K
przy czym MAt | = k| BI In_1]

MAT jest macierzg ztozong z 3 X 6 skkadnikow.
Wartos¢ iloczynu | b | wynosi:

H 0 0 0 L
1 0 0 0 H )
O M 0 M 0

M bkl =0
0
Przyjmujac iM-1] zapisane (19) znajdujemy:

MAT =-  MAT (26)
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gdzie

HYKJ LXJIK HYIK LXKI  HYJl IX1J
MA Tq|] = mLYKI HXIK LYIK HXKI 1YLJ HXIJ
MXJIK  MYKI MXKI MYIK MX1J MYJI

3.2.2. Zagadnienie symetrii cylindrycznej

Rozpatrujgc model spedniajacy warunki symetrii cylindrycznej tak geo-
metrycznej, jak i mechanicznej dojdziemy do macierzy naprezen i odksztat-
cenn o czterech parametrach (np. dla naprezen 6r ,m»!, 6 z, 1Trz). Rozpatrzmy
wiec element prostokatny w pkaszczyznie (r,z) o umownej grubosci katowej
A 0 jako jednostkowej (rys. 4).

Dla uproszczenia obliczen przemieszczenia dowolnego punktu beda zwigzane
z odpowiednimi wspotrzednymi zaleznosciami:

Ju 1

r rzOOOOIAI @n
Jlw 10 O o 1 r

zZ rz

O N

W wyniku czego dla wszystkich punktéw weztowych elementy prostokatnego wy-
cietego z kontinuum otrzymamy:
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- 1

ui
1

ud
uk 1
Ul 1
@i 0
Wj 0
wk 0
w1 0

Odksztatcenie elementu wyznaczamy roézniczkujac (28)
lindrycznych biorac pod uwage symetrie osiowg.

macierz p |-
S
60 v
x4
iz W ar

Jak wynika z powyzszego macierz
Napiszemy dalej wektor naprezen w postaci

6r

“ce

Nastepny etap obliczen to wykonanie
celu liczymy catke/7/|b]T M N

Jezeli oznaczymy (rys. 4):

S. Chwata, Z. Kurczablnski, J. Stras
ri zirizi ¢ 0 00 Ao
ri z3 rJdzi 0 000 Al
rk zk rkzk 0 0 0 0 A2
rtzirizt 00 0 0 43 28)
0 0 00 1 \i,rizi P
O 0 0 1 a5 Tizi Bi
0 0 0 1 % sk rkzk B2
0 0 0 1 rl z1 rlzl B3

0 1 0 z
1/r 1 z/r z
N 0 0 0 O
0 0 1 r

b| nie jest
mac
X+2p
X +2
X +2
0 0 0
M
iloczynu
r dr dz.

w wspotrzednych cy-
Stad roéwniez otrzymujemy
0O 0 0 O Ao
Al
0 0 0 O A2
A~ €2))
0O 0 1 2z Bo
B1
01 0 z B2
B3.
stata, lecz zalezy od r i z
ierzowej:
0 r
0 0
G0
0 z
rz
lei
macierzy b|T k]| bl W tym
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nastepujaco

rozpisaé

O powyzsza catke mozna
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Nastepnie obliczy¢ macierz |M"1

RFIZ RZ R RZ O 0 0 0
-z~ 7 zZ -Z 0 0 0 0
-R R Rr R 0 0 0 0

1 1 -1 1 0 0 0 0

In R171 © 0 0o o0 rz' -RZ" RZ RZ G2

0 0 0 0 -z" zr z -Z
0 0 0 0 -Rr R Rr -R
0 0 o o 1 -1 11

Aby obliczy¢ wreszcie elementarng macierz sztywnosci k, pozostaje do wy-
konania iloczyn:

U-11Y// plep] rdr dz . p-1].

Z uvagi na to, ze macierze tutaj sg bardziej zkozone niz przy macierzy Ikl
dla modelu dwu wymiarowego nie podaje sie wyniku iloczynu. lloczyn macie-
rzy mozna wykona¢ maszynag cyfrowg.

3.2.1. Rachunek naprezen w zagadnieniu symetrii cylindrycznej

W przypadku modelu o symetrii osiowej zauwazylismy, ze macierz B nie
byka staka. Przeprowadzmy zatem catkowanie objetosci elementu tej macie-
rzy dzielgc réwnoczesnie przez objetos¢ elementu.

// 1Bl rdr dz

I = .
kU ar e _ezn Pl S

Stosujac oznaczenia uzyte wg (31) otrzymamy

J/1B81 rdr dz

_ In a €]
b edr @z ®h2z

Przy czym:

RIZL  20¢[ORZL .,  2U+#DRZ2 0 O XRZ, o

(X+2{L)R1Z1  2(X+()R2Z2 (A+2]L) 2(A+f)R2Z2 0 0  Xr2z1 o371
e

2>R072 *r 72 2RZ2 0 0 (U)RZL (HDR3ZL

IMAT | =

axzi f.r3z1 O gsfr AR2Z2
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Pozostaje w dalszym ciggu obliczenie iloczynu prawej strony réwnania (33)

przez macierz |n” | rozwinieta we wzorze (32) oraz przez macierz kolumno-
wa MI-
Przy czym:

=

Obliczenie powyzszego iloczynu dokonuje sie bezposrednio maszyng cyfrowg.
Ze wzgledu na jego szeroki i skomplikowany zapis nie podaje sie go.

4. Warunki graniczne macierzy sit

Ze wzgledu na symetrie modelu bardzo czesto mozna zredukowaé¢ jego roz-
miar. Zdarza sie jednak i to dos¢ czesto, ze w niektorych punktach modelu
mozna zatkozy¢ warunki szczeg6lnych przemieszczen (np. w miejscu podpory) .
Potwierdzenie takich zatozeh otrzymamy, zmieniajac pewne réwnania ukdadu
IFl = IK] . JU], tzn. modyfikujac odpowiednio wiersze lub kolumny odpowia-
dajace macierzy IKI.

Dla przyktadu rozpatrzmy model jak na rys. 5
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Posiada on geometryczng o$ symetrii a-a oraz symetrie obcigzenia. W e-
fekcie zaktada sie ze proces deformacji w modelu réwniez bedzie przebie-
gat wg zasad symetrii, co mozna zapisac:

ua) =0 dla 1 =1,6,11,16,21
Tak samo na podporze w punkcie 4

V4 =0

Wykonujac taka operacje anulujemy wszystkie wspodczynniki linii nQ I + N
dla V(1) oraz przyréwnujemy do 1 wspokczynniki n° 1 tej linii Club tez n°
I + N dla przemieszczenia pionowego, przy czym N jest liczbg punktéw
siatki; w naszym przypadku N = 25). Macierz sit zewnetrznych |p] jest ma-
cierza kolumnowg sktadajaca sie z 2xN elementéw, poniewaz N pierwsze re-
prezentuje sidy poziome przytozone w N punktach siatki; natomiast na-
stepne N - sidy pionowe

Fx1

FxN
Fyl

F =
FyN
Model rys. 5 obcigzony jest jedng sida pionowa przytozong w punkcie 21 o-
raz obciazeniem ciagdym w punktach wzdduz brzegu pionowego. Rachunek przy
uzyciu maszyny matematycznej rozpoczniemy od anulowania wszystkich
(1), 1 od 1 do 2 N.

Nastepnie zatozymy, ze F (21+N) = Fy2li wartos¢ ta jest ujemna "na sku-
tek wybranej orientacji, a cisnienie jednorodne zastgpione jest przez ze-
spot sit poziomych przytozonych w weztach 5,10,15,20,25.

Jezeli rozpatrzymy warstwe o jednostkowej grubosci, to rozwazania po-
wyzsze zapiszemy w nastepujacy sposob:

F{5) = -+ ne?

F(10) = -p K5) + Y.CL5) - Y(10)

i tak dalej.
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Tak przedstawione cis$nienie jednorodne przez zespét sit poziomych przydo-
zonych w odpowiednich punktach wezdowych jest wazne w przypadku dostatecz-
nie zageszczonej siatki na Sciance rozpatrywanego modelu. Zageszczenie to
wynika z zadanej doktadnosci jaka chcemy uzyskac.

Zakonczenie

Metoda "elementéw skonczonych' poprzez mozliwo$¢ szerokiego zastosowa-
nia przy wykorzystaniu matematycznych maszyn cyfrowych pozwala na szybkie
przyblizenie licznych probleméw z"mechaniki gérotworu. Mozna za jej pomo-
ca analizowa¢ os$rodki sprezyste o charakterze izotropowym badZz anizotro-
powym, w jedno, dwu i tréjosiowym stanie napiecia.

W mechanice gérotworu dotyczy to:

1. OkresSlenia naprezen i odksztatcen wokét wyrobisk goérniczych o dowolnym
ksztatcie.

2. Okreslenie naprezen i odksztatcen wokéd wyrobisk goérniczych w gérotwo-
rze skotwionym.

3. Okres$lenie naprezen w resztkach poktadéw i Ffilarach.
Badan laboratoryjnych prébek cylindrycznych badz prostopadtosclennych
poddanych cisnieniu.

5. Okreslenia wymaganej charakterystyki obudowy goérniczej itd.

Trzy czym nie sa to oczywiscie jej ostateczne zastosowania.Postugujac sie

ta metoda mozna bada¢ i analizowa¢ bardziej ztozone programy, np.: lepko-
sprezyste, sprezysto-plastyczne oraz inne.
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CIIOCOE hC110JIL303AHhti METOfIA KOHE9HLK OJIEMEHTOB
B BOIIPOCAX riOJISELHOrO CTPOMTEBLCTBA LAXT

Pe3» me

llpej;cTaB~eHH TeopeTzuecKze ochobh MeTo.ua KOHeuHHX sjieMeHTOB b npzMeHe-

HIJW K cpe~e KOHTHHyyU™*

llosaH cnocodé onpejejieHHH MaTpnuhi ynpyrocTM b npoOneMe mockoh ynpyroc-
tk Ha npnuepe saeMeHTa TpeyrolJiBHoii <*>opMti, a Tasste b npodéaeMe UMUHXpn'iec-
KOH CHMMeTpHH, B KOTOpOH npMHHTO 3JiexeHT IIpHMOyrOJIbHOH $OpMH C yCXOBHOIl
yrlioBok TOJiiiiHHoii A 0

B CTaTte yKasaHH bo3Mojkhocth npHMeHeHHH MeTO.ua «jih peraeHza npodlieM no

MexaHHKe ropHux nopoju

THE WAY USING FINITE ELEMENTS METHOD
IN UNDEKGROUND BUILDING OF COAL MINES

Summary

Theoretical foundations in the paper of finite element method Appered
to the continuens midium have been presented et way of Tleterminty rigidi-
ty matrix in the problem of plane elasticity and in the problem of cylin-
drical symmetry in which the element with a rectangular shape and the an-
gular thicknes A 6 was accepted has been given.

In the paper a possibility of this method application in solution of
problems connected with the rocks mechanics has been shown.



