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ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTOW SKONCZONYCH
DO ROZWIAZYWANIA NIEKTORYCH PROBLEMOW
W MECHANICE GOROTWORU

Streszczenie. Zwrécono uwage na mozliwosci wykorzystania metody elemen-
tow skonczonych do rozwigzywania probleméw dotyczacych mechaniki skak.

W opracowaniu podano teoretyczne podstawy metody oraz sposob wyznacza-
nia i obliczania macierzy sztywnosci w zastosowaniu do zagadnienia spre-
zystosci phaskiej.

Wstep

n mecnanice gorotworu zagadnienie deformacji skat i odksztakcen bydo i
nadal jest jednym z najbardziej nurtujacych nauke probleméw z punktu wi-
dzenia analitycznego opisania tych zjawisk na podstawie znajomosci, kto-
rych opracowuje sie profilaktyke opanowania i1 minimalizacji ich szkodli-
wych wpkywow.

W Sslad za rozwojem nauki i techniki gorniczej opracowano szereg metod
mniej lub wiecej skomplikowanych, pozwalajacych na rozwigzywanie tego ty-
pu probleméw.

Niniejszy artykut traktujacy o mozliwosci wykorzystania metody elemen-
tow skonczonych do przyblizonego wyznaczania i rozwigzywania deformacji w
osrodku cigghym zostat opracowany przy wykorzystaniu prac zamieszczonych
w spisie literatury.

Przyblizenie rozwigzania wynika z przyjetego schematu dla rozpatrywa-
nego osrodka z#ozonego z elementdéw indywidualnych zwigzanych miedzy sobag
w sposob mniej lub wiecej zkozony, a stanowigcych pewng ciggtos¢ materii.

Rozwigzanie rownan pochodnych czastkowych jest zastgpione przez taki
ukfad liniowy, ktérego niewiadomymi sa sity przytozone w wezdach siatki od-
wzorywujacej materie. W tresci rozpatrywanego zagadnienia przedstawia sie
dwie metody odwzorowania osrodka ciagkego:

- metoda réznic skoniczonych,
- metoda elementéw skoriczonych.

Pierwsza z nich stosuje sie dla modeli sprezystych w uktadzie pkaskim
lub przestrzennym.



86 St. Chwata, Z. Kurezabinski. R. Gawronski

Warunkiem korzystania z tej metody jest =zatozenie siatki o sta-
4ej podziatce na caktym obszarze rozpatrywanego modelu osrodka ciagtego.

Druga metoda - metoda elementéw skoniczonych jest bardziej wszechstron-
na i bardziej ogdélna, lecz zastosowanie jej wymaga wiekszej uwagi w toku
realizacji. Elementy siatki w tej metodzie mogg mie¢ dowolne ksztatty o-
raz dowolne wymiary. Metoda ta wymaga jednak ddugiego obliczania wstepne-
go tzw. macierzy sztywnosci ukdadu.

1. iJacierz sztywnosci ukdadu

Rozpatrzmy dowolny uk#ad zdozony z pewnej skonczonej liczby elementéw
"'zwigzanych"™ miedzy soba pewng liczba punktéw wezdowych (1 Lo .J.K---N)
przy czym liczba U wezd6w jest rozng od liczby elementéw, ktére tworzg
siec.

Zak6zmy w tych N .wezkach ukdad sit
zewnetrznych F2"*ph’\ rysunek 1
w ten sposob, aby ukdad byt w réwno-
wadze, a zatem uktad sit zewnetrznych
statycznie wyznaczalny.

W my$Sl takiego zatozenia na dowol-
ny wezet nQi bedzie dziatata pewna
liczba,sit+ o wypadkowej < réwnej zero
(2 h = 0) powodujgca jego przemie-
szczenie O pewng wielkos¢ skalarng jT.

Sity fi okreslane beda przez:

- sity ", sidy wewnetrzne (struktu-
ralne) zdolne do wigzania poszczegol-
Rys. 1 nych wezéw,
- sity zewnetrzne IV.

Z powyzszego wynika,ze

2 N = EFJ + F+.. - (D)

Poddajmy powyzszy uktad™dziataniu zewnetrznych sit i przeprowadzmy je-

go analize. - - .
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Sity zewnetrzne zapiszemy w postaci macierzy jednokolumnowej (U, 1)
mianowicie:

element nf£ tej macierzy przedstawia¢ bedzie réowniez macierz kolumnowg

Pk =

R g %

o trzech elementach skkadowych dla osi oy, oyx o7

Pod wptywem dziatania sit zewnetrznych P ukkad ulegnie deformacji:
jego deformacja bedzie znana, gdy znane beda przemieszczenia W, Ug. ..Uij,
ktére zapisywaC bedziemy przy pomocy macierzy kolumnowej

pX

py
pz

Aby nie poszerzaé zapisu, wyrazenie trzech skkadowych przemieszczen do-
wolnego wezta n°p zapisujemy krotko Up.

Z powyzszego wynikaja dwa problemy:

1) ustalenie funkcja fU, P/ =0, -

2) rozwigzanie w ukfadzie okreslajagcym przemieszczeniu U, funkcji
fU, P) = 0.

2., Zaleznosci miedzy macierzami U i1 F

Jezeli nie zatozymy hipotezy omcharakterze elementéw sieci, funkcja

fU, P) = 0 moze by¢ wyznaczona a*priori dowolnie w ten jednak sposob
aby w kazdym wezle suma sit nan dziatajacych byda réwna zero.
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Zastosujmy celem blizszego poznania zagadnienia zasade superpozycji
(przypadek szczegélny)" 1 przeprowadzmy nastepujace rozumowanie:

jezeli pod wpbkywem sidy F i F” sieC przyjmie dwa stany deformacji U i
05 to pod wptywem dziatania sity (P + £) deformacja elementu geometrycz-
nego sieci okresSlona bedzie przez (U + U te samg wkasciwos¢ mozemy za-
pisa¢ inaczej, mianowicie:

jezeli w macierzy K wspodczynniki zalezg jedynie od struktury rozpa-
trywanego elementu sieci poddanego dziataniu ait zewnetrznych to istnie-
je zaleznos¢

P-K .U ©)
Macierz K jest o rozmiarach H x H elementow, przy czym element KiJ

jest sam w sobie macierza zdozong I x3 wierszy i1 kolumn.
Dla przyktadu

N " Klx v klz v

Fi - v -Di. -z kly kix klz * Uiy
I_I -i“l

k3x k3y k3 U Y

Ostatni czdon powyzszego zapisu jest rozwinieciem zapisu skroconego F-
- K- U lub PjJ =2 Kji =UI*

Macierz K nazwiemy macierza sztywnosci ukdadu. ZnajomoS¢ tej macie-
rzy pozwala teoretycznie rozwigzac¢ wszystkie problemy deformacji pod wa-
runkiem dokonania pewnych zatozen mianowicie:

- jezeli zatozymy przemieszczenia U w N wezdach siatki, to mozemy znich
bezposrednio wnioskowa¢ o wartosci pola sidy P, ktére nalezy przetozyc,
aby otrzyma¢ zaleznos¢ F « K U,

- jezeli zatozymy P wnioskujemy U =z zaleznosci U = K_l - P,

- jezeli zatozymy przemieszczenia dla r wezkow oraz sidy przytozone w
(H - r) wezktach (przypadek najczestszy w praktyce) relacja P -K U,spro-
wadza sie do relacji zapisu uktadu liniowego o Il réwnan dla H nie-
wiadomych: r - sit i N - r przemieszczen.

3. Wkasnosci podstawowe macierzy sztywnosci K

Macierz K posiada te wkasnos¢, ze jest zawsze symetryczna i na ogét
pusta (mato aktywna), rzadka.
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Zanim wykazemy, ze macierz K jest symetryczna zwrOcimy uwage na
wiersz a ukbadu F =K . U

m

Dla okreslonego "J" ist-
niejg dwa typy wezkéw,te kto-
re przylegaja bezposrednio
do "j”" i te ktére do wezka
"J" nie przylegaja.

Z rys. 2 wida¢, ze wezhy
i, n, tiq przylegajg do
"j""»natomiast r, k, p i m do
wezda "J" nie przylegaja.

Zak¥adajac, ze F* = 0 wtedy u, + sz U2 + cee ¥ Kji Ui +

+ Kjk * Uk + Kjl + UL + kjg Y9 % Kip = Yp T K5j o

+ K}N * N a wiec uktad jest w rownowadze.

Poszczeg6lne wyrazy powyzszej sumy mozna okresli¢ jako udziat wszyst-
kich weztd6w sieci na wezet j.

Rozpatrzmy dla przykkadu przemieszczenia pozorne pomijajac wszystkie
pozostate wezty oprocz wezda n p.

Jest oczywiste, ze przemieszczenie w wezle p nie naruszy potozenia
wezda Jj. Nalezatoby jednak zatozy¢, ze pod dziataniem sidy F i F" prze-

mieszczenie U. U. 0 z tego wynika, ze U_ Un . uq, i Un tez be-
dg rowne zero, czyli nie beda poddane wptywom si+ zewnetrznych. Inaczej
mowiac Kip * udp 0, lecz Up * pocigga to za sobg, ze KjP =0.

W wierszu n? roéwnania K jedynie nie zerowe wyrazy,to Kjn, K/,

i K"J sa to wyrazy, ktérych drugi indeks odpowiada weztom sasiadujgcym
z weztem n°j.

Macierz sztywnosci jest wiec na ogét mato aktywna, pusta, lecz w swym
uktadzie symetryczna.

Przyjrzyjmy sie blizej tej whkasnosci i wykazmy ja: w tym celu rozpa-
trzymy dwa uktady sit zewnetrznych .F i F.

Obydwa ukdady bedg miaty taki charakter, ze wszystkie odksztatcenia be-
da réwne zero, przy czym w pierwszym tylko Uif a w drugim Uj bedg réz-
ne od zera (U*0 i Uj $0).

Zastosujmy dalej zasade wzajemnosci pracy pochodzacej od dwoch ukdadéw
sik: F i1 F2

Wedtug takiej relacji praca pochodzaca od uogélnionej sidty F na odpo-
wiadajacym jej uogélnionym przemieszczeniu pochodzacym od sidy F’ réwna
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jest pracy sity P4 na odpowiadajacym jej uogdlnionym przemieszczeniu po-
chodzacym od sity P, ,awiec

‘(KN Uide . Uy = (Kx. . . U+. k#adac, ze Uz = , Wtedy

Ui* {KI i -Kijd* Ui “°- }

a wiec dla dowolnego Ui’ KJ. = KiJ’ co wskazuje na to, ze K jest syme-
tryczna.

3.1. Przyk#ad obliczenia macierzy sztywnosci K

Do obliczen macierzy K przyjmiemy pkaski system siatkowy o oczkach
kwadratowych o boku a (rys. 3), ztozony z dowolnej ilosci jednakowych po-
wierzchni utozonych obok siebie 1 zwig-
zanych miedzy sobg na wzér sieci struk-
turalnej sprezystego modelu.
Oczko A B C D skkada¢ sie bedzie
z czterech pretéow o dtugosci "a" uto-
zonych w kwadrat oraz dwoch pretow uto-
zonych po przekatnych AC i1 BD zapewnia-
Jacych spéjnosé elementu.
Jezeli oznaczymy boki kwadratu AB,
BC, CD i DA przez A2, przekatna kwadra-
tu przez AN Oraz modut sprezystosci
pretéw przez E i zatozymy, ze nie istnieje tarcie.na wezdach 4+aczacych
prety, to modut sprezystosci struktury E str i wspétczynnik Poissona mozr
na okresli¢ jako funkcje El a, Ag i AN
= Pomijajac wyprowadzenie tego rachunku napiszemy: -

ETA,
oraz E str =ir (8)

Niech P bedzie macierzg sit zewnetrznych przytozonych w N wezkach
esiatki i U macierza kolumnowa przemieszczen tych wezddéw zadaniem bedzie
znalez¢ macierz .sztywnosci K ukkadu okreslonego wzorem P = K . U.

Dla Scistosci podaje sie, ze wezly zawsze opisujemy w przyjetej kolej-
nosci wspotczynnikéw macierzy weddug przyjetych osi, rys. 4.

Osie wspotrzednych sg rownolegte do boku kwadratu.
Elementy P.ij Uj macierzy P i U beda miaty postac

[Fijxl [Ui{'xl -
Pij = Uij =
Pijyd Wi3yd

©®
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natomiast element macierzy K

kmn = KL KW Aah
Lk2x

3.1.1. Réwnowagaw wezle (i j)

Umiesémy w strukturze siatki punkt (i, j) i zapiszmy,ze suma sit przy-
+ozonych w tym punkcie réwna sie zero. Pod wpdywem sit+ F struktura uleg-
nie deformacji i zdeformuje sie w sasiedztwie wezta (i, j”~-Deformacja be-
dzie przebiega¢ tak jak na rys. 5, linie przerywane.
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Osiem pretow zbieznych w wezle jest poddane dziataniu sit podtuznych,
ktore réownowaza Pij, side zewnetrzng przydozong w wezle (i, ja. )

Chodzi o to aby w pierwszym etapie oceni¢ zmiany ddugosci SL J da czte-
rech przekgtnych i czterech bokéw w wezle (i, j). Nalezy podkresli¢, ze
konce przekatnych i bokéw ulegaja wphywowi dowolnych wzglednie makych od-
ksztakcen.

Istnieje jednak pewna trudnosS¢ w orientacji rozpatrywanej piaszczyzny
(rys. 6). Otéz jezeli unieruchomimy punkt A zakdadamy, ze w punkcie B i
C wystgpig nieznaczne odksztatcenia dB = dC, jednak zmiany AB i AC nie
bedg tej samej dhugosci, wartosci tych wydduzen zaleze¢ beda od numeru
rozpatrywanego segmentu.

Niech , Y2, i YA bedg miarami algebraicznymi sit, ktéorych czte-
ry boki wychodza z wezda (ij) oddziakywujac na wezek, np.j
jezeli pret (i,j)---(i,J + oraz (i,j)---Ci,j - 1) jest rozciggany,wte-
dy 170 a x3<o

Jezeli U(i,jJd i1 V(ij) nazwiemy skktadowymi przemieszczenia wezda (ij),
wtedy

xl = LCin + 1*-
11)

X2 - — ~ [v@i - 1,3) - v(i,ji]
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E*
X3 = S [uG.j - 1) - u@.nl
(11)
gtA
*4 = — jp v + 1,j - V(i,j)] -

Przypadek przekatnych

Niech D}X DIy D,(:X Dzy beda skfadowymi sit+ wewnetrznych (dla przekat-

nych , b2, i D4) dziatajacych na wezet (ij) wtedy

E°A_ A L o
X 1y i [u@-1,g+i; + v@-i,J+ij - u(ijj - v(@.jil
giA
D2x =_D2x = “~T [v(i-1,j-1) - UGi-1,§-1) + UGi.j) - V(i.i]
(12)
E*A
- d3x = -D3y = —-J_[-u@i+ltj-1) - v@+l,j-D + UG-j) + V@i.p]
E*
Dax =-1)4y = [uGi+1,j+ li- VG+1,j+D) - U@ L)+ V(,j)Jd-
Warunek réwnowagi mozna wiec napisa¢ w nastepujacy sposobs
X1l + x3 + DIx + D2x + D3x + Ddx + Pijx = 0
3)

Y2 + Y4 + D1y + D2y + D3y + Ddy + Pijy = °*

Te dwa réwnania skalarne mozna napisa¢ jednym réwnaniem w formie macie-
rzy

° 1
i JHKi-l,j-l) + (i+1,j+|)i N i-j,j) + (i+i,])1

Lo g
LT 4y (e li-na, o 1Gd-D + (e
L
1 0
_3 @D = - AL s

0 1 e’a
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w ktorym indeks (i,j) przyporzadkowany jest skdadowym przemieszczen U(i,jj
i V(i,ji, przy czym

bedzie mie¢ wymiar ddugosci, natomiast

=X e gdzie X - oznacza wspotczynnik krotnosci réwny moduto-
wi  E . struktury.

3.1.2. Réwnowaga w punktach granicznych

Poprzednio przedstawiona relacja rownowagi jest wazna dla wszystkich
punktéw wewnetrznych, lecz nie dla tych, ktére leza na jej granicach.

W ariant /

triariant 2

Uktad A

\W ariant 5

W ariant 4

Uktad B Uktad C

Rys. 7
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Niech (iji bedzie oznaczato zawsze wezet graniczny, w ktorym zatozymy
relacje rownowagi .

Istnieja trzy mozliwe uktady zapisane w (A), (B) i (C), rys. 7, przy
czym kazdy z nich mozna rozpatrze¢ w czterech wariantach.

Kazdemu z tych dwunastu wariantow odpowiada wariant podstawowej relacji
rownowagi, ktorej znajomos¢ pozwala skonstruowa¢ macierz sztywnosci (K)
dla oczek o dowolnych ksztaktach geometrycznych.

Przy ustalaniu tych dwunastu "peryferyjnych” wzoréw nalezy pamietac,ze
iloS¢ pretow ograniczajaca model jest zmniejszona do polkowy.

3.4. Tworzenie macierzy sztywnosci (K)

Zapiszmy najpierw 13 poprzednich zaleznosci w formie ogélnej
A(i-1,j-1) + B(i-1,J) + C(i-1,j+1) + D(i,j-1) + E(i,j) + P(i,j+1]+

+HGH) (=1) + 1+ ,j) + L@Gi+1,j+1i + K Pij =0, ¢1))

gdzie

A, B, C....... L sa macierzami z 2 x 2 wierszy i1 kolumn.

Nastepnie postawmy pytanie?

Jak skonstruowa¢ wiersz n°i macierzy K?

Wiersz n°i odpowiada wezdowi n°i struktury i skkada sie:

1) z permutacji dziewieciu macierzy A B...L potozonych w polach (i,kK),
dla ktérych "i" oraz "k sg dwomawezkami sgsiednimi,

2) z macierzy zerowych potozonychw polach (i,j),dla ktérych "i‘'oraz

"J"" sg dwoma wezdami nie sgsiadujgcymi.

Skonstruowanie zatem macierzy K nawet dla duzego M przy uzyciu ma-
szyny matematycznej nie powinno przedstawia¢ wiekszych trudnosci .

Majac wyznaczong macierz sztywnosci K ukdad liniowy F =K . U roz-
wigzujemy przy pomocy jednej z metod iteracji (np. Gauss-Seidel).

4. Metoda elementdéw skoriczonych z zastosowaniem do zagadnienia
sprezystosci plaskiej

Metoda elementédw skoriczonych, odrdznia sie od metody roéznic skonczonych
dwiema nastepujacymi cechami:

1. Podstawowy element w miejsce formy kwadratu o boku "a" jest elemen-
tem o formie i wymiarach dowolnych (rys. 8). Na ogét jest to trojkat} dwa
elementy struktury moga mie¢ rdozne wymiaily.

2. Kazdy element jest niezalezny 1 moze posiada¢ dowolne charakterysty-
ki mechaniczne (E, rézne od charakterystyk sasiednich.
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Tak jak w przypadku ukdadéw siatkowych nalezy rozwigza¢ ukdad w formie
F = K . U. Obliczenie macierzy sztywnosci w tym przypadku jest bardziej
zhozone.

Dla przykdtadu postuzymy sie strukturg zdozong z zespotow wielu tréj-
katnych plytek ''spietych™ miedzy sobg u ich wierzchotkéw (rys. 9).

Poddajmy wezdy dziataniu si+ P. Na skutek dziatania tych sit struk-
tura ulegnie deformacji:

I Boki dwoéch trojka -
tow sasiednich i,jfk oraz
i,j,I moga sie zachowy-
wa¢ niezaleznie jeden od
drugiego (rys. 10), moze
nastgpi¢ rowniez ich na-
tozenie wzdbtuz AB w tej
samej plaszczyznie wystag-
pic¢"pustka", znaczy to, ze
ciggtos¢ osrodka nie be-
dzie zachowana.

W sgsiedztwie wierzchok-
kéw bedzie miata miejsce
koncentracja naprezen,przy
czym rozkdad naprezen be-
dzie inny niz w osrodku

ciaghym.
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Zespolenie poszczegdlnych elementéw struktury w catosci w formie ''spie-
cia”, okazuje sie niewkasciwe, daje niewktasciwe przyblizenie osrodka cig-
glego. Doktadniejszg charakterystyke osrodka mozna uzyska¢ redukujgc suk-
cesywnie rozmiary trojkatow.

Wyobrazmy sobie dodatkowo, ze oprécz
sity P przytozonej do H wez#ow (1,2...
Hi przytozymy sidy roztozone na bokach
trojkatow (rys. 11 .

Dodanie roztozonych si+ ma na celus

1) zapewnié ciagtosé osrodka w przy-
padku, gdy odcinek ij pozostaje odcin-
kiem prostym nawet po deformacji,

2i odciazy¢ wezby ij--..

Z powyzszego wynikatoby, ze tak pomys-
lane 1 zrealizowane przyblizenie osrodka
ciggtego jest bardziej stuszne niz w
przypadku pierwszym ''spinania’ poszcze-
g6Inych elementow w catosc.

Dodanie roz#ozonych sit oznacza, ze zakkadamy odksztalcenia jednorodne
dla kazdego trojkata, tzn. takie w ktorych wektor odksztaktcen jest staty
na calym obszarze trojkata (pocigga to, ze wektor naprezen jest roéwniez
staty).

Odcinek prosty PQ w trdjkacie 1ijk przeksztatci sie w odcinek P*qj
odcinek prosty w tréjkacie zdeformowanym.

Uwaga

- Wektory naprezen 6Q i 6~ dwoch sgsiednich elementow 9 i nie sg row-
ne; istnieje wiec nieciggtos¢ naprezen wzdbuz i, j.

- Sidy roztozone nie maja charakteru naturalnego wiec nie bedziemy dalej
ich rozwaza¢, zajmiemy sie sidami skupionymi w wezdach i, Jj, k...

4.1. Tworzenie macierzy sztywnosci

1) Wspotrzedne uogélnienie elementu 9 struktury

Jezeli wektor odksztakcen 85 jest statly w elemencie n°9 znaczy, ze
i oraz. " i sg state dla catego punktu M nalezgacego do 9

(U 1 V oznaczajg skkadowe przemieszczenia p. M), tzn., ze UM i W mozna
zapisaC¢ w formie liniowej w ukdadzie wspodrzednych x,y.
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Wspétczynniki réwnann Al 1 B sa state dla okreslonego elementu i dok-
+adnie charakteryzujg jego deformacje.

Przez Ag oznacza¢ bedziemy macierz kolumnowa z#ozong ze wspodczynni-
kéw elementéw n°9

an
Powyzsze réwnania UM i VM mozna zapisa¢ w formie macierzy
Ixy 000
, gdzie UM = X Am (8)
000 1Ixy
4.2. Sztywnos¢ elementarna k elementu n°
Sztywnos¢ k okreslona jest réownoscig
Ui
3 K uj (9
— Uk
gdzie
K
%n mentu 9 ,
vy fkC oznaczaja sidy zewnetrzne przytozone w tych wierzchotkach,
K9 - jest macierza z#ozong z 3 x 3 elementéw, przy czym kazdy
element jest sam w sobie macierza o 2 x 2 wierszach i ko-
lumnach.

Bezposredni rachunek k jest narazie niemozliwy, gdyz nie posiadamy
informacji w zakresie charakteru sity T*. Wykorzystujac jednak twierdze-
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nie o pracach przygotowanych®"do wywotania defonnacji przygotowanej elemen-
tu n°a potrafimy rachunek taki przeprowadzic.

Przypomnijmy, ze przemieszczenie punktu M okreslone jest réwnaniem
UM = xuA* WyprowadZzmy macierz kolumnowa przemieszczen wierzchotkéw i, j.k
elementu d

Ry 1 Xy y; 0 00 Ao
vi 0 0 0 1 ,jyj Al
0 0 0
ud b vi A2 (20
Vi 0 oo 1 X3 vd Bo
uk L oskvk 000 B1
vk 0 0 0 1 vy B2
gdzie
U-Xg . Ag.
Wprowadzimy wektor odksztatcen
au
& sx=m = Al
jed ai = 1
6y - gdzies gy -3 al Al
. au
&y $Xy:5’7 =8¥—ﬂ2+8'

i zastgpmy dalej operator rézniczkowy 0 przez operator algebraiczny sta-
+y B.
010000

000001
0010 10 22;

gdzie
B . \/ (23]

Operator algebraiczny B jest niezalezny od rozpatrywanego elementu nii .
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Wprowadzmy wektor naprezen

(24)

oraz modut sprezystosci T wigzacy 6 i1 g , gdzie
CT- T xS.
Przyktad
Dla deformacji plaskiej - modut sprezystosci T elementu mozna zapisaC w
nastepujacej formie:
~X + 2jt X 0
T - X + 0o , (25)
Al 0 R

mowa¢ rézne wartosci. Ostatecznie wielkoS¢ naprezen w rozpatrywanym ele-
mencie mozna wyznaczy¢ ze wzoru

6q - Thig - T(B AQ) - TB . Ag. (26)

Korzystajac z twierdzenia o pracach przygotowanych przesledzmy w badanym
elemencie przemieszczenia wirtualne poczynajac od pewnego etanu zdeformo-
wanego, scharakteryzowanego przez 66 i 6%.

Przemieszczenia te okresla macierz

@n

oraz
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Zmiana energii potencjalnej odksztatkcenia w wirtualnym (przygotowanym) prze-
mieszczeniu wyniesie

dW - Sgfdgg)” 29

gdzie
S - oznacza powierzchnie trojkata n°d,
t - oznacza transponowanie.

Rozpisujac odpowiednio wzér na d W otrzymamy

aw % (dbx, dSyF <Ixy) oL (30)
xy

Zapiszmy, ze zmiana energii sprezystosci dW jest rowna pracy dw £ sit
fj fk na drodze przemieszczen d Uif duU»~, dUt wierzchotkéow i j k,

czyli
awf - . duk + F, + du. + fk . dUk , (30)
gdzie
ix
fiy
X (E1D)
iy
Tkx
oraz dWF = dO f, poniewaz Uu = XY
du = XdA
du d AtXt
ostatecznie
dWwf » d AF Xt F. (32

Zapisujac, ze dW « dWft (nha podstawie twierdzenia o pracach przygoto-
wanych) oraz, ze S(d8)t m d At Xt f, gdy dcl « A* B i dokonujac odpo-
wiednich podstawien ostrzymamy

d Ak s B* - d A* X* f. (33)
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Poniewaz @&A w réwnosci (33) moze by¢ dowolne wynika stad, ze
SbVv =Xt f,

gdzie

= sodyl 8

poniewaz 6 = Tg = T(BA) i A = X-1 U zatem g= TB X-1 U, a wiec ostatecz-
nie

f = s(xt) 1 T B) X"1] U. [€7))
Rozwazania powyzsze pozwalajg na zdefiniowanie w formie macierzy sztywno-

sci k elementu Q .
Kkadac, ze f = kg . U otrzymujemy

kg = s[(xt) 1 sl T B) X119 - (33)

Pamietajac, ze &g = powierzcnnia xrojkaxa n‘dD zapiszemy, ze

ogi vi 000

00 0 1 ;v

Lxg vy 000

00 0 1 Y

Lo vk 000

00 0 1 v

010000

B = 000001 @D

01010

oraz,ze T okreslone jest przez 6 = T _§ jak rowniez, ze k jest syme-
tryczne, poniewaz kN = kKfT™ = T).

3. Konstrukcja ogoélnej (globalnej) macierzy sztywnosci K
Na podstawie znajomosci macierzy sztywnosci K wszystkich elementéw,

ktére budujg sie¢ mozemy zbudowa¢ ogélng (globalng) macierz sztywnosci K.
Zwréémy najpierw uwage na wezet n°n  struktury rys. 12.
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Wezty beda sie dzieli¢ na dwie grupy:
ij te, ktére sasiaduja zn (i, j, 1, pi.
2) te, ktére z wezkami  nie sasiaduja (m, k...J.

Rozpatrzmy réwnanie n°n wg P = K U, a zatem
P = Knp Up * Kgp Ug + - + K U Knj' Uj * Kgp Yg -t
** + eo® Knk UK + *** + KnH UNm *

Jest oczywiste,ze wszystkie
sa zerowe oprécz q =

= i,j,l,p, tzn. dla wez#éw

sgsiadujacych z n

Kni - przedstawia side struk-
turalng.

Przeprowadzmy rachunek K

w Pia uciu rozpatrzmy sztyw-
nosci elementarne elementow
X i 00 posiadajace  wspolny
brzeg n™ oraz zatézmy, ze
wszystkie UL=0 oprocz UkFL

. ’
n n
ro. def Ué stad
= kx
f i
- B Ul
U k11 k12 k13 0
fj = kA k22 X23 0 (8]
lp k3L k32 K33y 1.
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oraz

def
fi - o Ui stad
Q. P
n k1l K12 k13 °
i - k21 k22 k23 1
f k3L k32 k33 ., °

Rozwigzujac powyzsze macierze otrzymamy

m/\* ki3
oraz
fivoo « kl2/0
a wiec
Ani 7 k13/X +  k12/to*
Element jest wiec réowny sumie dwéch elementowmacierzy

Sci dla dwoch tréjkatow majacych boki ™ wspolne.
Wykazemy teraz, ze Kn”™ m Ninl' (zasada wzajemnosci pracy i.
Rozpatrzmy przemieszczenia Ul - Ug ... - 0 opréczUn - 1 i

fn
def
£J " kA fi " k31/?y

fi

. . 0 .
fi *03 =* fi = k21/00*

(40i

sztywno-

zapiszmy

<42i

Wyprowadzmy macierz kolumnowa przemieszczali wierzchotkéw i,j,k elementu.
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Rozwigzujgac powyzsze macierze otrzymamy analogicznie jak w przypad-
ku poprzednim, ze

Kin = k31/h + k21 Av

Powyzsze rozwazania teoretyczne sa przyczynkiem do realizacji programu
problemowego na bazie metody elementéw skoriczonych przy wykorzystaniu do
rozwigzywania zagadnieh jednej z metod iteracji, ktérych dobdér gwarantuje
konwergencje i1 czas obliczen (np. metoda Gausse-Seidlaj, przez co uzysku-
je sie mozliwos¢ dokonania niezbednych obliczen na maszynie cyfrowej, o-
trzymujac w efekcie konkretne wartosci naprezen i odksztatcen w kazdym
punkcie weztowym zatozonej siatki modelu.

Podziat na trojkaty pozwala na bardziej szczegétowe rozeznanie naprezen
i odksztakcen w miejscach,gdzie gradient naprezen i odksztalcen jest wy-
soki .

W mechanice goérotworu mozna za pomocg omawianej metody analizowa¢ o-
Srodki o charakterze izotropowym i anizotropowym w jedno, dwu i tréjosio-
wym stanie napiecia.

0- - o' <A;£s&l_ﬂa’;m\&.ﬁ\/%_}§/ - ':i;,_.—b"" it-. HCRIY. =i lé
odksztatcen wokot wyrobisk gdérniczych w goérotworze skotwionym, na analize
stanu naprezen i odksztalcen w resztach pokdaddéw i filarach, cylindrycz-
nych probkach poddanych cisnieniom itp.

Stosujac rozne modyfikacje metody mozna rozszerzy¢ jej zakres na pro-
grany lepkie, lepko-sprezyste, sprezysto-plastyczne, sypkie oraz inne.

LITERATURA

1. Borecki M., Chudek M. : Mechanika Gérotworu. Gliwice - 1968.

2. Clough R.W.i The finite element method in structural mechanics chapter
7 of Stress Analysis, ed OC Zienkiewicz and G.S. Holiester,Wiley 1965.

3. gg;gel J.: Metoda elementéw skonczonych, Inzyniera Budownictwo nr 11/

4. Ping Tong and_T.H.H. Pian. s The conreregence of finite_(element method
in solring linear elastic problems Massachusetts Institute of Techno-
logy VoH. 3, 1967.

5. Rakowski G. s Metoda elementéw skorczonych w mechanice budowlni. Inzynie-
ria, Budownictwo nr 4/1971.

6. Ralston A.s Wstep do analizy numerycznej. Warszawa 1971.
7. Telega J.J. : Zastosowanie programowania liniowego do_wyznaczenia nos-

nosci gianigznej konstrukcji. Mechanika Teoretyczna i Stosowana Tom 9,
, 1971.

zeszyt

8. Walczak J.: WytrzymatosS¢ materiakéw oraz podstawy teorii sprezystosci
i plastycznosci. Tom I, 11, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe Warszawa,Kra-
kéw, 1371.

9. Zienkiewicz 0.C.: The Finite Element Method in Structural and Continuum
Mechanics. Graw.-Hill Publishing Company Limited London 1968.



106 St. Chwala, Z. Kurczabiriski, R. Gawronski

. 1PKMEHEHKE KETOFIA KOHBMHK 3JIEMEHTOB
filrt PEUIEHKh HErtOTOPHX HPOEjJIRJ 3 MELAHHKE rOPHLX 1iCFCeAl

Pedmme

B CTaTbe o6pamaeTCfl BHHMaHue Ha B03MoatHoCTK ncnoJib30BaHMH MeToaa KoHe'f
Hbix gjieueHTOB pemeHHH npofiaeu, CBHsaHHbix o MexaHKKOK ropHboc ncpos.

B CTaThe npexcTaBlieHH TeopeTKHeCKae ocHCBamifl neToaa, a Tatte cnocofi
opeAejieHHH h pacueTa MaTpmj acecTKOCTH CHOTeMbi b npMMeHeHHH k BonpocaM njio-
ckoH ynpyrocTH.

FINITE ELEMENTS METHOD APPLIED TO THE SOLUTION
OP SOME PROBLEMS IN ROCK MECHANICS

Summary

Attention has been turned to the possibilitiec of using finite elements
method in the solution of some problems concerning rock mechanics.

In the paper theoretial fundations of the method and ways of determi-
ning and calculation of rigidity matric applied to the problems of flar
elasticity were given.



