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ZAGADNIENIE WIELKOSCI CISNIENIA BOCZNEGO W POKEADZIE
O TRANSWERSALNO-1ZOTROPOWYCH CECHACH SPREZYSTOSCI

Streszczenie. W pracy przedstawiono zwigzki wyprowadzone w teorii spre-
zystosci ciata anizotropowego, ze szczegdlnym uwzglednieniem modelu cia-
+a transwersalno-izotropowego, dla ktérego podano wzér na obliczanie
cisnienia bocznego. Wykazano, ze dla dokladniejszego obliczenia wielko-
Sci cisnien bocznych niezbedna jest znajomoS¢ cech sprezystych pokta-
du, w dwéch wzajemnie prostopaddych kierunkach. Zwrécono uwage na du-
ze roznice wielkosci granicznych wspodczynnikéw przewezenia poprzeczne-
go w zaleznosci od przyjetego modelu ciata sprezystego oraz ha potrze-
e badan wielkosci stafych materiatowych w z#ozonych stanach naprezen.

1. Wstep

W pismiennictwie naukowym i technicznym dotyczacym wyznaczania wielko-
cisnien poziomych w gérotworze, rozpatruje sie tylko izotropowy model
ciata i1 korzysta konsekwentnie ze zwigzkéw waznych dla tego modelu.

Cisnienie boczne obliczone dla tych zatozen jest na ogdt tylko czesciag
cisnienia pionowego, a w granicy - przy wspokczynniku Poissona V= 0,5 -
osigga najwyzej wielkos¢ rowng cisnieniu pionowemu.

Dla modelu ciata izotropowego nie jest teoretycznie mozliwe wystgpienie
wiekszego cisnienia poziomego niz cisnienie hydrostatyczne. Takze wiel-
kos¢ wspotczynnika * nie moze przekroczy¢ utamka " -

Wobec zaobserwowanego niejednokrotnie wyciskania do wyrobisk skabszych
pok#adéw skalnych lub weglowych, charakteryzujgcych sie roéznymi cechami
sprezystosciowymi w pkaszczyznie pionowej i poziomej, mozna przypuszczac,
ze mechanizm tego zjawiska tkwi wkasnie w anizotropowych wkasnosciach po-
kdadow.

W niniejszym opracowaniu przedstawia sie podstawowe rownania teorii
sprezystosci ciata anizotropowego i doprowadza do poréwnania wzordéw na ob-
liczenie cisnienia poziomego w warstwie izotropowej, ze wzorami dla mode-
lu ciata transwersalno-izotropowego, jako najlepiej odpowiadajacego jed-
norodnej, poziomej warstwie weglowej. Woéwczas whasnosci sprezyste w plasz-
czyznie zalegania pokdtadu nie sg zréznicowane kierunkowo i cialo w ogdl-
nosci charakteryzuje sie piecioma statymi materiatowymi,tj. dwoma moduta-
mi sprezystosci (E i E~ dwoma wspotczynnikami Poissona (V i oraz mo-
dutem sprezystosci poprzecznej (Gj-

8
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W ciele izotropowym wystepuja tylko dwie state materiatowe, tj. E 1V.
Do obliczania cisnien bocznych, np. w warstwie weglowej wystarczy znac
cztery state, tj.Ej" E, V i Vy. Zwraca sie uwage na potrzebe poznania tych
wielkosci dla roznych gatunkéw wegla i skat zalegajacych w gérotworze.

2. Cisnienie poziome w izotropowej warstwie gorotworu

Zaktadajac, ze dana warstwa stanowi ciato izotropowe,odksztatcajace sie
liniowo, to stosujac metody teorii sprezystosci znajdujemy, w jednostko-
wym szeScianie (rys. 1), cisnienia boczne wywokane ciezarem jednorodnego
nadkdadu .

Naprezenia pionowe wynosza (rys. 2)

wh. @

Z prawa symetrii wynika, ze

Rys. 1. Rozkkad cisnien w jed- Rys. 2. Naprezenie pionowe
nostkowym szescianie
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Naprezenia boczne poziome znajduje aie z warunku niewystepowania  od-
ksztatcen jednostkowego szescianu pod dziakaniem sit poziomych. Otrzymuje
sie wtedy nastepujace, znane od dawna réwnanie na wielkos¢ naprezen po-
ziomych:

@I

V - wspétczynnik Poissona.

Dla V =\ jest
X=Y=2 (6>}

czyli mamy do czynienia ze zwykdym cisnieniem hydrostatycznym.

Dla ciata izotropowego niemozliwe jest wystepowanie V >»0,5,gdyz wtedy
cisnienie poziome bytoby wieksze od cisnienia pionowego, co w cieczy nie
moze mieC miejsca.

Zatozenie o jednorodnosci i izotropowosci ciala prowadzi wiec w grani-
cy dla V = 0,5 do wniosku, ze cisnienia poziome nigdy nie moga przekro-
czy¢ cisnien pionowych, a co najwyzej - jak w osrodku ptynnym - mogg osig-
ga¢ jednakowe wartosci. To przeswiadczenie, wynikajace z przyjecia do ob-
liczania cisnien najprostszego modelu ciala,tj. ciakla izotropowego  jest
tak powszechne, ze nie starano sie interpretowa¢ w inny sposob znanych zja-
wisk silnego wyciskania pokkadu 1 wystepowania miejscowego przecigzania
obudowy .

3. State sprezystosci dla ciat izotropowych
Miedzy statymi lamego X ¥¥>, modutami sprezystosci E i G, modutem réw-

nomiernego Sciskania K, wspétczynnikiem Poissona V zachodzg nastepujace
zaleznosci znane z teorii sprezystosci

E * VE
=2{l +v3’ *=(1 +v;n -2 ®
A
E
G =2 " v7 e.
K Q)

*=2X+n3’ v

1l
>

1*
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Wykorzystujac zwiazki (5) do (B) dla granicznych wartos¢ v- 0 i V
= 0,5 otrzymuje sie nastepujgce nierdéwnosci:

2G< E< 36

J E<K <oo0

le<g<]e

©
N E< Ji,<l E
0< 00
-1< V< £ =

Modut sprezystosci ciaka izotropowego Sciskanego w kierunku pionowym,
przy ograniczeniu do zera mozliwosci rozszerzania w pltaszczyznie pozio-
mej, ulega zwiekszeniu w miare wzrostu wspékczynnika Poissona, wywodane-
go wzrostem tego cisnienia wg relacji wyprowadzonej w pracy

do;

gdzie

E - modut sprezystosci dla V= 0,
ES - efektywny modut sprezystosci,

Dla V-

Wzér (101 wyjasnia zachowanie sie ciaka umieszczonego w idealnie sztyw-
nym naczyniu i poddanego jednoosiowemu Sciskaniu (rys. 3 1.

Wynika z niego, ze uplastyczniane przez cisnienie
zewnetrzne jednorodne ciato izotropowe, nie posiadajace
mozliwosci odksztakcania sie bocznego, staje sie coraz
to bardziej sztywne (mniej odksztakcalne), a jego efek-
tywny moduk sprezystosci rosnie nieograniczenie, w mia-
re wzrostu wspétczynnika Poissona do wartosci ~ .
Przedstawia to liczbowo nastepujaca tablica:

\Y 0 0,25 0,30 0,40 0,45 0,49 0,50
E
Rys. 3. Jedno- S 1,0 1,20 1,35 2,07 3,80 17,1 00
osiowe Sciska-
nie ciata

Ha rys. 4 przedstawiono te zaleznosci w sposob graficzny.
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E
Rys. 4. Zaleznosé od wspot- Rys. 5. Wpkyw wspétczynnika Pois-
czynnika Poissona sona ha zmiane —
S

Z rownania (10) mozna obliczy¢ wielkos¢ wspédczynnika N, odpowiednio
do zwiekszonego modudu sprezystosci Eg.
Wtedy otrzymuje sie

Relacje (11) w sposob graficzny przedstawia rys. 5.

Wzér (10) moze znalezé¢ réwniez zastosowanie przy obliczaniu predkosci
fali podhtuznej w osrodku sprezystym, gdyz predkos¢ fali v, przy gestosci
osrodka e wyraza sie prostg zaleznoscig

v =1 -EEj. a2)
Widoczne jest, ze predkosS¢ v jest proporcjonalna do Sredniej geome-

trycznej modudéw sprezystosci E i Eg.
Moze to dawa¢ podstawe do pomiaru Ea przy znanych v, q i E.
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4. Zwiazki sprezystosci dla ciat anizotropowych

Dla ciata jednorodnego mozna napisa¢ w ukkadzie wspotrzednych prosto-
katnych najogoélniejsze zwigzki liniowe d3aczace naprezenia i odksztakcenia.

£x " all fix + S12 fiy + al3 fiz + al4 Tyz + al5 Tzx + alé¢ Txy
£y = a2l 6x + a22 6y + a23 Gz + S24 Tyz + a25 ~zx + a26 ~xy

£z " a3lex +a32 fiy +a33 fiz+a34 Tyz +a35 Tzx +a36 Txy

(€5))
fyz = ad4l*x +a42 fiy +a43 fz+ad4d Tyz +adb Tzx +ad6 Txy

*ix= ab5l6x +ab2 6y +ab3 6z+ab4 Tyz +ab5 Tzx +ab6 Txy
"By = ablGx +a62 Gy +a63 ~z+ab4 Tyz +abb Tzx +ab6 Txy*

Sposrod 36 wspodczynnikéw a.”  stanowigcych state sprezystosci tylko 21
Jest catkowicie niezaleznych, gdyz z warunku réwnowagi zachodzi réwnosc:

aij " aji* (14>

Najogolniejsze ciato anizotropowe charakteryzuje sie wiec 21 staklymi spre-
zystosci. W ciele anizotropowym odksztalcenia zalezg rownoczesnie od na-
prezen normalnych i od naprezen stycznych.

Wprowadzajac, zamiast ogdlnych stakych sprezystosci typu a”»technicz-
ne state sprezystosci, otrzymuje sie piec¢ grup zwigzkow [2]-

1. Modudy sprezystosci podtuznej dla gddwnych osi, charakteryzujace wy-
dtuzanie lub skracanie

Ef =an eR®™Eyp 3= 33° @as,

2. Modudy sprezystosci poprzecznej, charakteryzujace zmiany katow mie-
dzy kierunkami goéwnymi

23 ass Car Tabs G127 Egg (16)

3. Wspoétczynniki Poissona
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przy czym
“ oznacza przewezenie w Kierunku y przy rozciaganiu w kierunku X,
itd.

4 . Wspotczynniki Czencowa

ayzfzx 4855 %V,xy a6y 'zx,xy  &66 @Gsi

przy czym t'yz*zx oznacza stQsunek kata zwichrzenia w plaszczyznie yz
do kata zwichrzenia w ptaszczyznie zx itd.

5. Dziewie¢ wspotczynnikow wphywéw wzajemnych

Tyzx Yyz,y a22 "yz,z as33
=hi 19;
#X "lll «zx*y - &22 zXfz a’3 9:
Byt ~ ™1 - @y A2 xyjz 33

Stata T tz OZnacza atosunek zwichrzenia w ptaszczyznie xy# do wy-
dtuzenia w kierunku osi X, charakteryzujacego naprezenia normalne wzdtuz
tej osi.

W przypadku uproszczenia modelu ciata otrzymuje sie niektére state spre-
zystosci rowne 0.

1. Cialo anizotropowe z jedng ptaszczyzng symetrii

Sx"an <x " al2 iy ¥ a13 f2 T al6 Txy

6, +

gy “al2 x Ya2 g tas *

a26 Txy

«Z “ g13 6)( + a23 "y + a33 *z + azs6 Ny

(203
Nyz “  add”Nyz + ads5 "xz
Nz = ad5*yz + abb ™xz
$xy = Sl66x + a26 °y +a36 6z + a66 Txy-

Wystepuje tu 13 statych niezaleznych.



186 Jézef Ledwon
2. Ciato ortotropowe, posiadajace trzy plaszczyzny symetrii

S

£x ~ 8l al2 gy al3 6z
s

gy al2 a22 Gy

£2 = a13 a23 iy @
= a4

U 3a55"2
S a66 Txy =

W ciele ortotropowym wystepuje wiec 9 stalych sprezystosci. Wprowadzajac
state techniczne, ukdad (20) przybierze nastepujaca postac:

K “n Gy ~ -E1 »z
fiy"-~  6x +\ Gy-i1f Gz

ez mmell - -BER 6y + 62

@2)

przy czym zachodzg zwigzki
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4. Ciato transtropowe, z osig 'z prostopadtg do ptaszczyzny izotopii
i osiami X, y lezacymi w tej plaszczyznie charakteryzuje sie nastepu-
Jacymi zwigzkami:

£x T all 6x + *12 Ny + *13 62z
B
ey al2 ex +*11 /\y + *13 iz
£z T a13ff + *13 fiy + *33 fiz
3 @)
Syz ~ *44 "yz
fzx — *44 Txz

My B 2(all “ M2AV

Liczba stakbych sprezystosci wynosi 5. Zamiast dosy¢ dhugiej nazwy: cialo
transwersalno-izotropéwe, mozna by wprowadzi¢ krotka nazwe: ciato duotro-

powe.
Ukdad (24/ zapisany za pomocag stalych technicznych ma posta¢ nastepu-

Jaca:

«xntw, -V - B z

e

xz " ogh

> 1 2(1 + T

®xy G Xy =*““T - Xy

Stakymi technicznymi sg tutaj E, E¥W, vT GV.

5. Dla ciata izotropowego state ogolne

*33 " *11

Voo- 2(*1L "t *123
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Niezaleznymi statymi technicznymi pozostajg tylko E iV , gdyz miedzy
E 1 G 1istnieje relacja

Dla liniowych zaleznosci miedzy naprezeniami i odkszatdceniami otrzymu-
je sie nastepujace zwigzki:

6x - 4 [M - V«Fy+ Gz)\

£y ipy - V(OX+62)]

«z - +[«z -+V]

Zwigzki podane w ukfadzie réwnan (27) stosowane sg powszechnie w réznych
prostszych obliczeniach technicznych, #*aczacych stany odksztatcenia ze
stanami naprezen.

5. Wspotczynniki Poissona dla ciat sprezystych

Zakkadajac, ze modut wszechstronnego Sciskania K i modut sprezysto-
&ci poprzecznej G sa wieksze od zera, otrzymuje sie, przy wykorzystaniu
réwnan (6) 1 (7) nastepujace nieréwnosci:

1-2v>0
1+Vv >0,

(28}

skad wynika, ze dla ciata izotropowego wsp&tczynnik Poissona miesci sie w
granicach

-1<V<j. (29)

Nie znamy wprawdzie materiatdéw charakteryzujgcych sie ujemnym  wspok-
czynnikiem Poissona, ale teoria sprezystosci przewiduje mozliwos¢ istnie-
nia takiego materiatu .
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W aktualnej praktyce wielkos¢ wspétczynnika bedzie wiec zawarta w gra-
nicach

(€Y

Dla ciat anizotropowych mozna poczyni¢ oczywiste zatozenie, ze przy
wszechstronnym Sciskaniu objetos¢ ciata musi malec.
Wtedy, zgodnie z wywodem podanym w pracy (1}, otrzymuje sie nastepujaca
nieréwnosc:

all + a22 + a33 + 2 S12 + 2 a23 + 2 al3> ©°* (31}

Po przeksztatceniach i przejsciu na techniczne wspodczynniki sprezystosci
otrzymujemy bardzo wazng nieréwnosc.

(€2

_Test to nieréwnos¢ spedniana dla dowolnego zorientowania prostokatnego u-
k#adu wspétrzednych.
Dla osi gkéwnych mozna wiec napisac

(33i

W ciatach anizotropowych poszczegolne wspétczynniki Poissona moga byC wjele-
sze od 0,5, byle tylko ich suma spedniata nieréwnos¢ (33).

Gdyby przyja¢ np. V2 = Vj—»0, to moze zachodzi¢ nawet nastepujace O
graniczenie

0< V < 1,5. (€

Nierownos¢ (34} daje znaczne rozszerzenie mozliwosci opisu zachowania sie
ciat rzeczywistych pod cisnieniem, na skutek duzego rozszerzenia mozliwych
zmiennosci wspétczynnika odpowiednio do zmienionych cech sprezystych cia-
+a w réznych kierunkach.

Wprowadzajac dla ciata transwersalno-izotropowego oznaczenia

otrzymuje sie z wzoru (33) relacje

V, + 2v< |,

z ktérej wynika mozliwos¢ zawarcia v’ w granicach
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6. Cisnienie poziome w warstwie weglowej

Zaktada sie, ze w phaszczyznie warstwy wegiel jest scharakteryzowany
wytrzymatosciowo modutem E’ i wspétczynnikiem Poissona v’.

W kierunku pionowym state materiatowe warstwy wynosza odpowiednio E iv.

Korzystajac ze zwigzkéw (24) otrzymuje aie na wielkosS¢ cisnien pozio-
mych nastepujace réwnanie w postaci ogolnej:

a
Ps— (30
all + al2
Wprowadzajac techniczne state sprezystosci otrzymuje sie
* -ty (37;

Réznica miedzy wspotczynnikami

jest strukturalnie znaczna i bezposrednio zalezna od stopnia anizotropii
warstwy weglowej. W granicy dla B~ »E i v~ obydwa wspétczynniki star-
Ja sie rowne, jak wkasnie by¢ powinno.

Obecnie nie dysponuje danymi o wszystkich czterech statych sprezysto-
sci dla roznych gatunkéw wegla. Niektére z nich sa, by¢ moze, podobne do
whasnosci drewna. Wtedy mozna przypuszczac¢, ze wystapig nawet Kkilkakrotne
réznice miedzy modudkami E 1 E4 i znaczne rdéznice miedzy wspokczynnikami
V 1 V*. Jednak wspétczynniki Poissona nie muszg by¢ proporcjonalne do
odpowiednich modukéw. Woéwczas cisnienie obliczone z wzoru (37) moze wyno-
si¢ liczbowo wiecej, niz cisnienie obliczone z wzoru (3), gdyz mozna sie
spodziewa¢ mniejszego zroéznicowania wspotczynnikéw Poissma niz modudéw
sprezystosci

7. Problematyka badawcza

W celu przyjeeia najprostszego modelu ciata tranwersatno-izotropowego
dla wegla lub skat wykazujacych anizotropie, niezbedne jest zbadanie réw-
noczesne przynajmniej pieciu stalych sprezystosci, tj.

dwoch modudéw sprezystosci podbuznej (E i E),

dwéch wspétczynnikéw Poissona (V iVP€,

jednego modutu sprezystosci postaciowej (GD, gdyz drugi moduk G moze

by¢ obliczony po ustaleniu E iV .
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Uzyskane state pozwolidyby na doktadniejsze i blizsze rzeczywistosci
ujecie teorii bocznego parcia, wystepujacego w pokkadach weglowych i skal-
nych.

Poza ty« dok#adniejszy model ciata sprezystego pozwala na Scislejsze
obliczenie wielkosci energii nagromadzonej w Sciskanym elemencie gorotwo-
ru, charakteryzujacym sie sprezystoscig niesymetryczng [3],co ma praktycz-
ne znaczenie w teorii tgpan.

Niezaleznym zagadnieniem jest dobdr ksztakttu probek,aby zachodzido lepr
eze podobienstwo do warunkéw i rodzaju warstwy zalegajacej w rzeczywistym
gérotworze.
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BOTIPGC BEJUIHKHK EGKOBUrO HABJIEUHFI B i1JIACTE
O TPAHCBEPCAJIbHO BUTOHHHX CBURCTBAX WIPYTOCFK

Pe3mue

B CTaTbe npejCTUBaeso 3aKOHOMepHocTn, btibejteHHbie H3 Teopim ynpyrocTH
aHH30Tpon»oro Telia, ¢ oco6hm yneTOM uo”ejiii TpaHCBepcanbHo-ynpyroro Teaa,
jaa KOToporo npe«cTaBlieHH 3aBHCnuocTH Ha MCHHCJieHue BeJutHHim aasaeHiia .flo-
Ka3aHo, hto ;hjih 6oaee tohhoto onpejejieHza bcjimhhhh doKoOoro jaBlieHna He-
oOxodhmc 3HaTh ynpyme CBOUCTsa naacTa b «Byx B3anMonepneH,anKyjiapHbix Ha-
npaBJlieHHHx. OdpameHo BHHtiaHKe Ha 6olibmne pa3HOCTn b noxynaeMux BeJWUHHax
npeflejibHHX KO Xi><i>mHeHTOB nonepeHJioro ceieHHS b saBHCuMocTH ot npyHHTolU Mo-
cean ynpyroro Teaa h Ha HeHdxojHMHCTb  HCCliejuBaHHii = BeannstH nocTOHHHhix
cbolictb MaTepaajia a cjioxhux HanpaaceHHax cocToaHHax.
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PROBLEM OP VALUE OP THE SIDE PRESSURE
IN THE SEAM WITH THE TRANSVERSAL - ISOTROPIC PROPERTIES
OP ELASTICITY

Summary

In the paper there are presented relationships educed in the theory
of elasticity of the anisotropic body and especially there is taken into
consideration the model of the transversal - isotropic body for which mo-
del the formula to computation of the side pressure is given.

There is also demonstrated that the knowledge of the elasitc properties
of a seam in two mutually perpendicular directions was necessary to ob-
tain the precise calculations of the value of the side pressure.

It is paid attention to considerable differences in the value of the
critical coefficients of narrowing in cross section subject to the assu-
med model of an elastic body and attention to the necessity of the coun-
duction of investigations on materials properties in the complex state of
tensions.



