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STEROWALN0S6 LINIOWYCH UKŁADÓW DYSKRETNYCH Z OPÓŹNIENIEM

Streszczenie. Artykuł dotyczy względnej sterowalności liniowych 
układów dyskretnych z opóźnieniem w sterowaniu. Korzystając ze zde
finiowanej macierzy sterowalności podano warunki konieczne i wystar
czające względnej sterowalności dla przypadku opóźnienia w sterowa
niu. Sformułowano także warunki konieczne i wystarczające względnej 
sterowalności dla stacjonarnych układów dyskretnych z opóźnieniem w 
sterowaniu.

1. Wstęp

Problem sterowalności układów dyskretnych był w literaturze wielokrot
nie rozpatrywany [i], [8], [9], [l°]* Podobnie, zagadnienie sterowalności 
układów ciągłych z opóźnieniem, zarówno we współrzędnych stanu, Jak i w  
sterowaniu, Jest bogato reprezentowane w literaturze [*]. [3]. [♦]. [5],
W .  O]- W niniejszej pracy podano warunki konieczne i wystarczające 
względnej sterowalności niestacjonarnych liniowych układów dyskretnych,ze 
stałym opóźnieniem w sterowaniu. Sformułowane warunki bazują na badaniu 
rzędu odpowiednio zdefiniowanej macierzy sterowalności dla rozpatrywanych 
układów. W przypadku układów stacJonarnych ze stałym opóźnieniem uzyskane 
warunki konieczne i wystarczające względnej sterowalności są analogiczne, 
Jak dla układów ciągłych ze stałym w czasie opóźnieniem w sterowaniu.

Niech będzie dany liniowy niestacjonarny dyskretny układ dynamiczny ze 
stałym opóźnieniem w sterowaniu, opisany liniowym wektorowym równaniem róż
nicowym w następującej postaci«

xlk+l) =■ A(k)x(k)’ + B(k)u(k) + c(k)u(v(k)) ktj kQ,kjj_̂  J  ( 1 )

gdzie:
A(k) - Jest macierzą nxn wymiarową,
B(k),c(k) - są macierzami nxp wymiarowymi,
x(k)eRn - Jest wektorem stanu chwilowego,
u(k)eRp - Jest wektorem sterowań

Z - zbiór liczb całkowitych.



28 Jerzy Klamka

[*„.**] = { ko>k1'"*'kli5 Sdzie ki “ k0 + d» dla 1 = O,1,2,...,N }Funkcja 
v(k) typu v: JkQ,kjj_̂ j —  Z, jest zdefiniowana wzorem:

v(k) =■ k - h, 12 )

gdzie: h jest dodatnią liczbą całkowitą, reprezentującą stałe opóźnie
nie.

Wprowadza się funkcję r(k), typu r: jv(kQ ),vlkH_1 ) J —  ^kQ»kj^j , okre
śloną następującą równością:

r(k) = k + h <3)

Wiadomo, że stan zupełny układu (1 ) w chwili k jest zdefiniowany w spo
sób następujący [*]. M *  w .  M «

Definicja 1
Zbiór z(k) = |x(k),u(v(k)),u(v(k)+1),...,u(k-1)| nazywa się stanem 

zupełnym układu (1 ) w chwili k.
Względną sterowalność układu (1 ) definiuje się następująco [6], W , [8],

[»]-

Definicja 2
Układ (1 ) jest względnie sterowalny na odcinku Qłco,lCjj], jeżeli dla do

wolnego stanu zupełnego z k̂0) i doy/olnego wektora Xjj6Rn , istnieje sek
wencja sterowań u(kQ),u(k0+1 ),... ,ulkjj_1 ), taka, że zachodzi następująca 
równość x(kjj)= Xjj.

Jednoznaczne rozwiązanie równania (1 ) z początkowym stanem zupełnym 
z(kQ) jest następującej postaci:

j=k-1
xlk) = F(k,k0)xik0 ) + F(k, j+ 1 )(B(j )u(j ) + c(j)u(v( j)))5 U)

dako

gdzie: F(k,j) jest nxn wymiarową macierzą daną równością:

F(k,j) = Ftk,j+l)A(j) =Alk-l)A(k-2)...A(j+l)A(j) dla k>j (5 ) 

F(k,k) = la

gdzie: I jest nxn wymiarową macierzą jednostkową.
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Podstawiając do równości (4 ) k = kjj, otrzymuje się relacjęi

xlkjj) = F(kjjtk0 )xlkQ) + z :  p(kN, j+1 )(b ( j )u( j ) + c(j)uMj)))
j=k0

J=kir1
= p(kn«ko )x(lco) + FCkjj, j+1 )B(j)u(j) +

¿=ko

j=v(kjj)-1

+ *^> P(kH ,r (j+1 ))c(r( j )Xi( j )• ^6)
j=v(k0 )

Zakładając, że v(kjj)>kQ, równość (6) można przedstawić w następują
cej postaci, dogodnej w dalszej części niniejszych rozważań:

d - V 1
x(kN ) = p(kN,k0 )x(kQ) + ' P(kN ,r(j+1))c(r(j))u(j) +

j“v(k0)

j=v(kjj)-1 J^lT1
+ ^ 2  P(kw ,r(j+1?)oCr(j))u(j) + ' P(kN, j+1 )B( j )u( j ) (7 )

j=k0 J“ko

Dla skrócenia zapisu wprowadza się następujące oznaczenie:

j - k 0-1
q(zlk0 ),x(kR )) = x(kH )-p(kH ,k0 )x(k0) - , P(kjj,r( j+1 ))c(r( j ))u(j )

k=v(kQ)
(8)

Wówczas równość (7 ) może być przedstawiona w następującej formie:
j=v(kN )-1

q(z(k;0 ) ,x( kN))  = P(kK,r ( j+1  ) ) c ( r ( j ) ) u ( j )  +
j-ko

J ’ v(kK)-1 j=kH-1

>  P( kH, j + D B ( j ) u ( j )  + ^>2 P i % , j + l ) B ( j ) u ( j )  ( 9 )

d=k0 d=vtkH>
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Jeżeli v(kjj)>ko , to macierz sterowalności dla układu (1 ) definiuje się 
następująco:

j=v(kH )-l
W^o.kjj) = ' {̂ P(kN,r( j+1 )/C(r( j )) + ?(kK , j+1 )b ( j )] .

J=ko

. [F(kjj,r(j+1 ))c(r(j)) + P(kN ,j+1 )B(j)]' +

j=kir1
+ "> ~ l F ik jf.'j+ D B ijjB 'ijJp tk jj.j+ l)

j=vlkK )-1
h o )

Symbol' oznacza transpozycję macierzy.

2. Warunki konieczne i wystarczające względnej sterowalności

W niniejszym paragrafie zakłada się, że spełniona jest nierówność:

Korzystając ze zdefiniowanej równością (10) macierzy sterowalności,moż
na dla układu (1 ) podać następujący warunek konieczny i wystarczający 
względnej sterowalności na odcinku £k0,kHJi

Twierdzenie 1
Układ (i) jest względnie sterowalny na odcinku [k0ł’̂i{J wtedy i tylko 

wtedy, gdy:

rząd Wlk0,kjj) = n. (11 )

Dowód
Warunek wystarczający; Niech będzie dowolnym stanem zupełnym,

a xK dowolnym wektorem w przestrzeni R0. Sterowanie:

ulj) =■
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przeprowadza układ ("|) z początkowego etanu zupełnego ztkQ), do x-̂T. Łatwo 
można to sprawdzić, podstawiając (12) do (7) i wykorzystując relacje (8), 
l9) oraz (lO). Ponieważ z(k ) oraz x̂ r zostały wybrane dowolnie, więc 
zgodnie z definicją 2 układ (1 ) jest względnie sterowalny na odcinku
[ko'kN]'

Warunek konieczny; Dowód nie wprost. Załóżmy, że układ (1 ) jest względ
nie sterowalny na odcinku [k0»kj]-J, lecz rząd W(k0,kjj)<n. Wówczas istnie
je niezerowy wektor ge R11, taki, że zachodzi równość:

< g , w ( k o , k N ) g >  = g'w(k0, k j j ) g  = 0,  ( 1 3 )

gdzie<; j •>oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni R11.

Wykorzystując relację (10) oraz własności iloczynu skalarnego w prze
strzeni R0, po prostych przekształceniach uzyskuje się następującą rów
ność:

J = v ( V " 1 T .2
g , w l k0, k H) g >  = ĵ p(kII,r(j+l))clr(j))-i-P(k1j,j+l)B( j ) J g | |  +

J=kr

j°kN~1 ( 2
+ ||[?lkN,j+l)Blj)],g|| = 0 (14)

J=v(kK )

Na mocy równości ( 1 4 ) ,  otrzymuje się następujące relacje:

[p(kK,rlj+l))clrlj)) + FlkH,j+l)B(j)]'g = 0  dla J6 [łcQ,vtk^)-1]

[P^jj.J+^B^jjJg = 0 dla j6 [v(l%).k}j-l]

Z założenia, układ (1 ) jest względnie sterowalny na odcinku QkQ,kjjJ , 
więc wybierając z ^ 0) oraz xK , tak aby q(z(k0 ),Xjj) = g, otrzymuje się

J=v(kH )-1
q(z(k0),xK ) - g = [p(kH ,r( j+1 ))c(r( j )) + p(kH, j+1 )B( j )J u( j ) +

(15)

d=kiri
+ >  P(kH,j+l)B(j)u(j)

j=v(kw )
(1 6 )
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Uwzględniając (15) i (1 6 ), otrzymuje się następujące równości: 

j=v(kH) - 1

< g » S > =  KB ° /  ' g'[?lkH,rl j+1 ))c(r i j )) + j+1 )Bl j )ju( j ) +
j=ko

j = V 1

+ ' gPfkjj, j+1 )B(j )u(j ) = 0 (17)
j=v(kH )

Równość ("17) implikuje, że wektor g = 0, co jest sprzeczne z założe
niem. Stąd rząd w(ko,kN ) = n, co kończy dowód twierdzenia 1.

Niech P(k0,kjj) będzie nxpN wymiarową macierzą blokową postaci:

plko«klJ) = [F(% , r (V l)c(r(ko )) j P(kH. V l)B(ko,| •••

.. ¡p(k^,r(v(kE ))clr (v(kH )-1 )) + F(kH,v(kN ))B(v(kN )-1)) jp(kH ,v(kN)=1 ) .

. B(v(kjj))j...|p(kN ,kH )B(kJ,-l)j (18)

Wniosek 1
Układ (i) jest względnie sterowalny na odcinku £k0,kjjj wtedy i tylko 

wtedy, gdy zachodzi następująca relacja:

rząd p(k0,kN ) = n. (l9)

Dowód
Ponieważ w(ko,kK ) = Pi^.kjj )l/(k0,klf) 

więc
rząd w(k0,kjj) = rząd P(k0,kN )

Stąd na mocy twierdzenia 1 układ (i) jest względnie sterowalny na odcinku 
[ko»kN] * wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi relacja (19).

W dalszej części rozważań niniejszego paragrafu zakłada się, że macie
rze A^k) są nieosobliwe dla k > k Q. Nieosobliwość macierzy sterowalno-
ści w(kQ,kjj) zależy w sposób, istotny od N. Jeżeli wymiar sterowania p
jest mniejszy lub równy wymiarowi wektora stanu n, to warunkiem koniecz
nym nieosobliwości w(k0,kjg) jest, aby Wprowadza się następu
jącą definicję:
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Definic.la 3
Indeksem sterowalności względnej w chwili kQ, nazywa się najmniejszą 

liczbę naturalną s(k0), taką, że zachodzą relacje:

rząd W(k0,k8(k oraz rząd wik^k^^ j) = n (20)

Wniosek 2
Jeżeli macierze A(k^ ) są nieosobliwe dla j>s(kQ ), to układ (i) jest 

względnie sterowalny na dowolnym odcinku [k0,kj .

Dowód
Y/ykorzystując zależności (5 ) oraz (1 0 ), po prostych przekształceniach, 

otrzymuje się następującą równość:

+ ' [ A k̂q(k +

* Ałka(k J+i >— A(j+1 >B ij >]

Ponieważ macierz Q^ks(k )̂Q'(ks j) jest nieujemnie określona, więc ma
cierz W(k0,kg(k )+i) jest dodatnio określona, co kończy dowód.

3. Względna sterowalność układów stacjonarnych

Hiech będzie dany liniowy stacjonarny dyskretny układ dynamiczny ze sta
łym opóźnieniem w sterowaniu, opisany liniowym wektorowym równaniem różni
cowym następującej postaci:

x(k+l) = Ax(k) + Bu(k) + Cu(v(k)) k£[o N-l] 2̂1^
Występujące w równaniu (21) wielkości zostały zdefiniowane w paragrafie 1. 
Korzystając z rezultatów uzyskanych w paragrafie 2, można sformułować na
stępujące warunki konieczne i wystarczające względnej sterowalności ukła
du (21) na odcinku [o ,n J .
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Twierdzenie 2
Jeżeli N>h, to układ (21 ) jest względnie sterowalny na odcinku [0,N]- 

wtedy i tylko wtedy, gdy:

Dowód
Ponieważ macierz A jest niezależna od k, więc na podstawie relacji

(5 ) zachodzi następująca równośó:

P(k,j) = Ak~i dla k > j (23)

Na mocy (2 ) oraz (3) otrzymuje się następujące zależności:

v(N) = N-h, f(0) » h (24)

Wykorzystując relacje (18), (23) oraz (24? otrzymuje się:

P(0,N) = rAN“1Bł-AH"1“hci... !AhB+C',Ah_1Bi... ¡ABIbI (25)
L i i  1 1 1 1 J

Stąd na mocy wniosku 1 układ (21) jest względnie sterowalny na odcinku 
[ o , N ]  wtedy i tylko wtedy gdy zachodzi relacja (22).

Wniosek 3
Jeżeli N^ h, to układ (21) jest względnie sterowalny na odcinku £o ,n ]

wtedy i tylko wtedy gdy:

rząd ^AN-1BjAN_2B|... !ab|bJ = n (2 6 )

Dowód
Jeżeli N^h, to na mocy relacji (9 ), otrzymuje się:

J-N-1
q(z(0),x(N)) =* • AN_1_;)Bu(j) <27)

j-0

Stąd względna sterowalnośó układu (21) jest równoważna sterowalności na
stępującego układu dyskretnego bez opóźnień:

x(k+1) - Ax(k) + Bu(k), (28)

który jest sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi relacja (2 6 ).
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Wniosek 4
Jeżeli N3>n+h, to układ (21) jest względnie sterowalny na odcinku 

[0,N] wtedy i tylko wtedy, gdy:

rząd i BiAB j.. . jAn_1B!CJAC\...iAn_1cl= n. 129)
L i i i  i  i  i  i  J

Dowód
Jeżeli N>n+h, to wówczas na mocy znanych rezultatów [11] rachunek ma

cierzowego, otrzymuje się następujące równości:

rząd rAN-1B+AK-1"hCi...|AhB+C¡Ah~1Bi... Sa b Ib I =
L  i « i • I » J

rząd rAn+h"1B+An"1ci...¡AhB+C!Ah-1Bi. .. |AB|Bl =
L  l i i i  l  i  J

rząd i B’, AB j | a"- 1B j C j A C  ¡An-1c]. (3 0 )
L i i i  i i i  I J

Stąd na mocy twierdzenia 2 układ (21) jest względnie sterowalny na odcin
ku [o ,n] wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi relacja (29).

W przypadku, gdy macierz A jest nieosobliwa można dla układów stacjo
narnych określić indeks sterowalności względnej s, który dla tych ukła
dów jest niezależny od zmiennej k. Jeżeli wymiar sterowania p jest mniej
szy lub równy wymiarowi wektora stanu chwilowego n, to wówczas indeks ste
rowalności względnej s, spełnia następujące ograniczenia:

V

0 <  n - p + 1.

4. Wnioski końcowe

W niniejszym opracowaniu sformułowano szereg warunków koniecznych i wy
starczających względnej sterowalności liniowych dyskretnych układów dyna
micznych z opóźnieniem niezależnym od czasu w sterowaniu. Rozpatrzono za
równo układy stacjonarne jak i układy niestacjonarne. Przedyskutowano po
jęcie i własności indeksu względnej sterowalności oraz jego związki z wy
stępujących w równaniu układu dynamicznego.

Uzyskane rezultaty mogą być uogólnione na przypadek wielu stałych opóź
nień v/ sterowaniu, jak również na przypadek zmiennych opóźnień. Stosując 
analogiczną metodę postępowania, można uzyskać podobne rezultaty dla u- 
kładów ze stałymi lub zmiennymi opóźnieniami w wektorze stanu chwilowego.
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yitPABJIHEMOCTb JIHHEitHHX HHCKPETHHX CHCTEM 
C 3AHA3,HHBAHHEM

P e 3 u m e

B oiaTte paccuoipeaa npobmeMa oTHocHiembHoa ynpasjmeMOCTa jiaHeaHux flac- 
KpeTHmc CHCT6M h HeH3ueHHeMHM 3ana3^HBaHHeM no ynpaBjeHHio.C noMoąBo noMTaa 
uaTpamj ynpr.BJiHeuocTH nojiynenn Heoôxoaauwe a flOciaTonabie yonoBaa othochtsjib- 
ho8 ynpaBxaeuocTH aiax CHCTeM.C$opiiyjinpoBaHH HeoCSxoflauHe a .nociaTonHHe yojio- 
Baa oTHOCHTemBHoa ynpaBJiaeuocia ciauHOHapHUx gacKpeTHUx cacieu c ?ana3guBa- 
a a e u .
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CONTROLLABILITY OF LINEAR DISCRETE SYSTHÆS WITH DELAY 

S u m m a r y

This paper is devoted to a study of relative controllability of linear 
discrete systems with constant delay in the control. Using the controllabi
lity matrix, necessary and sufficient conditions for relative controlla
bility of these systems have been given. Necessary and sufficient condi
tions for relative controllability of stationary discrete systems with de
lay were formulated.


