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Streszczenie. W artykule przytoczono definicje sterowalności.qua
si-sTerowaTnosc i oraz lokalnej zero-sterowalności układów nielinio
wych. W oparciu o wprowadzone pojęcie nawiasu Jacobiego i znane re
zultaty dotyczące ąuasi-sterowalności i lokalnej zero-sterowalności, 
sformułowano warunki wystarczające ąuasi-sterowalności i lokalnej 
zero-sterowalności pewnej klasy układów nieliniowych. Przedstawiona 
metoda oceny sterowalności została zilustrowana przykładami.

1. Wprowadzenie

Problem sterowalności nieliniowych układów dynamicznych był w litera
turze wielokrotnie poruszany, m.in. w pracach [3], [4], [5]. W niniejszej 
pracy przedstawiono metodę oceny sterowalności pewnej klasy stacjonarnych 
układów nieliniowych, które są liniowe ze względu na funkcję sterującą.

Niech będzie dany nieliniowy stacjonarny układ dynamiczny opisany rów
naniem stanu następującej postaci:

kit) =» fix) + Glx)ult). l-|)

gdzie:
X6R° jest wektorem stanu układu,
ueRp jest wektorem sterowań,
ul.)eU zbiór sterowań dopuszczalnych, będący zbiorem funkcji mierzal
nych o wartościach w przestrzeni RP,
G(x ) = [g. lx),gplx),... ,g lx)] jest macierzą nxp wymiarową o kolum
nach: ĝ  Ix^gglx),... ,gp'x), których elementy są klasy C °°\
funkcja f ^ - ^ R 11 jest klasy C^1\

Przy powyższych założeniach nieliniowe równanie różniczkowe li) posia
da przy ustalonym sterowaniu ult) oraz warunku początkowym x(o)»x , do
kładnie jedno rozwiązanie, które jest funkcją absolutnie ciągłą spełniają
cą warunek początkowy [6].
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Niech funkcje aiR^-R11 oraz btrfi-R13 będą funkcjami klasy C \  Na
wiasem Jacobiego [a,bj(x) funkcji a(x) i b(x) nazywa się odwzorowa
nie typu R11-**!?11 dane następującą równością [3] :

[a,b] (x) = axlx)b(x) - bxlx)a(x), 12)

gdziej jest n*n wymiarową macierzą pochodnych

['0ai(x)"| i » 1,2,...,n
0 xj J d « 1,2..... n

bxlx) jest n n wymiarową macierzą pochodnych

r'Dbi (x)1 i  « 1 , 2 , . . . ,n
[ '0 xj J j *» 1,2,... fn'j

Wprowadza się następujące oznaczenia [3] J 

D°<G>X = |g1^x),g2(x) Splx)]

D1(G)X - D°(G)xU|[gi,gj] (x) 1 i n1,2,...,pj j = 1,2,... ,p J

d2(g )x - d 1(d1(g >x >x

D*"̂ Q)x - DliDr"1(G)x >x

D(G)X = Dr(G>x (3)
r>0

wskaźnik sumowania r przebiega zbiór liczb naturalnych.
dim d (g )x - wymiar podprzestrzeni w Rn rozpiętej na wektorach zbioru
D(G)X.

» A macierz nxn wymiarowa

0(x)i . ± - |g, (x),g..(x)....   (x)|,
"1 * 21" *■* k L Ł1 ł2 Łk J

gdziej 1< i1< i 2<...<ik< p

Zastępując w równości (3 ) macierz G jej podmacierzą G, . . ,1 9 29* * * * kotrzymuje sięi
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Ponieważ układ dynamiczny (1 ) jest układem stacjonarnym, więc bez u- 
traty ogólności rozważań można przyjąć, że początkową chwilą czasową jest 
chwila t = 0.

2. Podstawowe definicje

Poniżej dla wygody czytelnika, przytoczono na podstawie prac 
[3]. W .  [5]. podstawowe definicje z dziedziny aterowalności układów nie
liniowych.

Definicja 1
Stan xQ układu dynamicznego nazywa się sterowalnym do stanu , je

żeli istnieje skończony czas t.< i sterowanie ueU, określone na prze
dziale [o,t.J przeprowadzające stan x0 w chwili t = 0, do stanu x̂  w 
chwili t̂ .

Definicja 2
Stńn xQ układu dynamicznego nazywa się qua si-s ter owalnym do stanu x^, 

jeżeli w każdym otoczeniu x^, Istnieje stan, do którego xQ jest stero
walny.

Definicja 3
Układ dynamiczny nazywa się sterowalnym do stanu x^, jeżeli każdy stan 

początkowy jest sterowalny do stanu x̂ .

Definicja 4
Układ dynamiczny nazywa się quasi-sterowalnym do stanu x^, jeżeli każ

dy stan początkowy x^R11 jest quasi-sterowalny do stanu x̂ .

Definicja 5
Układ dynamiczny nazywa się sterowalnym, jeżeli jest sterowalny do do

wolnego stanu x^eR*1.

Definicja 6
Układ dynamiczny nazywa się quasi-sterowalnym, jeżeli jest quasi-ste- 

rowalnym do dowolnego stanu x^eRn.

Definicja 7
Układ dynamiczny nazywa się k sterowalnym (l<k<p), jeżeli jest ste

rowalny przez k dowolnych składowych wektora sterowań, wybranych w odpo
wiedni sposób spośród wszystkich składowych wektora sterowań.
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Definicja 8
Układ dynamiczny nazywa się quasi k sterowalnym, (l<k<p), jeżeli 

jest quasi-sterowalny przez k składowych wektora sterowań,wybranych spo
śród wszystkich składowych wektora sterowań.

Korzystając z oznaczeń i założeń podanych we wprowadzeniu oraz powyż
szych definicji i'óżnych rodzajów sterowalności, w dalszej części niniej
szego opracowania sformułowano warunki wystarczające sterowalności nieli
niowego układu dynamicznego (i).

3. Warunki wystarczające sterowalności 

Twierdzenie 1
Jeżeli istnieją wskaźniki ^ ,ig,...,ik, (1< i.j <  ig <... <ik<p ), ta

kie, że:

to nieliniowy układ dynamiczny li) jest quasi k sterowalny.

Dowód
Jeżeli to wówczas na mo

cy rezultatów uzyskanych w pracy wiadomo, że układ dynamiczny:

(7)

jest sterowalny. 
Jeżeli oraz układ (7 ) jest sterowal

ny, to na mocy wyników pracy [5] wiadomo, że układ dynamiczny:

j=k
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jest auasi-8terowalny. Stąd, na podstawie definicji 8, układ dynamiczny 
li) jest quasi k sterowalny.

Q. fi. D.

V/niosek 1
Jeżeli spełnione są następujące założenia;

A ndim D(G) = n (9)
X6n X

y\ rząd G(x) = p, llO)
xfcR*1

to nieliniowy układ dynamiczny li) jest quaui-sterowalny.

Q. E.D.

Twierdzenie 2
Jeżeli istnieją wskaźniki i.j, i2,... ,ik (l<l i.jC i2<  ... <  ik<p), takie,

że;

_/\dim D(g, . . ) = n (1 1)
x6R »12* "  ' ,:Lk x

A nfzą<i o(x). . . = k 112)
X6R i1»i2»” *»lk

f(o) = 0 (1 3 )

rząd Ig Io ) . ¡AGto), . \... I An“1 g(0) , ] = n,
1* k{ 1 * 2 9* * * 9 k { | 1 9 2 9 * * * * k I

(14)

to nieliniowy układ dynamiczny (i) jest k sterowalny do zera.

Dowód
Jeżeli spełnione są założenia (li) oraz (12), to na mocy twierdzenia 1 

nieliniowy układ dynamiczny (i) jest quasi k sterowalny.
Jeżeli spełnione są założenia (13) oraz (1 4), to na mocy rezultatów pra

cy [4] wiadomo, że nieliniowy układ dynamiczny (1 ) jest lokalnie k ste
rowalny do zera.

Ponieważ nieliniowy układ dynamiczny (1 ) jest quasi k 8terowalny,więc 
w szczególności jest quasi k sterowalny do zera, co przy jednoczesnej 
lokalnej k sterowalności do zęra, implikuje k sterowalność do zera.

Q.B.D.
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Wniosek 2
Jeżeli spełnione są następujące założenia:

A dim D(G) = n
xeRn

A rząd g(x) = p 
X6Rn

f l o )  = O

rząd [g(0)Jag(0)| . .  . \ An"1C-(o)] =n,

to nieliniowy układ dynamiczny (i) jest sterowalny do zera.

Q. E. D.

(15)

(1 6)

(17)

(18)

4. Przykłady 

Przykład 1
Niech będzie, dany układ dynamiczny postaci (i J , przy czym:

X1 u1 (t) " exp(x^ )"
n = 3, P = 3, x = x2 , u(t) = Ugit ) , f(x) a 2x2

. x3. u^lt) . 3x3 .

G(x)
1

1 + x.1 ' 1 I
expix2),expl2x2),exp(x2)+exp(2x2)

Wybierając i1 = 1, ± 2 = 2, czyli k = 2, otrzymuje się:
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Łatwo można sprawdzićić, źe y Y  rząd g(x ).j 2 = 2 = k
X6R'

d°(g„ „)1,2 x

1 0

X1 t 1
explx^) exp(2x^)

[ S i . s 2] i 1 dS1(x) ( 1 ix) " — Łc—  g2lx) <Ix g1(x)

0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 1 -

oOO 0
0 0 exp(x^) exp(2x^ ) 0 0 2exp(2x^) exp(x^)

0 0 0
0 - 0 = 0

exp(3 X j ) 2exp(3X3 ) - exp(3x3 )

Stąd zbićr D^lG^ 2>x Jes't następującej postaci: 

{D (G1,2}x

1 0 0
0 5 0 > 0

e x p ( x j ) e x p ( 2 X j) -  e x p ( 3 x ^ )
}

czyli: y Y  dlm D^G1 2^x = dlm 1)1 ̂ G1 2^x = 3 “ 13
xeR3

Ponieważ są spełnione założenia twierdzenia 1, więc na mocy jego tezy 
rozpatrywany układ dynamiczny jest quasi 2 sterowalny.

Ponadto zachodzą następujące relacje:
flO) = 0

1 . 0

OOL 
.. .

G ( 0 ) 1 f 2  - 0 , 1 g t o ,  -  A =

OOJ0

1 , 1 . o  ,  0 , 3

'1 .

OO

An ~ 1 -  A 2 = 0  , 4 , 0
' 0 , 9„



46 Jerzy Klamka

Stąd:

-ząd [G<0)1j2jAGl0)1j2jA2G(0)1j2] = 3 = n

Ponieważ aą spełnione założenia twierdzenia 2, więc na mocy jego tezy roz
patrywany układ dynamiczny jest 2 sterowalny do zera.

Przykład 2
Niech będzie dany nieliniowy układ dynamiczny postaci (i), przy czym:

1
* u1 lt)

n = 3, P = 3, x = x2 , u(t) = U2 t̂ )

x2 Uj(t)

X2X3 1 , o 0
f(x) = x1x3 » G(x) = 0 , 1 0

x1x2 exp(x^), exp^x^), exp(3x3 )

Stąd: / \  rząd g (x ) = 3 = P oraz: diu d Ig )x = n = 3, dla r = 0.
xeR"

Ponieważ są spełnione założenia wniosku 1, więc na mocy jego tezy roz
patrywany układ dynamr.czny jest quasi sterowalny.

5. Podsumowanie

W niniejszej pracy sformułowano warunki wystarczające quasi k sterowal- 
ności oraz k sterowalności do zera pewnej szczególnej klasy nieliniowych 
układów dynamieznych. Należy podkreślić, że ocena sterowalności przy uży
ciu podanych powyżej twierdzeń i wniosków nie wymaga skomplikowanych obli
czeń, co jest uwidocznione w przedstawionych konkretnych przykładach.
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^OCTATOHHUE YCJIOBHH YnPABJIflEMOCTH jyifl HEK0T0P0 KJIACCA 
HEJIHHEMHHX ÄHHAMHHECKHX CHCTEM

P e 3 B M e

B c i a i b e  n p eA daB JieH a fle$HHHUHa ynpaBjuieMOCTH, KBa3H-ynpaB;iaeM0CTH h jio-  
KajiLHOö HOJib-ynpaBJiaeuocTH HejiHHettHux flHHaMauecKHX CHCTeM.HcnojiLsya n o as iH e  
ckoGkh HkoGh k H3BecTHLie pe3yjibT aT u leopHH KBa3H—ynpaBJiHeuocTH h jiOKaxbHoii 
HOX b-ynpaBxaeuocTH , npeflJiaraioTcH HOBHe flociaTOUHue ycjioBHH K B asH -ynpaB Jiae- 
MocTH H jioKaJibHoö HOJib-ynpaBJiaeMociH HeKOToporo K Jiacca HeJiHHeftHttx ÄHHauHaeo- 
khx CHCieM. npeflCTaBJieHHítfí MeTOt; oueHKH ynpaB JiaeM ocm  HJUiiocTpnpyeTcH Hecicoxb- 
khuh npiiuepaMH.

SUFFICIENT CONDITION FOR CONTROLLABILITYFOR SOME CLASS OF NONLINEAR 
DYNAMICAL SYSTEMS

S u m m a r y

In the paper the definitions of controllability, quasi-controllability, 
and local null-controllability of nonlinear systems have been given.Using 
the Jacoby brackets and some well known results con" ¡ruing quasi-control
lability and local null-controllability, the new suf.'_cient conditions for 
quasi-controllability of som types of nonlinear dynamical systems were 
formulated. Some illustrative examles were given.


