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WYZNACZANIE STANU LINIOWEGO OBIEKTU DYNAMICZNEGO 
NA PODSTAWIE ZADANEGO HORYZONTU OBSERWACJI

S t r e s z c z e n ie . P raca  dotyczy zadan ia  b ieżącego  wyznaczanie etanu 
liniowego ob iek tu  dynamicznego, na podstaw ie pomiarów Jego w e j ś c ia  
u l a )  i  w y jś c ia  z ^ a ) .  Przyjmuje s i ę  kwadratowy wskaźnik j a k o ś c i , o -
kreś lon yn ra  p r z e d z i a l e  [ t  -  b , t ] ,  g d z ie  t  j e s t  b ie ż ą c ą  chwilą cza
su .  Wskaźnik ten pozwala na wyznaczanie stan u  w przypadkach,gdy rów
n an ia  modelu n i e  s ą  dokładnie  znane. Syntezę układu wyznaczania s t a 
nu przeprowadza s i ę  w o p arc iu  o równanie H am iltona-Jacobi.Otrzymany 
w wyniku syntezy  układ  wyznaczania stan u  przechodzi d la  b = t  -  t  
w równania f i l t r u  Kalmana-Bucy w w e r s j i  c i ą g ł e j .  p

1. Wstęp

Zadanie b ieżącego  wyznaczania s ta n u  ob iektu  dynamicznego sformułowane 
i  rozwiązane w pracy  r ó ż n i  s i ę  od zadan ia  k lasycznego  rozwiązanego przez 
Kalmana i  Bucy przyjętym  wskaźnikiem.

V/ zadaniu klasycznym p r z y ję to  wskaźnik okreś lon y  na p r z e d z ia le  [ t p , t ] ,  
gd z ie  tp  j e s t  chw ilą ro z p o c z ę c ia  procesu  wyznaczania s ta n u ,  z a ś  t  chwi
l ą  b ie ż ą c ą .  Chwila t  j e s t  u s t a lo n a .  W pracy r o z p a t r u je  s i ę  wskaźnik o- 
k reś lony  na p r z e d z i a l e  [ t  -  b , t ] ,  gd z ie  b j e s t  s z e r o k o ś c ią  p rze d z ia łu .  
W przypadku ogólnym szero k o ść  p r z e d z ia łu  może byó fu n k c ją  b i e ż ą c e j  ch w il i  
czasu  t .

Po trzeba ro zw iązan ia  zadan ia  wyznaczania stan u  d la  t a k  p r z y ję te g o  wskaź
n ik a  w ystępu je  w przypadkach, gdy równania modelu, w o p arc iu  o k tó re  p rze
prowadza s i ę  wyznaczanie s ta n u ,  n ie  w p e łn i  odpowiadają równaniom ob iek tu  
dynamicznego, na którym dokonuje s i ę  pomiarów w e j ś c ia  u l a )  i  w y jśc ia  
z0 ( s ) .  Uwzględnienie zbyt od leg ły ch  pomiarów może prowadzić do błędnego 
wyznaczenia stan u .

Rozwiązanie postawionego zadan ia  przeprowadzone j e s t  p rzy  wykorzysta
n iu  metod t e o r i i  s terow ania  optymalnego, a w s z c z e g ó ln o ś c i  t e o r i i  Hamilto
n a - J a c o b i .  Pozwala to  na p o d k re ś len ie  d u a ln o śc i  między zadaniami wyznacza
n i a  stan u  i  s terow ania  optymalnego. P o d e jś c ie  t a k i e  p o c ią gn ę ło  za sobą 
dużą pracochłonność d łu g ich  aczkolw iek p ro s ty ch ,  wyprowadzeń. Wyprowadze
n i a  t e  z o s t a ł y  zamieszczone w Dodatku 6.

Układ równań p ozw ala jący  na wyznaczanie s tan u ,  otrzymany w wyniku r o z 
w iązan ia  zadan ia ,  p o s ia d a  s t r u k tu r ę  'podobną do s t ru k tu ry  równań f i l t r u  Ka> 
mana-Bucy, i  p rzechodzi w t e  równania przy podstaw ieniu  b = t  -  t p.
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R ozszerzen ie  sformułowania zadan ia  wyznaczania stan u  w stosunku do 
k lasycznego p oc iągn ę ło  za sobą wzrost tru d n o śc i  obliczeniowych przy r e a l i 
z a c j i  otrzymanych równań. Podstawowa z n ich  po lega  na pojaw ieniu  s i ę  ko
n ie c z n o śc i  całkowania równań różniczkowych w kierunku przeciwnym do b iegu  
cza su .  M ożliwości u p ro szcz en ia  procedury wyznaczania stan u  w ystępu ją  w 
przypadku modelu s ta c jo n a rn e g o .  Zagadnieniu temu poświęcony j e s t  p rzykład .

2. Sformułowanie zadania

Zadanie b ieżącego  wyznaczania stan u  na podstawie modelu i  pomiarów wej
ś c i a  u ( s )  i  w y j ś c ia  zQ( s )  może być sformułowane n a s tę p u ją c o :

Zadanie 1

Wyznaczyć w c h w il i  b i e ż ą c e j  t  s tan  x ob iektu  dynamicznego na  pod
staw ie  pomiarów w e j ś c ia  u ( s )  i  w y jśc ia  z0 ^s)  oraz  modelu opisanego rów
naniem:

dx/ds  = a (s )x + B i s )  wml s )  

y = C ls )x

W tym ce lu  d la  wskaźnika:

^ 2  2 »ot*»"*1'***] ‘ 5 J {llzols) " y(s>llp(8) + llwm(a) " u(s)llR(s)}d8
t - b

n a leż y  1 )  p rzy jm u jąc ,  że d la  s < t  dane j e s t  s terow anie  wm( s )  w funk
c j i  s tan u  wyznaczyć również w fu n k c j i  s tan u  s tero w an ia  wml t ) .  Sterowanie 
to  powinno minimalizować szybkość zmian wskaźnika j a k o ś c i  (co prowadzi do
m in im a l i z a c j i  w skaźn ik a) ,  2 )  wyznaczyć s ta n  x w ch w il i  t  m inim alizu
ją c y  wskaźnik j a k o ś c i ,  otrzymany po podstaw ieniu  wyrażenia na w^Cs) w 
f u n k c j i  s tan u  do wskaźnik a  pierwotnego.

W rozpatrywanym wskaźniku p (s ) ,  r (s ) s ą  dodatnio określonymi m acierza
mi wag, y ( s )  w y jśc ie  modelu odpowiadające warunkowi końcowemu x w chwi
l i  t  a  wm^’ ) fu n k c ja  czasu  ok reś lon a  na p r z e d z ia le  [ t  -  b ,  t  j^|| a  || ^ = 

= a 'A  a ,  symbol ' oznacza t r a n sp o z y c ję .

Zadanie 1 może być d la  u p ro szcz en ia  przeformułowane do n a s t ę p u ją c e j  po
s t a c i  w tó rn e j .
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Zadanie 2

Wyznaczyć w ch w il i  t  s t a n  x ob iek tu  dynamicznego na podstawie po
miaru jego  w y jś c ia  oraz modelu

d x/ds  = A ls )x  + b ( s )w

( 1 )
y = C l s )x

Należy minimalizować ze względu na x w ch w il i  t  oraz  w l t )  n a s t ę 
pu jący  wskaźnik:

t  - 2 2

* 0 [ * , w i o , t ]  = \  J ( l l z l a )  -  y l s ) ll p i s ) + IIw( b ) IIr Is ) }  d s * l 2 )
t —b

jd z ie
s

z ( g )  = z0 l s )  -  C i s )  J* $  l s , ' t ) B l t ) u ( t  )d t ,  
tp

m acierz t r a n z y c j i  modelu l i ) .

Występujący'w równaniach modelu l i )  sk ład n ik  w = wffl -  u, p rzed staw ia
ró ż n ic ę  między sterowaniem zastosowanym w modelu, a zmierzonym na ob iek
c i e .

D alsze  rozw ażania wraz z syn tezą  układu wyznaczania stan u  przeprowadza 
s i ę  d la  równania (1 )  i  wekaźnika (2 ) .

Sterowanie u może być uwzględnione w u k ład z ie  wyznaczania stanu po
dokonaniu je g o  syn tezy ,  jak o  wymuszenie. Poprawność ta k ie g o  postępowania 
j e s t  uzasadniona w Dodatku 6.

3. Równanie powierzchni optymalnej j a k o ś c i

Dla ro zw iązan ia  sformułowanego za d a n ia ,  t j .  m in im a l iz a c j i  wskaźnika (2) 
ze względu na w l t ) *  x przy ogran iczen iach  w p o s t a c i  równań ( i )  z a s to 
sujemy metodę o p a r tą  na t e o r i i  H-J dotyczącą  sterow ania  optymalnego.

Dodatkowe równanie o p i s u ją c e  zachowanie s i ę  wskaźnika l2 )  wzdłuż t r a 
j e k t o r i i  układu ( i )  ma p o s ta ć :
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* o  = ? { l z U )  • y ( t ) ll p ( t ) + l!w ( t ) ll R i t ) ]  -

-  \  h - b )  | | |  z U - b )  -  y ( t - b ) | |  p ( t _b )  + j| w(t-t>) ||

w dalszym c ią gu  będziemy oznaczać 1-b = a.

H amiltonian, d la  rozpatrywanego zadan ia  m in im a l i z a c j i  względem w lt) ,m a 
p o s t a ć :

H (x ,A , ,w ,t , t -b )  = -  ^  | | | z l t )  -  y U  )|j + || w (t ) | |  R( t ) j  +

+ \  a | | | z ( t - b )  -  y ( t - b )  || p ( t _b )  + U w (t-b) | |  R( t _b ) j  +

+ < / t ,  A (t )x  + B ( t ) w >

Z warunku m in im a l iz a c j i  I4 ) względem w ( t )  otrzymamy

w ° l x , A , , t )  = R_ 1 l t )  Bl t )A.  ( 5 )

w°(x,A,t _ b . t - b )  = R- 1 l t - b )  B'(t-b)A.  t _ b. ( 6 )

Równanie H-J odpowiadające rozpatrywanemu zadaniu i  o p i s u ją c e  zacho
wanie s i ę  wskaźnika j a k o ś c i  wzdłuż t r a j e k t o r i i  optymalnej ma p o s ta ć :

3 t 2  + <  33T-  A U ) x >  + \ a  II “ x ^ “ ll S ( t - b )  “

2
« ^  H m it) -  y ( t ) | |  p ( t )  "  \  a || ^ t - b ) - y ( t - b )  ||p ( t _b) <7>

g d z ie :

S( t )  = B ( t )  R_1l t )  B^t)

Sl t-b )  = B(t-b) R- 1 lt-b)  B'lt-b)
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x o = ¿II x ”  x ^ l l  K i t )  = \  < x tK lt  ) x >  -  < x , r l t  ) >  + d l t )  (8)

x o , t - b  = 1

- < x t _b , r  ( t - b  ) >  + d l t - b )  (9)

x ( t ) ,  K i t ) ,  s ą  pewnymi n ieza leżn ym i od x funkcjam i czasu  t .  Celem d a l
szych rozważań J e s t  o k r e ś le n ie  równań o p isu ją cy c h  t e  fu n k c je  przez zn ale
z ie n ie  równań d la  r l t )  = K ( t ) S l t )  oraz  d l t )  = - ^ < $ ( t ) ,  K ( t ) x l t ) > .

Równania 18), 19) p r z e d s ta w ia ją  powierzchnię optymalnej j a k o ś c i ,b ę d ą c ą  
rozwiązaniem równania 1 7 ) w przypadku kwadratowego wskaźnika i  liniowych 
równań l i )  [ 1] .

Stan x ,  x t _b s ą  związane ze sobą przez równanie t r a j e k t o r i i  optymal
n e j .  T r a je k t o r i ę  t ę  otrzymamy, w staw ia jąc  sterow anie  ( 5 ) do l l ) . P o  uwzglę
dnieniu A z j ć)x0/ć)x, j e s t  ona op isan a  równaniem

dx/ds = [ A i s )  + s ( b )k ( s ) ] x -  s l s ) r ( s ) .

Równanie o odwróconym kierunku b iegu  cza su  ma p o s ta ć  d la  s * =  - s .

—  dx /d s*  = a I-s*)  + s l —s*)Kl—s*) x — S l- s * ) r l - s * )  110)

Wykorzystując równanie l lO )  można w yrazić  s tan  x^ w ch w il i  t  p rzez
stan  x w ch w il i  t .
W s z c z e g ó ln o ś c i :

t

xt-b - i)(t - b , t ) x  + J  * U - b , s ) S l s ) r C 0 )d8, 
t-b

g d z ie !  $ l t - b , t )  = $ [ - l t - b ) , - t ]  a  t a  o s t a t n i a  j e s t  m acierzą  t r a n z y c j i  rów
nan ia  l lO ) .

Część wymuszoną ro zw iązan ia  będziemy w dalszym c ią gu  d la  sk ró c e n ia  za
p isu  oznaczać p rzez  v ( t - b ) .

Dla podobnych powodów rozw iązan ie  równania l lO )  z warunkiem początko
wym x l t )  w zię te  w ch w il i  t - b  będziemy oznaczać x l t - b ) .

t
x lt -b )  = $> l t -b , t  )£lt ) + § $ l t-b,  s )S ( s )r l s )ds l i i )

t-b
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4. Synteza układu wyznaczania stanu

Dla przeprowadzenia syntezy układu wyznaczania stan u  n a le ż y  znaleźć  po
w ierzchnię  x 0 l x , t )  będącą rozwiązaniem równania W) a n a s tę p n ie  dokonać 
m in im a l iz a c j i  względem x .

W przypadku liniowych równań ("I) i  kwadratowego wskaźnika j a k o ś c i  po
w ierzchnia  ta k  j a k  ju ż  to  z o s t a ło  wspomniane w p. 3 może być p rzedstaw io
na ze pomocą form kwadratowych 1.8), i 9 ) ,  zmiennych x t _b ,x  związanych 
przez równanie t r a j e k t o r i i  t 10).

Do o k r e ś le n ia  p o z o s t a j ą  je d y n ie  fu n k c je  K ( t ) ,  r l t ) ,  d l t ) . Równanie ró ż 
niczkowe cząstkowe (7 ) sprowadza s i ę  do układu równań zw y cza jn ych ,o kreś la
jących  powyższe fu n k c je .

Otrzymujemy j e  przez podstaw ien ie  form kwadratowych ( 8 ) ,  ( 9 ) ,  po u- 
w zględnieniu  związku llO ) między x ,  za * 0 , * 0 do równania
I7 ) i  porównanie wyrażeń przy jednakowych potęgach  zmiennej x . Wyprowa
dzenie j e s t  zamieszczone w Dodatku p. 1. Otrzymane równania op isu jące  funk
c j e  czasu  K i t ) ,  r l t ) ,  d l t )  m ają p o s ta c i

K = -K ( t  )A 11) -  A '( t )K (t)  -  K ( t ) s ( t ) K ( t )  + C'( t  ) ? (  t  )c(  t ) -  

-a<J)' ( t - b ,  t  ) [ k I t - b ) s l  t -b )K l  t - b  ) + c ' ( t - b ) p ( t - b ) C ( t - b ) ]  .

.  $ ( t - b , t )  (12)

r  = - [ a'U )  + K l t ) s ( t ) ] r l t )  + c’( t  )P l t  ) z l t ) +

+ a (J>'l t - b ,  t  ) |k !  t - b  ) s (  t-b)[K l t -$ v (  t-b.)  -  r ( t - b ) ]  -  ( 1 3 )

-  c ' ( t - b ) p ( t - b ) [ z ( t - b )  -  C ( t - b ) v ( t - b ) ] |

d = \  | | z ( t ) | | p ( t )  -  ! l l r ( t ) | | g U ) - 4  a | | z ( t - b ) - c ( t - b ) v ( t - b ) | | p ( t _ b)

2
-  ^  a || K ( t - b ) v ( t - b )  -  r l t - b )  || s ( t _b )

Dokonując m in im a l iz a c j i  (8 )  względem x ,  otrzymamy z warunku ©xQ/dx  = 0
i  za ło ż e n ia  o do d atn ie j  o k re ś lo n o śc i  K i t )  poszukiwany s tan  $ l t ) ,  będący
rozwiązaniem zadania

S i t )  = K- 1 ( t ) r l t ) .  (15)
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Wykorzystując i 14) można równanie (13)  p r z e k s z t a ł c i ć  t a k ,  by o k r e ś l a ł o  
wprost poszukiwany s tan  & l t ) .  W tym ce lu  posłużymy s i ę  to ż sa m o śc ią :

K11 )511) = r l t )  -  K (t  )$ ( t  ) 

po p r z e k sz ta łc e n ia c h  zamieszczonych w Dodatku p. 6 .2 ,  otrzymamy: 

x = A lt ) x  + K_ 1 l t ) j c ' l t ) P l t ) [ z l t )  -  c l t ) 2 l t ) ]  -  

-  a $ ’( t - b , t ) | K l t - b ) S l t - b ) K ( t - b ) [ £ l t - b ) -  x ( t - b ) ]  +

+ Cl( t - b ) P ( t - b ) [ z ( t - b )  -  d t - b ) x l t - b ) ] J ^  l l 6 )

Podobnie równanie i 14)  w ykorzystu jąc  tożsamość

d »  • j r £ - j < ^ x l t ) , K ( t ) x ( t ) ^ > +  x Q( t ) ]

V
można p r z e k s z t a ł c i ć  do p o s t a c i :

*o "  \ "  C ( t « ( t )  || p(t ) “  a || s l t - b ) -  c(t-t}xl t-b) || P(t_b ) -

2
-  ^  a || K ( t - b ) x ( t - b )  -  r ( t - b ) | |  g ( t - b )

Otrzymane równania (1 2 ) ,  ( l 3 ) ,  i 14) o k r e ś l a j ą c e  K i t ) ,  r l t ) ,  d l t )  oraz  
równoważne im równania C12) ,  l l 6 ) ,  l l 7 )  s ą  równaniami różniczkowymi z opóź
nieniem b, w ie lk o ść  k tórego  w rozpatrywanym przypadku ogólnym j e s t  funk
c j ą  b i e ż ą c e j  ch w il i  cza su  t .  W dalszym c ią gu  będziemy zajmować s i ę  je d y 
n ie  równaniami 112) ,  ( 1 6 ) ,  (17 ) .

Dla i c h  ro zw iązan ia  potrzebna j e s t  znajomość f u n k c j i  początkowej na od
cinku £t , tp+ć] > g d z ie  tp  j e s t  chwilą początkową.

Funkcje te  można otrzymać p rzez  rozw iązan ie  równać l 12) ,  ( l 6 ) , p r z y  z a 
łożen iu  b »  t - t p .  t t  [ t p i 't p+,:)]-

Równania na rozpatrywanym odcinku n ie  z a w ie ra ją  op óźn ien ia ,  ponieważ 
a = 0 i  do ic h  ro zw iązan ia  wystarczy  znajomość warunków początkowych.

Równaniu l 1 6 ) opisu jącem u wyznaczany s tan  można nadać n a s t ę p u ją c ą  in 
t e r p r e t a c j ę :

Układ wyznaczania s tan u ,  w przypadku wskaźnika okreś lon ego  na p rze 
d z i a l e  [ t - b , t j  stanowi model o b ję ty  sprzężeniem  zwrotnym od błędu między 
wyjściem tego  układu i  ob iektu  w ch w il i  t ,  w ch w il i  t-tr oraz  błędu s t a 
nu w ch w il i  t - b .

Dla porównania k lasyczny  układ wyznaczania s ta n u ,  k tó rego  przykładem 
j e s t  f i l t r  K-B, p o s ia d a  sp rzęż en ie  zwrotne Jed ynie  od błędu między wyj-



56 Konrad W ojciechowski

solem układu wyznaczenia stanu i  ob iektu  w ch w il i  t .  P o dstaw ia jąc  w rów
n an iach  ^12), ¡ 1 6 ) ,  l 17) b = t - t p ,  co oznacza p r z y ję c ie  k lasycznego  ho
ryzontu  o b se rw a c j i ,  otrzymamy a s  0 i w  konsekwencji równania te  p rze
chodzą form aln ie  w równania f i l t r u  K-B d la  nieskorelowanych ze sobą za
kłóceń  na w e jś c iu  i  w y jśc iu  ob iektu  [ 3 ] .

Numeryczne wyznaczanie stan u  przez wykorzystan ie równań ( 1 6 ) , l 1 2 ) , l 17) 
oraz  równania ¡1 0 )  wymaga w ogólnym przypadku d y s k r e t y z a c j i  równania ¡1 6 ) 
co związane j e s t  z różnym od zera  czasem rozwiązywania równania ¡10 )  i  
k o n ie czn o śc ią  wyznaczania $ ¡ t - b , t ) .  Równanie' ("I2) może byó rozwiązane nie
z a le ż n ie  od równań (16 ) ,  ¡1 0 ) .  Dodatkowo wymagane j e s t  pam iętanie  rozw ią
zań K ( t ) ,  3 ( t )  na odcinku b.

5. Przykład

W przypadku szczególnym, gdy równania ¡1 )  modelu s ą  s t a c jo n a r n e ,z a ś  rów
nanie ( 1 2 ) p o s ia d a  s tan  u s ta lo n y ,  możliwe j e s t  u proszczen ie  równań ¡1 2 ) ,  
( 1 6 ) pozw ala jących na wyznaczanie s tan u .

Przypadek ten rozpatrzymy jako  p rzykład  i l u s t r u j ą c y  rozwiązane zadanie 
wyznaczania stan u  oraz  jego  ró ż n ic ę  w stosunku do zadania  k lasycznego .

Niech równanie modelu ma p o s tać

Dokonujemy pomiaru w i  x ,  wyniki pomiarowe oznaczymy odpowiednio 
p rzez  u, z.

Odpowiednie m acierze zgodne z oznaczeniami pracy mają n a s tę p u ją c e  po
s t a c i e »

x + cw = wm c >  0' ¡18 )

A = [ - c ] ,  B = [ i ]  , C = [ i ]  , P = [ l ] ,  K = [k ]

a ) R = [ i ]  , b ) R = [o°]

sze ro k o ść  p rz e d z ia łu  ob serw ac j i  j e s t  s t a ł a  i  wynosi b. 
Równanie ¡1 0 )  o p i s u ją c e  t r a j e k t o r i ę  optymalną ma p o s ta ć

-  dx/dś* = ( -c+k )x  -  r ( ^ ) ¡1 9 )

je g o  m acierz  t r a n z y c j i  < j>U -b ,t )  wyraża s i ę  przy za ło żen iu  s t a ł o ś c i  k wzo-
rem

$ ( t - b , t )  = e ( ° - k)b (20 )
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Wykorzystując możliwość an a li ty czn eg o  wyrażenia $ ( t - b , t ) wstawiamy feo) 
do równania (12 )  o p i su ją ce g o  m acierz  K.

Ze względu na z a ło ż e n ie  stan u  u s ta lo n e g o ,  lewa s tro n a  tego  równania 
j e s t  tożsamościowo równa zeru K = 0.

Po podstaw ieniu  za $ > ( t - b , t )  (20 )  i  uwzględnieniu K = D, otrzymamy d la  
a )  R = [ i ]  równanie a lg e b r a ic z n e ,  pozw ala jące  na wyznaczenie k. Ma ono 
p o s t a ć :

- k 2 + 2kc + 1 = (k2+ 1 )e 2 ^°“ k ^b (21 )

Ze względu na t o ,  że forma kwadratowa (8 )  p o s iad a  minimum, powinno być 
k >  0.

Zachowanie s i ę  lewej i  prawej strony równania (21)  w fu n k c j i  k przed
s taw ia  r y s .  1.

Punkt 1 odpowiada n ie stab i ln em u  punktowi równowagi, punkt 2 s t a b i l n e 
mu, wyznacza on poszukiwaną w artość  k będąca rozwiązaniem równania (21) .

k c 4 K i 0 c c + t o M

L O ) 0 oz+1 0 — oo

H * ) - e * c b ' o1 4-1 - 0

Rys. 1
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Punkt 3 stanowi rozw iązan ie  równania v21 ) w przypadku klasycznym.Odpo
w iad a jąca  mu wartość 1 / * ^  j e s t  m n ie jsza  od w ar to śc i  1/k .A n al izu jąc  wpływ 
zmiany s z e r o k o ś c i  p r z e d z ia łu  ob serw ac j i  b na w artość  k widzimy,że d la  
b —  ao k - —kk i  podobnie d la  b - * - 0 , k ——c.

Dla przypadku b )  R =[°°]  równanie a lg e b r a ic z n e  wyznaczające k w s t a 
n i e  usTalonym ma p o s tać

2kc + 1 = e2bo ( 2 2 )

i l u s t r u j e  go r y s .  2 .

Punkt 1 odpowiada n ie s tab i ln em u  punktowi równowagi. Równanie d la  R=[00] 
n i e  p o s ia d a  s t a b i ln e g o  stan u  uata lonego  an i  w przypadku k lasycznego u k ła 
du wyznaczania s tan u ,  an i  w przypadku układu wyznaczania stan u  r o z p a t r y 
wanego w n i n i e j s z e j  p racy ,  co oznacza ,  że w obu przypadkach wzmocnienia 
układu wyznaczania stan u  będące odwrotności k dąży do ze ra  przy t — 

Równanie wyznaczania stanu ( 1 6 ) d la  przypadku a )  R = [ i ]  ma p o s t a ć j

x a -  cx + u + i j j z ( t )  •- x ( t ) ]  -  e^0 -^ bj k _ 2 [ x l t - b ) ~ x l t - b ) ]  +

+ [ z ( t - b )  -  x ( t - b ) ] j j  ( 23)

4.

x ( t - b )  -  e (c " i ) b  5 C t )  + j  e i c - i ) e  k £ l s ) d s
t - b
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6. Dodatek

6 . 1 .  V/yprowadzenie równań o p i su ją cy c h  fu n k c je  K ( t ) .  r ( t ) .  d ( t )

Poszczególne sk ła d n ik i  równania (7 ) po uwzględnieniu ( 8 ) , ( 9 ) , ( 1 0 )  s ą :

7)x ..

= t j< x , K l t ) x > - < x ,  r ( t ) >  + d l t )

7)x -
<C ;ćSE ' A ( t )  x > =  2 < x *LK i t ) A t t )  + A '(t)K .(t)Jx> - < x ,  A ' ( t ) r l t ) >

*bx 2 2
?  II SaT II s i t )  = • 5 < x , K ( t ) s ( t ) K ( t ) x > - < x , K l t ) s l t ) r l t ) > +  £ j r l t ) | |  g ( t )

c)x 2
5 a ||gx ° ł t  b l l s ( t -b )  ” \ a < x f$’l t - b l t )K l t - b ) s l t - b )K l t - b )$ l t - b , t )  x >  + t-b

+ a < x , $ ' ( t - b , t ) K ( t - b ) s l t - b ) [ K l t - b ) v ( t - b ) - r l t - b ) ]  >  +

+ \  a | | K ( t - b M t - b )  - r ( t-b) || s (t _b)

2
^  II z l t )  -  y l t ) | |  p l t  J “  | < x , c ' ( t ) p ( t ) c ( t ) x > - < x , c U ) p l t ) z ( t ) >

2
-  \  a || z ( t - b )  -  y ( t - b )  || p ( t _b ) = -  \  a <  x ,$ ’l t - b ,  t  )c ’( t - b  )P( t - b ) c (  t - b )  .

. $ ( t - b ,  t ) x > +  a < x , $ ' ( t - b , t ) c ' ( t - b ) P l t - b ) [ z ( t - b ) - C ( t - b ) v ( t - b ) l > -

2
-  a || z ( t - b )  -  C ( t - b ) y l t - b )  || p ( t _b )

Porównując wyrażenia przy jednakowych potęgach  x ,  otrzymamy równania 
o k r e ś l a j ą c e  K ( t ) ,  r l t ) ,  d ( t )  jako  fu n k c je  c za su .

K = -  K l t ) A ( t )  -  A ' ( t ) K ( t )  -  K l t ) s l t ) K ( t )  + C'(t ) P l t  ) c l t )  -

-  a § ' l t -b , t ) [K(t -b )S( t-b)K(t -b)  + c’( t -b )p l t -b )c ( t -b ) ]$ ( t -b , t  )
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r = - £ A'( t ) + K(t ) s l t  ) ] r (  t ) + c'(t )p(t )z(t ) +

+ a(J> 'lt-b,t>^K(t-b)s(t-b)[K(t-b)vlt-b) -  r l t - b ) ]  -

- c '( t -b)P(t-b)[z l t-b) - c ( t - b ) v ( t - b ) ] j

2

d = \ Hz ( t > Hp(t) "  |  Hr ( t > l l s ( t )  ~ ^ a ll z ( t " b )  “ c ( t - b ) v l t - b ) ll P l t - b f

-  |  a | | K ( t - b ) v ( t - b )  -  r ( t - b ) | |  s ( t _b )

6 .2 .  Wyprowadzenia równania d la  £ ( t )

Wykorzystując tożsam ość!

K ( t )  3 = r  -  K x ( t )  

o raz  r ( t )  = K ( t )  $ ( t ) ,  mamy:

K( t )x = -  [a'( t )  + K ( t ) s ( t ) ] K ( t ) x ( t )  + t f l t Jp f t J z U )  +

+ a<J>' ( t -b , t  )j^K(t-b)s(t-b)[K(t-b)v(t-b) - K( t-b )x (t-b )] -

- Ci(t-b)p(t-b)[z(t-b) -  c ( t - b ) v ( t - b ) ] j  +

-K(t )A(t)x(t)+A'( t )K(t )x(t )+K(t)s (t )K(t)x(t  ) - c ' ( t ) p ( t ) o ( t ) i i t )  + 

+ a $ ' ( t -b , t ) [K (t -b )s ( t -b )K ( t- b )  + c’(t-b)P( t -b ) c ( t -b ) ]  .

. $ ( t - b , t ) 3 ( t ) 

grupując  odpowiednie wyrazy, otrzymujemy

K ( t ) x  =* K ( t ) A ( t ) x l t )  + c ' ( t ) p ( t ) [ z ( t )  -  c ( t ) x ( t ) ]  +

-  a  $ ' l t - b ,  t  )|^K(t-b)s( t - b ) K ( t - b ) [ x ( t  )-<$(t-b ,t  ) x ( t  ) - v l t - b ) ]  +

+ C (t - b  )P( t - b ) [z ( t - b  )-C ( t - b  )$( t - b ,  t  )x ( t  )-C (t - b  )v (t - b  )] j

Po uwzględnieniu ( 1 1 ) ,  t j .

x ( t - b )  = $ ( t - b , t  )3 ( t - b  ) + v ( t - b ) ,
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otrzymujemy:

ś  = A i t ) x ( t )  + K "1 ( t ) | c l t ) P l t ) [ z ( t )  -  C l t ) x l t ) ]  +

-  a 4 > ' l t - f c , t ) [ K ( t - b ) s ( t ~ b ) K ( t - b ) [ x ( t - b )  -  x ( t - b ) ]  +

+ c U - b ) P ( t - b ) [ z ( t - b )  -  C ( t - b ) x ( t - b ) ] j j

6 .3 .  Wyprowadzanie równania d la  x Qt t )

Wykorzystując tożsam ość:

d = x ’l t ) K ( t ) x l t )  + 7? x ( t ) K ( t ) x ( t ) + xQ

podstawiamy odpowiednie rdwnania za S U ) ,  K ( t ) .
Mamy:

xQ = -  x l t  )K(t)A(t ) x l t ) -  x ( t ) c ' ( t ) p ( t ) [ z l t )  - c ( t )x( t ) ]  +

-  a  $'(t )$ '( t-b ,  t  ) | k ( t - b ) s (  t -b )K i t - b ) [ x (  t  ) -$(  t - b ,  t  )x( t  ) - v l t - b  )] +

+ c '( t-b)P(t-b)[z l t-b) - c ( t -b )$ l t -b , t  )xit  ) - c ( t -b )v l t -b )] J  -

+ x l t ) K ( t ) A ( t ) x ( t ) +  \  x ' l t ) K ( t ) 5 ( t ) K ( t ) -  i x ' ( t ) C l t ) p l t ) c ( t ) x l t )  +

+ 1  a x ( t ) $ ( t - b , t ) [ K ( t - b ) s ( t - b ) K ( t - b )  + C '( t-b )p ( t-b )C l  t - b ) ]  .
2

. $ ( t - b , t ) x ( t )  -  £  | | z l t )  || p ( t )  “  \  Hr l t ^ l  s i t )  +

2
-  ^  a || z ( t - b )  -  C ( t - b ) y t t - b )  || +

-  1  a || K ( t - b ) v ( t - b )  -  r ( t - b ) | |  g ( t _ b )

grupu jąc  wyrazy i  uw zględnia jąc  (1 1 ) ,  otrzymamy:

2 2 
= \  | | z ( t )  -  c( t  )x i  t ) || p l t )  -  \  a || z t t - b )  -  C (t - b  )x ( t - b ) || p ( t _b)  +

2
-  ^  a|| K ( t - b ) x ( t - b )  -  L ( t - b ) i H t - b )  || g ( t —b )
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6 . 4 .  Wyznaczanie stan u  d la  okładu ze sterowaniem

Rozpatrzmy zadanie  wyznaczania stan u  układu dynamicznego, otrzymane z 
zadan ia  1 sformułowanego w p. 2 przez podstaw ien ie  wm = w + u.

Równania modelu mają p o s taó t

dx/d s  »  a ( s ) x  + B(s)w  + B ( t ) u  (24)

y »  0 (s  )x

z a ś  m in im a l i z a c j i  p od lega  wskaźnik:

t  ę  2 2 1
x0 [ x , w ( O , t ]  -  \  -  y ( s ) | | p ( 8 ) + II w i s ) || R( e ) j  ds .  (25 )

t - b

Celem, b ęd z ie  pokazanie ,  że j e s t  ono równoważne rozw iązan iu  zadan ia  2 
z p . 2 ,  a  n a s tę p n ie  wprowadzeniu s terow ania  B ( t ) u  do prawej s t ro n y  ukła
du wyznaczania s tan u  ( f 6 ) ,  jako  wymuszenia.

Zadanie wyznaczania etanu d la  układu (24 )  rozwiązujemy id e n ty cz n ie  ja k  
zadanie z p . 2 d la  układu ( i ) .  Odpowiednie równanie H-J w stosunku do 
równania (7 )  w lewej s t r o n ie  zaw iera  dodatkowy sk ład n ik  <  B ( t ) u > .
W konsekwencji równanie o p i s u ją c e  K ( t )  p o z o s ta n ie  bez zmian,równanie o- 
p i s u j ą c e  r ( t )  n a le ż y  uzupełn ić  o sk ład n ik  K ( t ) B l t ) u  w stosunku do (i3), 
z a ś  równanie o p i s u ją c e  d ( t )  o sk ład n ik  <  r ( t ) , B ( t ) u >  w stosunku do (14).

Pow tarza jąc  zamieszczone w p. 6 .2  Dodatku wyprowadzeniu równania ( 1 6 ) 
d l a  równania (13 )  uzupełnionego o sk ład n ik  K ( t ) B ( t ) u  łatwo sp raw d zić ,że  
o s t a t e c z n i e  w równaniu (16)  pojawi s i ę  sk ład n ik  B ( t ) u .

Ha podobnej drodze można s t w i e r d z ić ,  że równanie (1 7 ) ,  o p i s u ją c e  zacho
wanie s i ę  optymalnego wskaźnika wzdłuż t r o j e k t o r j i  op tym alne j,  n a leż y  uzu
p e łn ić  o s k ł a d n i k < r , B ( t ) u > .
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OnPEflEJIEKKE COCTOHHHH JIHHEtfHOrO HHHAMHHECKOrO 
OBBBKTA nO BAflAHHOMy HHTEPBAJiy HABJIXffiEHHH

P e 3 b  m e

B paCoie paocMaTpHBaeiCH 3asava Teicymero onpefle^eHHa coctohhhh JiHHeflnoro 
flHHanHqeoKoro oSteKTa, npn HcnoJib30BaHHH bxo^hux H3uepeHHti u ( a )  h bhxo,hhhx 
OHTHajIOB zq( s ) .

Kax noKa3aT8Jii> KaneciBa npHHHuaeica paccTOHHHe u e x x y  ipaeKiopHeil oC-beKTa 
h MOflejiH, onpeflejiBHHOe Ha HHTepsajie [ t - b , t ]  r se  t-TeKymaB uoueHi BpeueHa. 
Hcnoxt3ya flHi}xiiepeHHHaJii.Hoe ypaBHeHae m na ra«Hxi>TOHa-HKo6H npeanojiaraeTCH 
MeTOfl oaHTeaa caoieMH onpe^ejieHHa coctohhhB.

STATE DETERMINATION OP BINEAR CCNTINOUS DOT AMI C SYSTEMS POR A GIVEN 
HORIZON OP OBSERVATION

S u m m a r y

The problem o f  an on l i n e  a t a t e  determ ination  fo r  l in e a r  continuoua sy- 
atems with  g iven  output and in put 8 ig n a l s  z0 ( s ) ,  u ( a )  ha8 been p resen ted  
in  t h i s  p ap er .  The q u a d ra t ic  c r i t e r i o n  determined on the [ t - b , t ]  in t e r v a l ,  
where t  i a  curren t tim e, was assumed. The problem was so lv e d  u s in g  a par
t i a l  d i f f e r e n t i a l  equation  o f  the H am ilton-Jacobi type d e s c r ib in g  the be
haviour o f  the c r i t e r i o n  a long  the system t r a j e c t o r y .  The system  o f  a t a t e  
e s t im a t io n  was ob ta in ed  in  the  form od d i f f e r e n t i a l  eq u at io n s  ana logous to  
Kalman-Bucy f i l t e r  when b =


