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Streszczenie. W publikacji przedstawiono metodę analizy dynamiki 
elementów automatyki, przy wykorzystaniu elektronicznej maszyny ana
logowej. Jako przykład pokazano analizę dynamiki elektromechanicz
nego przetwornika sygnału elektrycznego na przesunięcie liniowe.

1. Wstęp
Maszyny matematyczne odkryły nowe możliwości w dziedzinie elektromecha

niki, posiadającej szereg specyficznych problemów o złożonym opisie mate
matycznym. Na uwagę w tym zakresie zasługują przede wszystkim praca [i] i
[2] przedstawiające zastosowanie modelowania analogowego do badania dyna
miki elektromechanicznych przetworników energii, ze szczególnym uwzględ
nieniem maszyn indukcyjnych. Do analizy i syntezy układów dynamicznych sto 
suje się również modelowanie cyfrowe [3]. W niniejszej publikacji przed
stawiono analizę dynamiki elektromechanicznego przetwornika sygnału elek
trycznego na przesunięcie liniowe, pod wpływem wymuszenia sinusoidalnie 
zmiennego - metodą modelowania analogowego.

Elektromechaniczny przetwornik sygnału elektrycznego na przesunięcie 
liniowe cechuje prosta budowa, co jednak nie upraszcza zachodzących w nim 
zjawisk fizykalnych. Dynamika tego mechanizmu nurtowała wielu autorów, co 
doprowadziło do opublikowania różnorodnych metod (np. metody: Jassego,
Schuelera, Moskwitina, Liwszycy, Sotskowa), które z uwagi na poczynione 
założenia upraszczające nie mają praktycznego znaczenia [4]. Rozwiązania 
w postaci transmitancji operatorowych podane w pracach [5] i [6] mogą być 
wykorzystane do analizy dynamiki układów regulacji - aczkolwiek linearyza- 
cja niweczy ogólność podanej metody. W przytoczonych publikacjach rozwa
żano elektromechaniczny przetwornik energii jako przekaźnik, dla którego 
dynamika miała istotne znaczenie tylko z uwagi na czasy: zadziałania lub 
zwalniania - bowiem dla przekaźnika wystarcza, by jego charakterystyka sta
tyczna przebiegała ponad charakterystyką obciążenia [7].

Celem autora jest przeprowadzenie analizy dynamiki elektromechaniczne
go przetwornika sygnału elektrycznego sinusoidalnie zmiennego, na przesu
nięcie liniowe. A zatem obiektem badań jest elektromechaniczny element au
tomatyki przetwarzający:
- amplitudę sygnału elektrycznego,
- częstotliwość sygnału elektrycznego,
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na przesunięcie liniowe. Badania przeprowadzone metodą modelowania analo
gowego na elektronicznej maszynie analogowej ELY/AT-1M.

2. Modelowanie

Metodyka modelowania analogowego obejmuje idealizację obiektu rzeczy
wistego i sprecyzowanie modelu fizykalnego, następnie sformułowanie mode
lu matematycznego i ostatecznego modelu analogowego. Y/yniki badań modelo
wych w odniesieniu do obiektu rzeczywistego obarczone są błędami modelo
wania, które nie powinny przekroczyć tolerancji pomiarów i wykonania o- 
biektu rzeczywistego.

2.1. Model fizykalny
Model fizykalny rozpatrywanego elektromechanicznego elementu automaty

ki stanowi magnetyczne jarzmo z nawiniętym nań uzwojeniem oraz korektor 
mechaniczny składający się z magnetycznej zwory, sprężyny i tłumika.Sy
gnałem wejściowym jest napięcie przyłożone do uzwojenia znajdującego się na 
jarzmie, a sygnałem wyjściowym przesunięcie zwory. Model ten pokazano na 
rys. 1, przyjmując następujące oznaczenia:

Rys. 1. Model fizykalny
m - masa zwory,
D - współczynnik tłumienia, 
k - współczynnik sprężystości,
R - rezystancja uzwojenia,
Z - liczba zwojów,
S - szerokość szczeliny stałej, 
d - początkowa szerokość szczeliny zmiennej,
S - pole przekroju szczeliny zmiennej,

S/2 - pole przekroju szczeliny stałej,
U - napięcie sterujące,
x - współrzędna układu związanego z początkowym położeniem zwory. 
Różnica pomiędzy budową i zasadą działania rzeczywistego przetwornika 

a jego modelem, jest błędem modelu fizykalnego.
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2.2. Łlodel matematyczny
Równanie modelu matematycznego opisującego dynamikę przyjętego modelu 

fizykalnego można wyprowadzić korzystając z ogólnych równań lagrange’a- 
Maxwella dla holonomicznych układów elektromechanicznych [8], Zakładając 
dla modelu fizykalnego z rys. 1 współrzędne uogólnione:

q-, = * 
q2 = jidt_

gdzie:
i - prąd uzwojenia jarzma,

otrzymamy funkcję lagrange'a w postaci:

1 = ^[mqi ~ kq^ + M(q1 ) ^|J,

(i)

Í2)

gdzie: Łl(q^) - indukcyjność zależna od położenia zworyj a pracę wirtualną 
sił zewnętrznych i rozpraszających w postaci:

ÓA = (U R^ 2) • 8ą2 - Dq1 . tfq., Í3)

jako, że układ doznaje przesunięć wirtualnych podczas wirtualnych wariacji 
jego współrzędnych uogólnionych.

W związku z tym równania Lagrange'a 2 rodzaju

d "DL c>L 
37 -  3q^ dla n = 1,2

Ln

po wykorzystaniu wyrażeń (2 ) i (3 ) będą miały postaci

mq 1 +k<ii =

d
37 ‘ q i >  • k 2 \  =  u  -

podstawiając (i) do (5), otrzymamy:

mx + D3ć + kx 

d
17d [m (x ) . i]

1 i2 . Jł m (x )2 0x

u - R . i

(4)

(5)

(6)
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Zauważymy, że w ten sposób otrzymaliśmy równania d'Alemberts i Kirch- 
hoffa. Uwzględniając w modelu fizykalnym z rys. 1 tylko reluktancje szcze
lin powietrznych, wyznaczymy!

¿1 - przenikalność magnetyczna powietrza.

Celem ułatwienia modelowania na maszynie analogowej, w modelu matema-

Uwzględniając (7 ) i (8) w (6), po prostych przekształceniach,otrzymamy 
ostatecznie:

Równania ^9) stanowią model matematyczny elektromechanicznego przetwor
nika sygnału elektryczrego na przesunięcie liniowe.Napięcie sterujące moż
na zmieniać dowolnie, jednakże w dalszej analizie założymy sterowanie si
nusoidalne:

gdzie:
UQ - amplituda, 
f - częstotliwość, 
cp - faza początkowa.

Błąd, jaki wnosi do dalszych badań model matematyczny, wynika z różni
cy pomiędzy modelem fizykalnym przedstawionym na rys. 1 a interpretacją 
fizykalną jaką dają równania (9).

M(x) = z2 nS 
8 + d -x (7)

gdzie:

tycznym (6) należy wyeliminować prądy przez liniozwoje wg zależności:

= M(x) . i (8)

(9)
1
2

u(t) = UQ . sin(2Jif . t + cp), (1 0)
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2.3. Model analogowy
Model analogowy rozpatrywanego przetwornika przedstawiony na rya. 2 

jest jednocześnie programem dla maszyny analogowej. Model ten składa się 
z następujących bloków operacyjnych:
- integratory
- inwertor
- mnożarka
- kwadrator
- ogranicznik

- nr nr 3, 4, 5, 9, 12.
- nr 1 ,
- nr 15,
- nr 7,
- n r  13,

- potencjometry - nr nr 2, 8, 11, 10, 14.

Warunki początkowe dla integratorów: nr 3 i nr 4. określa ją fazę począt
kową napięcia sterującego. Pozostałe warunki początkowe (integratory:nr 5, 
nr 9, nr 12) są zerowe - co wynika z równowagi statycznej. Zaproponowany 
model matematyczny daje poprawne wyniki dla przesunięć zwory nie powodu
jących jej uderzeń o jarzmo. Zatem w modelu analogowym wprowadzono ogra
nicznik •amplitudy.

Przebiegi w czasie: przesunięcia i prędkości zwory - rejestruje się na 
wyjściach odpowiednio: bloku nr 13 i potencjometru nr 11. Celem przeprowa
dzenia badań modelowych zastosowano skalowanie eksperymentalne [9],przyj
mując dla liniozwojów t|> m = 10-2 [Wb] i zwalniając czas 100 razy.

Błąd modelu analogowego wynika z różnicy pomiędzy wynikami, jakie daje 
model analogowy, i wynikami analitycznymi modelu matematycznego.

Badania modelowe przeprowadzono na maszynie analogowej EUYAT 1 M.
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3. Eksperymenty
Analizę dynamiki rozpatrywanego przetwornika przedstawiono w postaci 

przebiegów czasowych oraz stosując klasyczną metodę badania dynamiki ukła
dów nieliniowych [l0] - na płaszczyźnie fazowej. V, analizie określa się 
strefy pracy przetwornika w sposób następujący:
A. Strefa pracy stabilnej - przetwornik jest elementem dynamicznym stabil

ny®» fióy pod wpływem wymuszającego sygnału elektrycznego przesunięcie 
liniowe zwory (niezależnie od prędkości) jest mniejsze od szerokości 
szczeliny:

0 <  x (t) <  d dla te [o,°°]

B. Strefa pracy niestabilnej - przetwornik jest elementem dynamicznym nie
stabilnym, jeżeli pod wpływem wymuszającego sygnełu elektrycznego prze
sunięcie liniowe zwory (niezależnie.od prędkości) osiąga wartość szero
kości szczeliny, dla pewnej chwili czasu:

x(tk ) = d dla tk e [o,°°]

Zatem niestabilny przetwornik pracuje w praktyce podobnie jak prze
kaźnik - czyli zwora uderza w jarzmo.

Przetwornik z rys. 1 opisano następującymi danymi liczbowymi:

R = 1 , 2  [ii]
=0,1 [mm] 

d = 4  [mm]
S = 4 [c®2]
m = 0 , 3  [kg ]
Ko = 85 . 103 [li/m]
Dq = 500 [No/m],

gdzie:
R - rezystancja uzwojenia na jarzmie.
Przeprowadzone badania modelowe obejtiują eksperymenty - dla różnych 

wartości danych liczbowych (wariantów danych liczbowych).
Wariantowano:

- paremet-ry sterowania:
U0= 6; 1 2 } 1 8 } 24} 30} 36 [v]
f = 25} 50; 100 [Hz]
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- parametry układu:
k = 85 . 103 [K/m] + Ak
D = 500 [Ns/n] + AD
Niecelowość wariantowania fazy sygnału elektrycznego uzasadniono ni

żej.

3.1. Przetwornik amplitudy napięcia na przesuniecie
Trajektorie fazowe dla f = 50 [Hz] oraz parametrów układu: "k0" i

"Do" - przy zmianach amplitudy sygnału sterującego przedstawiono na rys.3.

Zakładając strefę stabilności:

0 < x  <d
z przebiegu trajektorii wnioskujemy, że:
- istnieje graniczna wartość amplitudy, powyżej której przetwornik Jest 

niestabilny}
- podczas niestabilnej pracy przetwornika zwora uderza w jarzmo z tą samą 

prędkością;
- duża energia kinetyczna, z jaką zwora uderza w jarzmo, winna byó brana 

pod uwagę przy projektowaniu przekaźników}
- jeżeli amplituda sygnału sterującego nie przekracza granicznej wartości, 

to trajektorie fazowe tworzą stabilny cykl graniczny}
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- amplituda cyklu granicznego i kształt trajektorii fazowej eą zależne od 
amplitudy sygnału wymuszającego.
Z przebiegu trajektorii fazowych dla u = 6 [v]i u = 12 [v] można wnios

kować, że czas dojścia do cyklu granicznego jest zależny od napięcia ste
rującego. Jednakże określenie ilościowe tych zależności jest trudne i wy
maga przyjęcia pewnego kryterium oceny.

Rys. 4. Przesunięcie zwory dla różnych amplitud sygnału sterującego

Wyniki przeprowadzonej analizy wskazują, że dla określonego zakresu 
zmian amplitudy napięcia sterującego, zwora zajmuje położenie w określo
nej strefie stabilności. Aby jednak bliżej określić zależność pomiędzy am
plitudą napięcia sterującego a parametrami stabilnego cyklu granicznego 
badania przeprowadzono wybierając amplitudę sygnału sterującego 6 [v].

3.2. Przetworniki częstotliwości na przesunięcie
Zakładając strefę stabilności, parametry układu i amplitudę analogicz

nie jak w punkcie 3.1 przeprowadzono wariantowanie częstotliwości sygnału 
sterującego. Trajektorie fazowe dla tego przypadku przedstawia rys. 5.

Przebiegi trajektorii fazowych z rys. 5 pozwalają sformułować następu
jące wnioski:
- Istnieje pasmo częstotliwości sygnału sterującego, dla których trajekto
rie fazowe kończą się stabilnym cyklem granicznym w wyznaczonej strefie 
stabilności. Dla częstotliwości małych zwora uderza w jarzmo, a dla du
żych występuje silne tłumienie sygnału amplituda jest niedostrzegalnie 
mała.



Analiza dynamiki elektromechanicznego przetwornika.. 145
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Rys. 5. Trajektorie fazowe przy zmianach częstotliwości sygnału sterują
cego

- Kształt trajektorii fazowej i amplituda cyklu granicznego są zależne od 
częstotliwości sygnału sterującego.
Zależność czasu dojścia do cyklu granicznego dla różnych częstotliwo

ści sygnału sterującego przedstawiono na rys. 6.
Jak wynika z rys. 6 czas dojścia do stabilnego cyklu granicznego male

je wraz ze wzrostem częstotliwości. Analogicznie jak w punkcie 3.1 można 
stwierdzić, że badany układ może pracować jako przetwornik częstotliwości 
sygnału sterującego na przesunięcie liniowe, bowiem jeżeli wybrać często
tliwość określonego pasma to zw.ora będzie dążyć do stabilnego cyklu gra
nicznego zajmując położenie w wyznaczonej strefie stabilności. Celem u- 
zyskania wymaganych relacji pomiędzy częstotliwością sygnału sterującego 
a parametrami stabilnego cyklu pomiarowego, należy przeprowadzić warianto
wanie parametrów układu. Dalszą analizę prowadzi się dla f =* 50 [Hz].
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Rys. 6. Przesunięcie zwory dla różnych częstotliwości sygnału sterującego

3*3. V<’ariŁntowanie parametrów korektora mechanicznego
Jak wynika z analiz przeprowadzonych w punktach 3.1 oraz 3.2 przesu

nięcie zwory jest zależne nieliniowo od amplitudy i częstotliwości sygna
łu sterującego. Położenie i kształt cyklu granicznego w sensie geometrycz
nym są jednak nieliniowymi funkcjami nie tylko sterowania ale i parame
trów korektora mechanicznego. Zatem własności statyczne i dynamiczne prze
twornika dla amplitudy lub częstotliwości napięcia na przesunięcie linio
we wybranych zakresów przetwarzania napięcia na przesunięcie liniowe wy
branych zakresów przetwarzania można optymalizować poprzez dobór parame
trów korektora mechanicznego. W dalszym ciągu przeprowadzono wariantowa
nie współczynników; sprężystości i tłumienia przy ustalonych parametrach 
sterowania.

3-3.1. Wariantowanie współczynnika tłumienia
Wariantowanie współczynnika tłumienia przeprowadzono dla ustalonego 

współczynnika sprężystości przy założeniu Dq = 500 [Ns/m],
Przebieg trajektorii fazowych pokazano na rys. 7.
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Rys. 8. Przesunięcie zwory dla różnych współczynników tłumienia

Rys. 7. Trajektorie fazowe przy zmianach współczynnika tłumienia

XCm/sJ
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Z rys. 7 wynika oczywiście, żes
- amplituda cyklu granicznego maleje ze wzrostem tłumienia,
- tłumienie nie ma wpływu na położenie geometrycznego środka cyklu gra

nicznego,
- dla małego tłumienia występuje przesunięcie zwory z przeregulowaniem.

Wpływ współczynnika tłumienia na czas dojścia do cyklu granicznego moż
na łatwo przedstawić na podstawie wyników pokazanych na rys.8. Ilustracja 
ta Jest na tyle oczywista, że nie wymaga komentarzy.

Z przeprowadzonej analizy wynika, że tłumienie może być parametrem uży
tym do uzyskania założonej amplitudy cyklu granicznego. Zmniejszanie am
plitudy cyklu prowadzi jednak do wydłużenia czasu dojścia do cyklu.Dalsze 
rozważania prowadzi się przy ustalonym współczynniku tłumienia Dq.

3.3.2. Wariantowanie współczynnika sprężystości
Wariantowanie współczynnika sprężystości przeprowadzono wychodząc od 

wartości kQ = 85 . 10^ N/m . Trajektorie fazowe pokazano na rys.
Z rys. 9 wynika że:

- przy wzroście sprężystości maleje przesunięcie geometrycznego środka 
cyklu granicznego,

Rys. 9. Trajektorie fazowe przy zmianach współczynnika sprężystości
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- dla dużego współczynnika sprężystości występuje przesunięcie zwory z 
przeregulowaniem,

- współczynnik sprężystości zmienia amplitudę cyklu granicznego.
Czas dojścia do cyklu granicznego rośnie przy zmniejszaniu współczyn

nika sprężystości, co pokazano na rys. 10. Zatem zmiana sprężystości po
woduje zmianę własności statycznych i dynamicznych przetwornika.

Rys. 10. Przesunięcie zwory dla różnych współczynników sprężystości

4. Uwagi końcowe

Z przeprowadzonych badań zilustrowanych fragmentarycznie na rysunkach 
wynika, że elektromechaniczny przetwornik sygnału elektrycznego na prze
sunięcie liniowe'pod wpływem sygnału sterującego zachowuje stan równowagi 
elektrodynamicznej, przejawem którego jest obserwowany stabilny cykl gra
niczny położenia zwory w czasie. Rozpatrywany układ może pracować jako 
przetwornik amplitudy lub częstotliwości na przesunięcie liniowe. Charak
terystyki statyczne i dynamiczne rozpatrywanego przetwornika są funkcjami 
nieliniowymi sterowania i parametrów układu. Uzyskanie określonej charak
terystyki statycznej przetwornika jako zależności położenia środka geome
trycznego cyklu granicznego od amplitudy lub częstotliwości wymaga doboru 
parametrów korektora mechanicznego, przy założeniu, że dane są zakresy 
zmian parametrów sterowania. Charakterystyka statyczna może być zmieniona 
jedynie przy zmianach współczynnika sprężystości. Przy pomocy współozyn-
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nika tłumienia można ograniczyć amplitudę cyklu granicznego do wartości 
tolerancji pomiarów przesunięcia liniowego przetwornika.

Własności dynamiczne przetwornika są zależne zarówno od parametrów ste
rowania jak i parametrów układu. Należy zwrócić uwagę na fakt,że korektor 
mechaniczny wprowadza do układu dużą inercję - co ogranicza pasmo prze
noszonych częstotliwości i jest przyczyną.zbyt dużych błędów przy śledze
niu przebiegów elektrycznych o zmiennej amplitudzie lub częstotliwości.

Syntezę i wybór parametrów zapewniających optymalną dynamikę przetwor
nika w sensie przyjętego kryterium (minimalny czas reakcji bez przeregu- 
lowań) można przeprowadzić na maszynie analogowej, wykorzystując metodę 
relaksacji zmodyfikowanej [9].

Przedstawiona problematyka wskazuje na możliwość stosowania, modelowa
nia analogowego do analizy dynamiki elektromechanicznych elementów auto
matyki. Należy jednak zauważyć, że modelowanie analogowe skomplikowanych 
elementów elektromechanicznych nie jest efektywne, z uwagi na konieczność 
skalowania i obliczania nastaw potencjometrów. Większe możliwości w tym 
zakresie posiada modelowanie cyfrowe [3].
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AHAJIH3 KHHAMHKH BJIEKTPOMEXAHHHECKOrO IJPE0EPA30BATEJ1H 
METODOM AHAJIOrOBOrO MOHEJIHPOBAHHH

P e 3 kj m e

B pafioTe npeACTaBjieH uetoa anajiH3a .ąHHauHKH sJieMemoB aBTOMaTHKH npn hc-  
nojib30BaHHH aJieKipoHHoił aHajioroBoił BbitiHOJHxeJibHoñ uamHHH. B KanecTBe npHMe- 
pa noKa3aH aHaJiH3 flHHaMHKH ojieKTpoMexaHnvecKOro  npeodpa30B areJia s^eK T pnuec- 
Koro carH ajia  Ha jiMHeiiHoe nepeuemeHHe. °

ANALYSIS OP DYNAMICS OP ELECTROMECHANICAL ENERGY CONVERSION USING ANALOG COMPUTER

S u m m a r y

In this paper a method of dynamics analysis of automatization system 
investigation has been presented- As an example an analysis of electrome
chanical energy conversion dynamics was given.


