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O,WLASNOSCIACH TRANSFORMACYJNYCH PEWNEGO TYPU
ROWNAN ROZNICZKOWYCH NIELINIOWYCH, cz. 1

_ Streszczenie. Opracowanie zawiera analize istnie-
nia 1 jednoznacznosci rozwigzania réwnania rézniczko-

wego
NG X,X,-.2) + F2(X,X,X,...) r fjCt) @)

Réwnanie tego typu opisuje pewng klase zastepczych
uktadow elektrycznych przedstawionych w postaci tdo-

kowej na rys. 1 oraz rys. 2.
Na podstawie przeprowadzonych dowodow twierdzen 1,

11, 111 wykazano, ze przy pewnych ograniczeniach dla
funkcji T2 (x,%,X,...Joraz F*(t) réwnanie () jest
transformowalne wraz z rozwigzaniem weddug prostego

i odwrotnego przeksztatcenia Laplace*a.

1. Sformudowanie problemu

Pewne zagadnienia spotykane w elektrotechnice obwodéw nielinio-
wych mozna przedstawi¢ w postaci prostego zastepczego ukdadu
szeregowego (rys. 1) lub réwnolegtego (rys. 2),
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gdzie

ELZ - element liniowy zastepczy, pasywny,
2NZ - element nieliniowy zastepczy, pasywny,
funkcja zmiennej rzeczywistej reprezentujgca ele-
ment aktywny obwodu zastepczego.
Obwody takie mozna opisa¢ rownaniem rozniczkowym nielinio-
wym (r.r.n.) o postaci:

OGX,X, .0 ) + FOK,X,X, ... ) — F~(P) @)

gdzie

x(t) jest zmienna zaleznag zmiennej rzeczywistej t,
(xX,X,X,,..) jest liniowg funkcjag x(t),

2 (X,X,&,...) jest nieliniowg funkcja x(t),

fA(t) jest funkcjg zmiennej rzeczywistej.

Udowodnimy, ze przy pewnych ograniczeniach co do charakteru
funkcji nieliniowej T£ oraz funkcji wymuszajacej T roz-
wigzanie roéwnania (1) istnieje, Jest jednoznaczne oraz anali-
tyczne, Na tej podstawie bedzie mozna stwierdzié¢, ze réwnanie
(1)jest tranrfannowalne wg przeksztatcenia Laplace>a ot]|}a otrzy-
mane ta droga rozwigzanie operatorowe mozna odtworzy¢ na pia-
szczyznie zmiennej rzeczyw}stej przez zastosowanie transforma-
cji odwrotnej Laplace*a a(

Wykazemy, ze konieczne sg hastepujgce ograniczenia:

1) Odpowiedz impulsowa yCt) czesci liniowej r.r.n (1)

fA(X,X,X, ...) spednia warunki nastepujace:
lim y(t)e“a™ =0 czyli ly() |k k-.e™b ()
t-—>

gdzie: k,b,a - rzeczywiste dla t > 0

Br
z(s) - operatorowa impedancja ELZ.
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2) Czes¢ nieliniowa r.r.n (1) f2(x,+,3t,...) speknia zmody-
fikowany warunek Lipschitza o postaci:

I2{v(®j - f2W®)|M e-at V() - w(®] . @)

dla M, a rzeczywistych oraz t>0.

3) Funkcja wymuszajaca f~(t) jest funkcja lokalnie catko-
walna, majoryzowatia przez funkcje wyktadnicza;

I3 (D) ]|«M.edt (€))

dla li, g rzeczywistych t>0.

2. Dowéd na istnienie i jednoznacznos¢ rozwigzanig réwnania
r.n. Q).

Postuzmy sie metodg Picarda, w mysl ktérej kolejnymi przybli-
zeniami rozwiazania sa:

t
XQCD) = J FACD) y(t-T)EC
(0]
T
X1() = xo(t)-~ 2 {xo(*) y(t-i) di
(0]

aQ(t) - J F2{Q-i (DIy(t-i) dr

[0}

XD ()

gdzie: y(t) jest odpowiedzig liniowej czesci r.r.n (1) na
funkcje impulsowg, spedniajacg warunek (@ ).

Twierdzenie 1
Jezeli istnieje lim M(t) = x(t); to x(t) jest rozwigza-

niem r.r.n. (@) n"
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1° sprawdzimy, czy ciag jest zbiezny*

t
xn+i(E) = x0(0) - / Bk (i))y (t-0©) d*
o

xn() =xo() “ F 2 xb-1GDIY(L i) dT

o]
t
irCt) - xQcCt) = f w Ixn-1(T)“ ~C~)}yC-b-*r) dZ
0]
Zachodzi*
t
Xn+1(t) " V t}iI</ [R2{xn-1@r)" SfcCHHI7 (t-*)|dr
0
a poniewaz:
limy(t)e at = 0 to* jyCt
tT— e
dla t>0 k>0 beN bedzie:
t
V. tIM * ebt & k2{xn-1Cr}- *nU) H *****
o}
Jezeli ) bedzie spedniata zmodyfikowany warunek
Lipschitza o postaci ”,"dla kazdego t>0,
to*
t
I W *1- =SSCo|<*-K.ebty -~ =S,Cr)|e-<atb)lai
0

i mozemy wybrac¢ takie O rzeczywiste, ze dla kazdego t>0

bedzie zachodzic¢:

max|xn_1(t) - xn(®)]«sq ®)
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Mozemy powiedziec¢,zedz~Ct)} Jest zbiezny jezeli T2 (X,X,X,..)
spetnia zmodyfikowany warunek Lipschitza oraz udowodni¢ metodag

indukcji, ze istnieje lim jj° T2 {xn_i(r)}y ag:
n—°= 3
Dla n = 1:
t
2 () - (t)|™M.E.eb™ J Xq() - x,(r) |dE =
o]
M.K bt 1, -/3&1 ,,J %
= HBia »q *I11 “ e I Sdzie /3= @ + a)
dla n =2*
t
IXi(t) - x2 (t)|<M.K.ebt J e"(atbjiIx1 () - " (d*- =
o

[Kil2. ¢£1 . qrl2 ,~t . e’27 ]

dla n = k:

a wiec dla danego £>0 istnieje N>0 takie, ze dla wszyst
kich n> N oraz /B3>0

I*a+1 () “ *nit)\<£

Oszacujemy teraz granice lim = x(t)
A(t) =S (t) oS T Xr (t)]
r=1i
n-1 n

lim lx_(t)—x (Oklim YY" [x~(t~rCctn~rlim q - |y
n» « “« u In— o® n— s
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poniewaz

jest szeregiem potegowym, granica jego istnieje Ccbdo); a z
twierdzenia Weierstrassa szereg:

- A ()] <8)

jest szeregiem jednostajnie zbieznym.

2°  Jezeli zatem lim istnieje, to speknia réwnanie Q),
n_

a wiec:
IX()) - x*(®O] < £ ®
gdzie: e dowolnie mate, a xn(t) jest catka r.r.n. ().

Dane jest arbitralnie £ > 0. Wykazemy, ze dla wszystkich
n > N oraz wszystkich t>0 jest speknione.

t
IX(t) - DQ® - J F23xQi:)jy(t-i)dt]|<E (€V)
Piszac tozsamosc:
L t

X (t)—';x@ ()-J 2 xn M ye-1)df;]= x(©)-[xQ (©)-J *2Hn~
0]

oraz uwzgledniajgc wyrazenia @) mamy:
xn() + x(t) - X0 - 7 F2jxn(G;))yE-di"=
t 0 t
= x(t)-[/7 f2LLn(M))yE-i)dT - 7/ y(t-r) di]
1
x(t) -[x0(t)-yf2 pxn()Jy(t-rHd™ = x()-z*(D-[A] (AD
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gdzie:
T
M Jye-Ndi - j f2{xn_1 (1)}y(t-Dd"
o o
Zachodzi:
t
Ix(®) - xQ® -J f2{*n"} di] < [x(t) - xQ(©) +
o
t (12)
+
o
lecz:
o

dla wszystkich t>0
wiec teraz:

IX(E)-1XQ(D)- J 2 D (Dy(t-Ddt]I<Ix(D) - ~(©)] + 4 (3)

oraz:

Hnx() - xQyj(®OI<lim |x() - xQ(O|+ as
n—~ n— 00

Na podstawie (8) mozemy przewidzie¢, ze dla réwnania (Q)

Ix(©) - xa()|<| dla t >0 @s5)
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Twierdzenie 11

Jezeli rozwigzanie réwnania (1) istnieje jako

x(t) = lim xQ(v),
n— 0

to jest ono rozwigzaniem jednoznacznym.
Zaktadamy, ze istnieje inne rozwigzanie réwnania (1) i ze jest
nim

x*(t) @ae)

Dowodzimy:

f f2 | xn -1 (r i) ytt" Tidr
Ix(®) - x"+1 () |<£
Poniewaz dla rownania (1) zachodzi (10), mozemy napisac:

Tt
X = x*(D) -J 2 C } y(t-t) di

0w ) C%ees o
(0]

gdzie: x"(t) = xQ(t) bo rozwigzanie czesci liniowej réwnania
(1) jest jednoznaczne.
Po odjeciu stronami otrzymujemy

an

x(t)

t
[X©) - x(©)]= J [fglx*(1)}-Fglxq(TH y(t-1) di as)

(0]
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Uwzgledniajac warunek Lipschitza (6) mamy:
M (OHZXOWECHA” ea@xXDjhEREC)
o] c
Jezeli

I*n(t) - ~ Ct)ImaX <H

to na podstawie twierdzenia o indukcji otrzymujemy jak poprzed-

nio:
t
> (t)- x(O)|<M /7 e“31™*7) - xn(B)]* K eb(t-i1)di
o]
o
QW °
gdzie:
-I:[ l-e-~"]e-bt = s
3n

Dla t>0 lim o

Q—s®

a poniewaz z zatozenia (16)
P - x(t) i 0

musi zachodzic¢

XY s X(E) (21)
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3. Dowdd analitycznosci rozwigzania r.r.n. Q)

Twierdzenie 111

Jezeli kolejne catki réwnania (1) sg typu wykdadniczego oraz
istnieje granica x(t), to rozwigzanie r.r. jest funkcjag ana-
lityczng w przedziale zbieznosci szeregu Taylora x(t).

Istnienie granicy dla r.r.n.(): x(t), zostato poprzednio
udowodnione (9). Wystarczy zatem udowodni¢, ze kolejne cakki
rownania (1) sg typu wyktadniczego:

1° jezeli T~Ct) jest funkcja lokalnie catkowalng, majoryzo-
wang przez funkcje wyktadnicza (4) oraz odpowiedZ impulso-
wa liniowej czesci ukdtadu speknia warunek (Q):

ly(t)]«K.ebt

to:

IB@O. y)y= JAaOIly®IMK. e(g+tb)t="e &t @2)

i catka

o]
jest typu wyk#adniczego.

Xj () = xQ(©)- J C DI y(t- %)dr

0.

jest typu wykdadniczego, jezeli:

(€L))
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to wtedy:

H2(x0 () ¥ y(t) |=]F2 o (I (t)H N,K e b+

oraz
t t
13 R200GEDW (i ) dN K e(b+7 fdi:=ize(b+" t 4)
(0] (0]

a takze poniewaz suma funkcji typu wyk#adniczego Jest funkcjg
typu wyktadniczego:
t

X0 N -/ F2IxorrNpy™Mt_Ndr =MeXt -Nef£t = Z e5t (@25)
o]

3° W rezultacie

t
xD(t)=xo() -/ Fgjz~Uidyit-Tjdr
o]

Jest funkcja typu wyktadniczego na podstawie 1° oraz 2° i
rozumowania indukcyjnego, Jezeli tylko zachodzi (25).

4. Wnioski

Na podstawie dowiedzionych twierdzen, mozemy powiedziec¢, ze
r.r.n. Jest transformowalne wg Laplace*a wraz z rozwigzaniami
i wszystkimi Jego kolejnymi przyblizeniami, Jezeli to rdéwnanie
spednia nastepujgce warunki:
1) r.r.n. musi sie da¢ przedstawi¢ w postaci (),
2) zastepcza funkcja wymuszajgca TA(t) Jest typu wykdad-
niczego,
5) czes¢ nieliniowa r.r.n. (@) musi spednia¢ zmodyfiko-
wany warunek Lipschitza (3) oraz 2 ja (t)}<M.e™b (26)
dla kazdego t>0 przy M, q rzeczywistych,
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4) czes¢ liniowa r.r.n. jest dowolnego rzedu pochodnej.

Teraz mozemy napisac:

t
XQ(t) =/ FAU) y(t-r) dr = 5 (t)*y(t)
(0]
t
2,0 = xQ(D)-T 200 (Niy(t-Ndr = x0 (D-R2HQMILD Q1)
(0]
t
xn(t) = x0(t)- J 2 xn-1(T)) y (t-Tdi = x0 (£)-F2 {xD_1 (©)j«r(t)
o

Na podstawie warunkow 1°, 2°, 3° mozemy do réwnan (27)
zastosowa¢ twierdzenie Borela o transformacie splotu i otrzy-
mamy :

@ [XQ)] = {3 (O»y(D)] = F5(s)-Y(s) =Xo(s)

rt{x1(t)J=0(jxo(t)j - rt|f2{xo(t)}*y(t)I= X0 (s)-F2 {x0 (s)}Y(s)

@)
V. s) - 2 Ixn-1Cs)F Y(S) =XnCs)
oraz:
lim XQ(s) = X(s)
s—0
@)
X(s) £ X(t)
lub
Xn(s) S~M(t) / [PJU) - P2{Xn.1(S))]rCs)est da (30)
Br
oraz lim ~(t) = x(t)

t-
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5« Przyktady zastosowania

Réwnania roézniczkowe nieliniowe opisujgce pewng klase ukdtadow
elektrycznych spedniajg wymagania postawione dla réwnania ()
ograniczonego warunkami (29). Sa to uktady elektryczne w kto-
rych?

1° zastepcza funkcja wymuszajaca jest typu wykdadniczego
[1().u]; [1(a sin t]; [1(D.U(D)]<Me”™ M, q rzeczyw.

[KE).11; [1CO1 sin t1{ [1(Y).1(t)]<Meqt

2 uktad elektryczny da sie sprowadzi¢ przez kombinacje 4a-
czeniowe, do uk#adu zastepczego jak narys. 1 lub 2,

3° funkcja T2 (X,X,X,...) opisujaca w ukfadzie elektrycznym
whasnosci ENZ spednia warunek 3° z (26). Warunek ten spel-
niaja w obwodach elektrycznych elementy, ktérych charakte-
rystyki pradowo-napieciowe sg aproksymowalne z dostateczng

dok*adnosci przez wielomiany potegowe, lub funkcje wyktad-
nicze.

Uwagi koncowe

Przytoczona powyzej metoda pozwala na algebraizacje roéwnan réz-
niczkowych nieliniowych o postaci (1), co moze skutecznie pro-
wadzi¢ do analizy jakosciowej ukdaddéw nieliniowych.

Rekopis z4#ozono w redakcji w styczniu 1967 r.
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0 TPhHO&OPMAUHOHHLK CBOTICTBAX HEKOTOPOrO THIIA
PEHUMAJI BHBtX HEJIKHEFOHHX yYPABHEHKFT «i. 1

Pe 3» ue

CTaTbH COflep™HT aHaJIH3 HaJIHHHH H OJJHOSHaHHOCTH petneHVH  JJH$$e-
pergjHa-iibhoro ypaBHeHHH

FicGxx, ..y + R20Gx,%,...) = FACD @

3toto Tuna ypaBHeHne onnciMBaeT HeKOTOpnft Kliacc sxeKTpnyecKsix
cxeu 3aMenjeHHH b bhjje CTpyKTypHHx cxeu (pHC. 1 h phc. 2).

Ha ocHOBaHHH npoBexeHHMx jjoxasaTexbCTB Teopewti 1, 11, 11
JJOKa3aHO0, HTO npH HeKOTOptIX OTpaHHHeHHX. JIJH $yHKUHH 2 (i,
X, a Taxxe fA(t) ypaBHeHwe (1) HBXHeTca TpaHc$opMOBajib-
hum BMecTe c pemeHHeM corxacHO npHMOMy h ofipaTHOuy npeo6pa30-
BaHHE Jlanxac’a.

TRANSFORMATION PROPERTIES OF THE CERAIN TYPE
OF THE NONLINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS (PART ONE)

Summary

The paper deals with the analysis of the existence and univo-
calness of the differential equation solution

I (X,%,55,... ) + R2(X,x,%x,...) = () @

Equation of this type is describing cehtain class of the equi-
valent electrical systems, presented in the block form on the
fig. 1 and fig. 2.

Based on the experimented proofs of the statements 1,111,111
it is pointed out, that at the certain limits for the fuction
2 (X,X,X,... ) and 7 (t) the equation (1) is tranformable with
the solution after the simple and inverse Laplace transformation.



