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RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH NIELINIOWYCH, cz. I

Streszczenie. Opracowanie zawiera analizę istnie- nia i jednoznaczności rozwiązania równania różniczkowego

f^ (x,x,x,...) + f2 (x,x,x,...) *r fjCt) (1 )
Równanie tego typu opisuje pewną klasę zastępczych 

układów elektrycznych przedstawionych w postaci tło
kowej na rys. 1 oraz rys. 2.

Na podstawie przeprowadzonych dowodów twierdzeń I, 
II, III wykazano, że przy pewnych ograniczeniach dla funkcji f2 (x,±,X,...J oraz f*(t) równanie (1 ) jest 
transformowalne wraz z rozwiązaniem według prostego i odwrotnego przekształcenia Laplace*a.

1. Sformułowanie problemu
Pewne zagadnienia spotykane w elektrotechnice obwodów nielinio
wych można przedstawić w postaci prostego zastępczego układu 
szeregowego (rys. 1 ) lub równoległego (rys. 2 ),
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gdzie
ELZ - element liniowy zastępczy, pasywny,
2NZ - element nieliniowy zastępczy, pasywny,

funkcja zmiennej rzeczywistej reprezentująca ele
ment aktywny obwodu zastępczego.

Obwody takie można opisać równaniem różniczkowym nielinio
wym (r.r.n.) o postaci:

x(t) jest zmienną zależną zmiennej rzeczywistej t,
(x,x,x,,..) jest liniową funkcją x(t), 

f2 (x,x,&,...) jest nieliniową funkcją x(t), 
f^(t) jest funkcją zmiennej rzeczywistej.
Udowodnimy, że przy pewnych ograniczeniach co do charakteru 

funkcji nieliniowej f£ oraz funkcji wymuszającej f^ roz
wiązanie równania (1 ) istnieje, jest jednoznaczne oraz anali
tyczne, Na tej podstawie będzie można stwierdzić, że równanie 
(1)jest tranrfannowalne wg przekształcenia Laplace>a ot|} a. otrzy
mane tą drogą rozwiązanie operatorowe można odtworzyć na pła
szczyźnie zmiennej rzeczywistej przez zastosowanie transforma-

f̂l (x,x,x,... ) + f 0 (x,x,x,... ) — f^(t) (1 )

gdzie

_-icji odwrotnej Laplace*a o(
Wykażemy, że konieczne są następujące ograniczenia:
1) Odpowiedź impulsowa yCt) części liniowej r.r.n (1)

f^(x,x,x,...) spełnia warunki następujące:

lim y(t)e“a^ = 0 czyli |y(t)|<  k.e^b (2)
t — ->
gdzie: k,b,a - rzeczywiste dla t >  0

Br
z(s) - operatorowa impedancja ELZ.
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2) Część nieliniowa r.r.n (1) f2 (x,±,3Ł,...) spełnia zmody
fikowany warunek Lipschitza o postaci:

|f2 {v(t)j - f2 {w(t))|<M e~at |v(t) - w(t)| . (3 )

dla M, a rzeczywistych oraz t>0.
3 ) Funkcja wymuszająca f^(t) jest funkcją lokalnie całko

walną, majoryzowatią przez funkcję wykładniczą;

|f3 (t)|«M.e4t (ą)

dla li, q rzeczywistych t > 0.

2. Dowód na istnienie i jednoznaczność rozwiązanią równania 
r.n. (1 ).

Posłużmy się metodą Picarda, w myśl której kolejnymi przybli
żeniami rozwiązania są:

t
XQ(t) = J f^(t) y(t-T)&C 

o

t
X 1 (t) = xo(t)-^ f2 {xo(^ )  y(t-i) di 

o

XD(t) = acQ(t) - j f2{xQ-i (i)}y(t-i) dr 
o

gdzie: y(t) jest odpowiedzią liniowej części r.r.n (1 ) na
funkcję impulsową, spełniającą warunek (2 ).

Twierdzenie I
Jeżeli istnieje lim ^(t) = x(t); to x(t) jest rozwiąza

niem r.r.n. (1 ) n_̂



40 Magdalena Umlńaka-Bortliczek

1° sprawdzimy, czy ciąg jest zbieżny*

t
xn+i(t) = xo(t) - /  f2 k (i))y (t- c) d* 

o

xn(t) = xo(t) “ f  f2 (xb-1(ir)}y(t"i:) dT 
o

t
i ^ C t )  - xQ Ct) = f  f2 |xn-1(T)“ ^C^)}yC-b-*r) dz 

o

Zachodzi*
t

lXn+1(t) ' V t}l</  |f2{xn-1(ir)’ Sfc(*-)}||7 (t-*)|dr 
o

a ponieważ:

lim y(t)e at = O to* jyCt
t— oe-

dla t >  O k > 0  b e N będzie:
t

V t}M * ebt ^  k 2 {xn-1 C'r}- *nU ) }| *****
o

Jeżeli ) będzie spełniała zmodyfikowany warunek
Lipschitza o postaci ^,'dla każdego t>0,
to*

t
I W * 1 - =S>Ct)|<**-K.ebty'  =S,Cr)|e-<a+b)Iai

O
i możemy wybrać takie O rzeczywiste, że dla każdego t > 0
będzie zachodzić:

max|xn_1 (t) - xn(t)|«sq (6 )
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Możemy powiedzieć,żeJz^Ct)} jest zbieżny jeżeli f2 (x,x,x,..) 
spełnia zmodyfikowany warunek Lipschitza oraz udowodnić metodą 
indukcji, że istnieje lim j j' f2 {xn_i(r)} y dtj:

n—- °° 3
Dla n = 1:

t
|x2 (t) - (t )|^M.E.eb^ J  Xq(t) - x,(r) | d£ =

o
M.K bt I „ - /3t I „ J %

= HBia » q * I 1 “ e I Sdzie /3= (ł> + a)

dla n = 2 *
t

|xj(t) - x2 (t)|<M.K.ebt J  e"(a+bj'i|x1 (t) - ^ ^ ( d * - =
o

. [Ki]2. ¿£1 . q^1_2 ,-^t . e’2 /” ]

dla n = k:

a więc dla danego £ > 0  istnieje N > 0  takie, że dla wszyst 
kich n > N oraz /3 > 0

l*a+1 (t) “ *nit)\< £

Oszacujemy teraz granicę lim = x(t)

^ ( t )  =  S ( t )  ♦ S  T Xr ( t ) ]
r= i
n- 1 n

lim |x_(t)-x (t)klim Y "  [x ^ ( t ^ C t ^ l i m  q . |y n» « 1 “ u 1 n— o® n—  ■*>
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ponieważ

jest szeregiem potęgowym, granica jego istnieje Ccbdo); a z 
twierdzenia Weierstrassa szereg:

-  ^ ( t ) l <8)r=1

jest szeregiem jednostajnie zbieżnym.

2° Jeżeli zatem lim istnieje, to spełnia równanie (1),
n-

a więc:
|x(t) - x^(t)| <  £ (9)

gdzie: e dowolnie małe, a xn(t) jest całką r.r.n. (1 ).
Dane jest arbitralnie £ >  0. Wykażemy, że dla wszystkich 
n >  N oraz wszystkich t>0  jest spełnione.

t
|x(t) - [xQ(t) - J  f2 jxQ(i:)jy(t-i)dt]|<£ (10)

Pisząc tożsamość: 
t

x'' L O
O

t t
(t)-[xQ(t)-J f2 |xn(T)|y(t-i)df;]= x(t)-[xQ(t)-J *2{Xn ̂

oraz uwzględniając wyrażenia (2 ) mamy:
xn(t) + x(t) - [x0 (t) - /  f2jxn(i;)}y(t-t)di'= 

t 0 t
= x(t)-[/  f2 {xn (T))y(t-i)dT - /  y(t-r) di]

1;
x(t) -[x0 (t)-yf2 jxn(i)jy(t-r)d^ = x(t)-z^(t)-[A] (11)
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gdzie:
t

(i) ] y(t-f)di - j f2 {xn_1 (i)}y(t-?r)d^ 
o o

Zachodzi:
t

|x(t) - xQ(t) - J  f2{ * n ^ }  di| <  | x(t) - xQ(t) +

t
+

o
lecz:

o
(1 2 )

o
dla wszystkich t > 0  
więc teraz:

jx(t )-|xQ(t)- J  f2 |xD (i)|y(t-i)dt]|<|x(t) - ^(t)] + -4j- (1 3 )

oraz:

limjx(t) - xQ+yj(t)|<lim | x(t) - xQ(t)|+ ^ (14)
n-— ~  n—- 00

Na podstawie (8 ) możemy przewidzieć, że dla równania (1)

|x(t) - xa(t)|<| dla t > 0  (1 5 )
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Twierdzenie II
Jeżeli rozwiązanie równania (1) istnieje jako

x(t) = lim xQ(t), 
n— 00

to jest ono rozwiązaniem jednoznacznym.
Zakładamy, że istnieje inne rozwiązanie równania (1) i że jest 
nim

x*(t) (16)

Dowodzimy:
t

=  “  f  f 2  | x n - 1 ( r i )  y t t "  T i d r

o

|x(t) - x'+1 (t)|<£

Ponieważ dla równania (1) zachodzi (10), możemy napisać:
t

x'(t) = x*(t) - J f2 C } y(t-t) di

°t (17)
x(t) = xQ(t) - J  {̂n(̂ }̂ yCt-i) di 

o

gdzie: x'(t) = xQ(t) bo rozwiązanie części liniowej równania
(1 ) jest jednoznaczne.

Po odjęciu stronami otrzymujemy
t

[¿Xt) - x(t)]= J  [fg|x*(i)}-fg|xq(T)Jj• y(t-i) di (18)
o
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Uwzględniając warunek Lipschitza (5) mamy: 

f by[f2{̂('O]-f2{x*(t)]y(t-‘0di<M J e_ai|xn(i)-x'Ci)||y(t-ii(aT(19)
o c

Jeżeli

|*n(t) - ^ Ct)lmaX <<lł
to na podstawie twierdzenia o indukcji otrzymujemy jak poprzed
nio:

t
|x* (t)- x(t)|<M /  e“31^*^) - xn(‘t)|* K eb(t-i)di 

o

<q.W °. « o

gdzie:

f [ l - e - ^ ] e - bt = s
3n

Dla t > 0  lim q*
Q—•* «>°

a ponieważ z założenia (16)

| x*(t) - x(t )| i 0

musi zachodzić
X*(t ) s x(t) (2 1 )



46 Magdalena Umińska—Bort liczek

3. Dowód analityczności rozwiązania r.r.n. (1)

Twierdzenie III
Jeżeli kolejne całki równania (1) są typu wykładniczego oraz 
istnieje granica x(t), to rozwiązanie r.r. jest funkcją ana
lityczną w przedziale zbieżności szeregu Taylora x(t).

Istnienie granicy dla r.r.n.(1): x(t), zostało poprzednio 
udowodnione (9). Wystarczy zatem udowodnić, że kolejne całki 
równania (1 ) są typu wykładniczego:

1° jeżeli f^Ct) jest funkcją lokalnie całkowalną, majoryzo- 
waną przez funkcję wykładniczą (4) oraz odpowiedź impulso
wa liniowej części układu spełnia warunek (2 ):

|f3 (t). y(t )j = jfj(t )||y(t) |<M.K. e(q+b)t= ^ e  'at (2 2)

| y(t )|«K.ebt

to:

i całka
t

o
jest typu wykładniczego.

x̂ j (t) = xQ(t)- J  C ) I y(t- % )dr
o.

jest typu wykładniczego, jeżeli:

(23)
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to wtedy:

lf2(xo(t)}* y(t)| =|f2 (xo(t))lly(t)H N,K e(b+1?)1:

oraz
t t

|J f2 {x0 (i')}y ( i : ) d N  K e(b+7 f̂di:=i2e(b+^ t (24)
o o

a także ponieważ suma funkcji typu wykładniczego Jest funkcją 
typu wykładniczego: 

t
xo ^  - /  f2 |xo^r }̂y t̂_^ dr =^®Xt - ^ e £t = Z e5t (2 5 ) 

o

3° W rezultacie
t

xD( t ) = x o(t) - /  fgjz^UiJyit-Tjdr 
o

Jest funkcją typu wykładniczego na podstawie 1° oraz 2° i 
rozumowania indukcyjnego, Jeżeli tylko zachodzi (25).

4. Wnioski
Na podstawie dowiedzionych twierdzeń, możemy powiedzieć, że 
r.r.n. Jest transformowalne wg Laplace*a wraz z rozwiązaniami 
i wszystkimi Jego kolejnymi przybliżeniami, Jeżeli to równanie 
spełnia następujące warunki:

1 ) r.r.n. musi się dać przedstawić w postaci (1 ),
2) zastępcza funkcja wymuszająca f^(t) Jest typu wykład

niczego,
5 ) część nieliniowa r.r.n. (1 ) musi spełniać zmodyfiko

wany warunek Lipschitza (3) oraz f2jac0(t)}<M.e^b (26)
dla każdego t > 0  przy M, q. rzeczywistych,



48 Magdalenó Umińska-Bortliczek

4 ) część liniowa r.r.n. jest dowolnego rzędu pochodnej.
Teraz możemy napisać: 

t
xQ(t) = /  f^U) y(t-r) dr = f5 (t)*y(t)

o
t

2Ł,(t) = xQ(t)-f f2 (x0 (r)jy(t-r)dr = x0 (t)-f2{xQ(t)]tf(t) (2 7) 
o
t

xn(t) = x0 (t)- J f2 |xn-1(T)) y(t- T)di = x0 (t)-f2 {xD_1 (t)j«r(t) 
o

Na podstawie warunków 1°, 2°, 3° możemy do równań (27) 
zastosować twierdzenie Borela o transformacie splotu i otrzy
mamy:

cc | XQ (t ) | = 0c{f3 (t)»y(t)] = F5 (s).Y(s) = X o (s) 

r t { x1( t ) J = 0 ( j x o ( t ) j  -  r t | f2{ x o ( t ) } * y ( t ) J =  X0 (s)-F2 {xo (s)}y(s)

V s) - F2 lxn-1 Cs)}* Y(S) = X nCs)

(28)

oraz:
lim XQ(s) = X(s) 

s— 0 (29)
X(s ) £ X(t)

lub
Xn (s) S ^ ( t )  /  [PjU) - P2 {Xn.1 (S ))]rCs)est da (30)

Br
oraz lim ^ ( t  ) = x(t)

t —  OO
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5« Przykłady zastosowania
Równania różniczkowe nieliniowe opisujące pewną klasę układów 
elektrycznych spełniają wymagania postawione dla równania (1 ) 
ograniczonego warunkami (29). Są to układy elektryczne w któ
rych?

1° zastępcza funkcja wymuszająca jest typu wykładniczego

[l(t).u]; [l(t)a sin t]; [l(t).U(t)] < M e ^  M, q rzeczyw.

[Kt).l]; [l(t)I sin t]{ [l(t).I(t)]<Meqt

2 układ elektryczny da się sprowadzić przez kombinację łą
czeniowe, do układu zastępczego jak na rys. 1 lub 2 ,

3° funkcja f2 (x,x,x,... ) opisująca w układzie elektrycznym 
własności ENZ spełnia warunek 3° z (26). Warunek ten speł
niają w obwodach elektrycznych elementy, których charakte- 
rystyki prądowo-napięciowe są aproksymowalne z dostateczną 
dokładności przez wielomiany potęgowe, lub funkcje wykład
nicze.

Uwagi końcowe
Przytoczona powyżej metoda pozwala na algebraizację równań róż
niczkowych nieliniowych o postaci (1 ), co może skutecznie pro
wadzić do analizy jakościowej układów nieliniowych.

Rękopis złożono w redakcji w styczniu 1967 r.
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0 TPhHO&OPMAUHOHHLK CBOÍÍCTBAX HEKOTOPOrO THIIA 
PEHUMAJI BHBtX HEJIKHEfóHHX yPABHEHKfí «í. I

P e 3 » u e

CTaTbH COflep^HT aHaJIH3 HaJIHHHH H OJJHOSHaHHOCTH petneHMH JJH$$e- 
perajHa.iibhoro ypaBHeHHH

f,j(x,x,x, ...) + f2 (x,x,x,... ) = f^Ct) (1 )

3toto Tuna ypaBHeHne onnciMBaeT HeKOTOpnft KJiacc sxeKTpnyecKsix 
cxeu 3aMenjeHHH b bhjje CTpyKTypHHx cxeu (pHC. 1 h phc. 2).

Ha ocHOBaHHH npoBexeHHMx jjoxasaTexbCTB Teopewti I, II, III 
JJ0Ka3aH0, HTO npH HeKOTOptIX OTpaHHHeHHHX. JJJIH $yHKUHH f2 (x,i, 
x, a Taxxe f^(t) ypaBHeHwe (I) HBXHeTca TpaHc$opMOBajib-
hum BMecTe c pemeHHeM corxacHO npHMOMy h ofipaTHOuy npeo6pa30- 
BaHHE Jlanxac’a.

TRANSFORMATION PROPERTIES OF THE CERAIN TYPE 
OF THE NONLINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS (PART ONE)

S u m m a r y

The paper deals with the analysis of the existence and univo- 
calness of the differential equation solution

f,j (x,x,5S,... ) + f2 (x,x,x,...) = f^(t) (1)

Equation of this type is describing cehtain class of the equi
valent electrical systems, presented in the block form on the 
fig. 1 and fig. 2 .

Based on the experimented proofs of the statements I,II,III 
it is pointed out, that at the certain limits for the fuction 
f2 (x,x,x,... ) and f^(t) the equation (1 ) is tranformable with 
the solution after the simple and inverse Laplace transformation.


