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STABILNOSC ZESPOLONYCH PRETOW OSIOWO SCISKANYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiono analize lepko-sprezystych pretowych
elementdw zespolonych o statym przekroju poprzecznym. Rozwazono stan osiowego
Sciskania wywotanego obcigzeniem statycznym. Zamieszczono réwnania problemu
utraty stabilnosSci preta przy uzyciu sity krytycznej.

STABILTY OF AXIAL COMPRESSED COMPOSITED RODS

Summary. The analysis of viscoelastic composited rod with regular cross-section
was introduced in the paper. Compressed axial statically strength was considered. The
equation of problem of loss stability of rod with critical force was presented.

1. Zalozenia

Podejscie do analizy stabilnosci preta warstwowego jest procesem bardzo
ztozonym i zupetnie odmiennym od podejscia w klasycznej mechanice budowli.

W przedstawionej analizie przyjeto, ze pret w catosci spetnia wszystkie zatozenia
klasycznej, technicznej teorii zginania pretow prostych, tj. m.in. hipoteze ptaskich
przekrojow. Zatozono tez, iz przekrdj posiada jedng o$ symetrii, prostopadtg do
wektora momentu zginajgcego. Do analizy problemu postuzono sie modelem
warstwowego preta statycznie wyznaczalnego, ktérego przekr6j poprzeczny skiada sie
z k warstw lepko-sprezystych idealnie zespolonych, bez mozliwosci poslizgéw,

obcigzonego silg P o statej wartosci.
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Rys. 1. Schemat analizowanej konstrukcji warstwowej
Fig. 1. Diagram of analyzed layered structure

2. Roéwnania problemu

2.1. Geometria deformacji
Przyjeto, iz w wyniku dziatania obcigzerh zewnetrznych w dowolnej warstwie a
powstang odksztatcenia wywotane zginaniem:

ea{za,t) = K{t)z°, £q(za,t) = K0Za (1)
natomiast przemieszczenia preta bedg sumg ugie¢ wstepnych w0 i ugie¢ wywotanych

zginaniem w.

W= wo+ w, k=a0+ K (2)
gdzie:
sa - odksztatcenie warstwy a,
za - odlegtos¢ srodka ciezkosci warstwy a do zmiennej w czasie osi obojetnej,
k,k0,k ~ Kkrzywizna catkowita, poczatkowa oraz krzywizna wywotana zginaniem,

w,wO,w - ugiecie catkowite preta, ugiecie wstepne, ugiecie wywotane zginaniem.

2.2. Rownania fizyczne

Opis réwnan stanu okreslono, bazujac na nieinwariantnej teorii dziedzicznosci [2]:

. cra(t)+ |cra(r)Ar«(f,r)c/r +e; (3)
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gdzie:

b v t° -czas (obserwacji), czas (wiek materiatu), czas uszkodzenia materiatu,

af - uszkodzenie materiatu warstwy a, ktdre zmienia sie zgodnie z réwnaniem:
~t = |0j,...), gdzie od—0, t' «t 4)
a

Ka(/,r) -jadro petzania warstwy a,
Ea(/) - modut sprezystosci warstwy a

Wyrazenie (3), bazujagce na nieinwariantnej teorii dziedzicznosci, zapisa¢ mozna
réwniez w postaci réwnania typu splotu:

oca()=["a(r,r)(I-® “(r*))]*¢fc“(/), gdzie dsa[t) =dKza (5)
gdzie:
yla{t,r) - funkcja relaksacji warstwy o; przyczyni i/fa(t,t) - E a[t),
* - iloczyn splotowy f *df = \f(,t-r)df{v)
V. 0 i

Szczegbtowa postac jadra Ka jest rozna dla réznych materiatéw i okre$la sie ja,
opierajac sie na danych z badafd doswiadczalnych. Jadro to dziedziczy wczesSniejsza
historie obcigzenia lub odksztatcenia.

2.3. Sity przekrojowe

Sity wewnetrzne poszczegdlnych warstw przekroju wyznaczono z definicji tych sit.
Sile osiowg N oraz moment zginajacy M catego przekroju otrzymano przez

zsumowanie wartosci sit w poszczegdlnych warstwach:

gdzie:
Sa - moment statyczny warstwy a,
/* - moment bezwtadnosci warstwy a liczony wzgledem osi obojetne;j.
Eliminujac ze wzorow (5) i (6) iloczyn splotowy (I -a>a)i//a*d/c, otrzymano

réwnos¢ na rozktad naprezen w warstwie a:
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Nieznang wielkoscig w powyzszym wzorze pozostaje moment czastkowy M a.
Rozdziat momentu zginajgcego na poszczeg6lne warstwy preta otrzymano po
zatozeniu, ze krzywizny poszczeg6lnych warstw i calego preta s takie same:

Ma=la(l -0>a)illa* (8)

3. Stabilnos¢ preta Sciskanego sitg o statej wartosci

3.1. Réwnania stabilnosci

Po uwzglednieniu réwnan sit przekrojowych, strony geometrycznej i strony
fizycznej otrzymano zalezno$¢ opisujacg krzywizne wywotang zginaniem:

ic=p y “0-0a)laJ \eM - J]Ka(t,r)*Mal (9)

Nastepnie:
oznaczajac strzatke ugiecia catkowitego jako f{t), ugiecia wstepnego jako /0

oraz przyjmujac linie ugiecia preta w postaci:
1Y J)srﬂ”—/X (10)
uwzgledniajac, ze:

C))

przyjmujac, ze bedziemy wyznacza¢ warto$¢ maksymalnego ugiecia w potowie
rozpietosci preta, otrzymano:

W e+ ) -(Er-g--2])-

-p/W -Z Ka{t,z)*la{\-coa)y/a*[X ((/a)" [(I -coa)ya]™) mPfO)\

(12)

Przyjmujac dalej:
ze w precie nie wystepujg wstepne trwate ugiecia preta, czyli f0=0,
zalezno$¢ na site krytyczna dla preta w postaci:

Pe-n 1'"*j{y/la{\-a>a)la)-r1l (13)



Stabilno$é zespolonych pretow.. 59

otrzymano:
/W if“1
(14)
f(r)dr

Dalej przyjeto, iz warstwy opisane zostang modelem inwariantnej teorii
dziedzicznosci. W modelu takim miara petzania jest funkcjg réznicy 0-t-r. W
klasie takich materiatéw miesci sie model standardowy oraz Kelvina. W tak przyjetym
modelu wyrazenie (3) mozna przeksztatci¢ do rdéwnania rézniczkowego o statych
wspodtczynnikach zaleznych od réznicy argumentow.

Uwzgledniajgc powyzsze zatozenia, réwnanie (14) przyjmie postac:
/Iw f“ 1) =]/(r)z K° (i-® a) |e /nEa(l-<»*))" de  (15)

Przyjmujac, ze poszukiwac bedziemy rozwigzania w postaci:
(1) =/*«* (16)
réwnanie (15) po odpowiednich przeksztatceniach przyjmie postac:

Ka(0)l1“Ea(l-a>a) { "l aEa(l- @ de (17)

Z powyzszej réwnosci, dla znanej wartosci stosunku Pe/P, mozna bedzie, po

okresleniu liczby warstw oraz przyjeciu szczeg6towej postaci jadra catkowania K (6),
wyznaczy¢ warto$¢ parametru X. Jezeli X>0, to deformacje rosng (dochodzi do
wyboczenia) $cisle do niestabilnosci przemieszczen. Dla X =0 uk}ad jest stateczny, a
dla X<0 naprezenia w ukladzie ulegajg relaksacji i powraca on do stanu trwalej
rownowagi.

obszar
niestabilny

obszar
stabilny

Rys. 2. Obszary stabilno$ci deformacji
Fig. 2. Ranges of stability of deformation
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3.2. Analiza stabilnosci

Chcac przeprowadzi¢ analize stabilnosci, przyjeto, ze jadro petzania Ka(0) dla

materiatu inwariantnego dane jest zaleznoscia:

Ka(0)=-Ea dA (18)

a funkcja petzania ¢a(0) opisana zostanie rownaniem:
8 (9) = (Aa- Ba)(l - e 0%6) + Ba (19)
Podstawiajgc wyrazenie (19) do (18) oraz uwzgledniajac, ze d -t-r, otrzymamy

ostateczng forme jadra petzania:

Ka(0) =Ea(Aa-B a)Cae c% (20)

s(6)/ao

Rys. 3. Ksztalt przyjetej funkcji petzania
Fig. 3. Character of received function of crawling

Nastepnie, przyjmujac, ze element sktada sie z dwoch réznych materiatow lepko-
sprezystych, réwnanie (17) przyjmie postac:

1 E Q- @)nie**Kx(G)dG +1262(1 - ooZ)Je ;0K 2(6)d6

(1)
[1LE,{\-a)+12E2{\-g2) Y
Rozwigzujgc wystepujace catki w powyzszej zaleznosci, otrzymano:
ANl =[1A-fID+/23 (1-® 1)]-L
NEM\-(0,)2{A-B,)C ,-* +12E2(\-co2f{A2-B2)C 1 (22)

c2+a

gdzie Pe= A I IEI(I-col) +12E2(1-(3)i)]
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Dalej przyjeto, ze materiaty rozwazanego elementu charakteryzujg sie takimi
samymi warto$ciami parametréw materiatowych oraz réznymi wspétczynnikami
zniszczenia o f. Analizowac¢ wiec bedziemy tzw. pret pseudowarstwowy. Przyktadem
takiego preta moze by¢ stup betonowy, ktérego warstwa przypowierzchniowa bedzie
charakteryzowac sie zarysowaniem, a wiec wspotczynnik <; > 0, natomiast rdzen tego
stupa nie bedzie posiadat zadnych oznak zniszczenia (&2=0).

Analizujagc obszary stabilnosci deformacji, mozna stwierdzi¢, iz aby ukiad
znajdowat sie w stanie réwnowagi, czyli f(t)// >=const.,, to X=0. W takim
przypadku otrzymamy z réwnania (22) wykres powierzchni P/ Pc dla stanu stabilnego

konstrukcji w zalezno$ci od statych materiatowych i parametru uszkodzenia materiatu,
w postaci jak na rysunku 4.

Rys. 4. Wykres P/Pcw stanie rownowagi preta w zaleznosci od wartosci parametréw materiatowych i
parametru uszkodzenia materiatu 1dla a2=0o0raza)l/1 =0,2,b)/// =0,9

Fig. 4. The graph of P/Pc in state of equilibrium of rod in dependence from value of material
parameters and the parameter of damage 1st material for & =0 and a) 1j/1 = 0,2, b) Ij/1=0,9

Wyznaczajac z wyrazenia (22) parametr X :

i podstawiajac go do réwnania (16), otrzymano wykresy opisujgce wartos¢ ugiecia
preta f/f" w zaleznosci od statych materiatowych, wartosci PIPe oraz parametréw

uszkodzenia materiatu.
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Rys. 5. Wykres ugiecia preta w zaleznosci od wartosSci t/lop i P/Pe dla parametru uszkodzenia
materialu & = ®2=0 oraz warto$ci parametrow materiatowych E(A - B) =1,0

Fig. 5. The graph of rods deflection in dependence from value t/top and P/Pc for parameter of material
damages = a2= 0 and value of material parameters E(A - B) =10

* " AN
Vv Vv

Rys. 6. Wykres ugiecia preta w zalezno$ci od wartos$ci t/topi ta, dla parametru uszkodzenia materiatu
02=0, P/Pe =0,4, E(A-B) =Ii a)/,/[=0,3,b)1,/1 =055

Fig. 6. The graph ofrods deflection in dependence from value t/topand tv, for parameter of material
damages a2=0, P/P,=0,4, E(A-B) =10 and a) /,//= 0,3, b)/,//= 0,55
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