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MODELOWANIE SKONCZENIE ELEMENTOWE RZECZYWISTYCH
WARUNKOW BRZEGOWYCH W RAMACH CIENKOSCIENNYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiona zostata procedura rozwigzywania metodg
elementéw skonczonych ram o pretach cienkosciennych. Powszechnym sposobem jest
modelowanie takich konstrukcji za pomocg belkowych elementow skoriczonych,
z ewentualnym uwzglednieniem podatnosci wezta. W pracy wykorzystano fakt
lokalnosci defonnacji i odréznienie w modelowanej konstrukcji geometrycznie
przestrzennego charakteru obszarow weztowych, od geometrycznie liniowego
charakteru tgczacych ich belek. W ten sposéb mozna byto potraktowac¢ obszar wezta
jako obiekt przestrzenny, modelowany elementami powtokowymi. Nastepnie
w obiekcie tym dokonywana jest kondensacja statyczna prowadzaca do
przestrzennego elementu weztowego z translacyjnymi stopniami swobody na kazdej
ze Scianek tego elementu fgczacej wezet ramy z pretami ramy.

FINITE ELEMENT MODELLING OF REAL BOUNDARY CONDITIONS IN
THIN-WALLED FRAMES

Summary. In the paper, FEM procedure for analysis of thin-walled structures is
presented. Thin-walled structures are usually discretized using beam finite elements
with possible additional semi-rigid connections taken into account. Based on the
assumption of the local deformation, the distinction between geometrically linear
nature of bars and space nature of frame joints is considered. In such a way it was
possible to discretize frame joints using the shell elements. The static condensation has
been applied to get the space joint element with only the thin-walled beam degree of
freedom on each wall of the space element, connected with the thin-walled beam
elements.

1. Wstep, sformutowanie problemu

Belki cienkoscienne o otwartym przekroju poprzecznym sg ciggle stosowane

w konstrukcjach budowlanych, maszynowych, lotniczych i innych. Spowodowane jest
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to miedzy innymi niskim kosztem ich produkcji i montazu oraz znaczng redukcjg
materiatu i wagi. Problematyka dotyczaca mechaniki preta cienkoSciennego jest
dobrze opracowana i posiada bogatg literature. Podstawowe zatozenia teorii preta
cienkosciennego, bedace uzupetnieniem zatozen teorii zginania Eulera-Bemoulliego
dla pretow litych, sformutowane zostaly w monografii Wiasowa [10] i na tej
podstawie budowane sg rozwigzania dla statyki, dynamiki i statecznos$ci poczagtkowej.
Ograniczajac sie tylko do literatury polskiej, mozna wymieni¢ prace o charakterze
teoretycznym [5, 7], numerycznym [11] lub eksperymentalnym [4], Przedmiotem
duzego zainteresowania badaczy jest rdwniez analiza powyboczeniowa preta
cienko$ciennego, np. [1]. Mniej prac dotyczy uwzglednienia w analizie witasnosci
sprezysto-plastycznych materiatu, np. [3].

Problemem, Kktéry ciggle pozostaje otwarty, jest wykorzystanie rozwigzan
dotyczacych preta cienkosciennego do analizy uktadéw takich pretéw, np. ram
0 pretach cienkosciennych. Wynika to z trudno$ci opisania ciggtosci spaczenia
pomiedzy ryglem a stupem, zaleznej od rzeczywistej konstrukcji wezta. Problem
zniknie, jesli catg rame bedziemy traktowali jako konstrukcje powtokows, co jednakze
nie jest rozwigzaniem racjonalnym z punktu widzenia po6zniejszych obliczen
numerycznych.

W pracy do analizy statycznej ram ptaskich i przestrzennych wykorzystano metode
elementéw skonczonych (MES), budujagc model dyskretny z uwzglednieniem
charakteru geometrycznej liniowosci pretow cienkoSciennych (tworzacych stupy
1rygle) iprzestrzennego charakteru tgczacych ich weztéw wewnetrznych oraz weztéw
podporowych. Roéwniez w ten sam sposob traktowano obszar wystepowania
obcigzenia skupionego, ktére moze by¢é przytozone w dowolnym punkcie
cienkosciennego przekroju poprzecznego. Taki model skorficzenie elementowy zostat
nazwany modelem 1D/3D i opisany w [2].

2. Przestrzenny element weztowy

Przyjeto hipoteze Wiasowa, ze powierzchnia Srodkowa preta cienkosciennego
o dowolnym profilu otwartym deformuje sie tak, jakby w ptaszczyZznie kazdego
przekroju poprzecznego rozpostarta byta na linii Srodkowej sztywna tarcza, idealnie
jednak wiotka dla deformacji w kierunku prostopadtym do tego przekroju [5]. Zgodnie
zta hipotezg, pole przemieszczen punktdw linii $rodkowej dowolnego przekroju

mozna wyznaczy¢ przez ztozenie przemieszczenia linii Srodkowej nalezacej do
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nieodksztatcalnej tarczy oraz jej spaczenia. Przemieszczenie tarczy sztywnej mozemy
z kolei przedstawi¢ jako sume przemieszczenia translacyjnego S$rodka zginania
(nazywanego tez Srodkiem Scinania) oraz przemieszczenia od obrotu wokot osi obrotu
przechodzacej przez ten punkt.

Pole przemieszczen dla niesymetrycznego, otwartego przekroju cienko$ciennego
wyznaczymy w lokalnym uktadzie wspétrzednych preta (x,y,z), przyjmujac siedem
parametrow przemieszczen (zaznaczonych na rys. 1, na $ciance k2), nazywanych dalej
stopniami swobody, z ktdrymi zwigzemy sity przekrojowe.

O$§ x jest osig Srodkéw ciezkosci preta, aosie (y,z) sg osiami gtownymi
centralnymi przekroju poprzecznego. Przemieszczenia u, Vv i w opisujg sztywng

translacje przekroju poprzecznego, natomiast <p, <y, <r sa katami sztywnych

obrotéw. Stosownie do teorii preta cienkosciennego, spaczenie jest definiowane przez
iloczyn pochodnej kata skrecenia 0= o i wspotrzednej wycinkowej co.
X

W rezultacie wspdtrzedne wektora przemieszczen u*c(q ,zh) dowolnego punktu i
w przekroju poprzecznym preta cienko$ciennego x =xk obliczane sg ze wzorow:
V)= x "t Prey | +<Preh + 9% 0
vic(ylt.zit) = W+ (e* - Zh) eqp* (2.1)
wWiQyit>\ ) =wt +(-e* +y )
gdzie ek i ek sg wspdtrzednymi Srodka zginania, a yu oraz z,t sg wspoOtrzednymi
punktu i.
Utozsamiajac nastepnie Mfc(y. ,z. ), vt(y. ,z. ) i wke{yh,zk) ze wspétrzednymi
wektora przemieszczen u”(ylkz,k) dla punktow x=xt powierzchni S$rodowej

powtoki (przez powtoke rozumiemy powtoke przestrzennego elementu weztowego)

wezta, mozemy napisa¢ uktad réwnan wiezéw wigzacych przemieszczenia powtoki

z przemieszczeniami belki cienkosciennej we wspdlnym przekroju poprzecznym,
ktoéry w dalszym ciggu bedziemy nazywac $cianka k , w postaci:

ur(A>z,) =u;(y,,z,i) (2.2)

Wykorzystujac (2.1) w (2.2), otrzymamy w kazdym punkcie i uktad trzech

réwnan, ktory ma forme macierzowg: *
ur(y,,z,) =B*(y,,zti,0,)-qfc (2.3)

gdzie g* jest wektorem lokalnych stopni swobody belkowego elementu

cienkoS$ciennego:
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gfa={W v w* <g* tp* <P 0*} (2.4)
a macierz B* (yh, zk,co”) definiuje prawo transformacji pomiedzy translacyjnymi

stopniami swobody elementow powtokowych istopniami swobody belkowego

elementu cienko$ciennego na $ciance k :

8%',,M)= 0 10

o ol
wezet przestrzenny ramy
modelowany elementami pret ramy
powtokowymi
pret ramy
X

Rys. 1 Przestrzenny element weztowy i parametry przemieszczeniowe
Fig. 1 Spacejoint element and displacement parameters

Przestrzenny charakter wezta ramy uwzgledniono, dyskretyzujac wezet elementami
skonczonymi powitokowymi (rys. 1). Nastepnie w tak otrzymanym obiekcie
dokonywana jest kondensacja statyczna, prowadzgca do przestrzennego elementu
weztowego z translacyjnymi stopniami swobody na kazdej ze Scianek tego elementu
taczacej wezet z pretami ramy. Na korncu, wykorzystujgc réwnania wiezéw (2.2),
dokonywana jest na kazdej ze Scianek transformacja translacyjnych stopni swobody do
siedmiu stopni swobody w weztach belkowych elementéw cienkosciennych.
W efekcie otrzymujemy macierz sztywnosci i wektor sit dla przestrzennego elementu
weztowego (o wymiarze: siedem razy liczba pretow schodzacych sie w wezle ramy),
zgodnego z belkowymi elementami cienkosciennymi. Inny sposoéb budowania
macierzy sztywnosci, wiasciwy dla metody przemieszczen, przedstawiono w [8, 9],
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3. Przykiady

3.1. Belka

Skutecznosé i efektywnos¢ analizy statycznej konstrukcji o pretach
cienkosciennych wedtug zaproponowanego w pracy modelu obliczeniowego 1D/3D
sprawdzono na przyktadzie belki o przekroju ceowym. Na rys. 2a pokazano rozwazang
belke wraz z obcigzeniem i warunkami brzegowymi. Przykfad ten wybrano, poniewaz

posiada on rozwigzanie analityczne [5].

Rys. 2. a) Belka ceowa, b) model z przestrzennymi elementami podporowymi
Fig. 2. a) U-beam, b) model with space support elements

Niezerowe funkcje sit przekrojowych maja postac:
Fx(x) = 1500N; M v(x) =45Nm; M:(x) =-33,75Nm
Ba(x) =-0,759 ssinh(l,47 +x) +0,8437 scosh(l,47 x)Nnr (3.1)
M Jx) = 1.1157 scosh(l,47 &) -1,2402 ssinh(1,47 *x) Nm

W powyzszych wzorach 6Mx) jest bimomentem, Ma(x) jest momentem gietno-
skretnym od naprezen stycznych réwnomiernie roztozonych.

Rozwigzanie skonczenie elementowe otrzymano, przyjmujac dwa przestrzenne
elementy podporowe o diugosci a=0,09m oraz 36 belkowych elementéw
cienkoSciennych, co pokazano na rys.2b. Przestrzenne elementy podporowe
zdyskretyzowano 32 elementami ptytowymi z wprowadzonym dodatkowo széstym

stopniem swobody [6]. Na rys. 3 zestawiono wykresy bimomentu i momentu gietno-
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skretnego dla rozwigzania analitycznego i dla modelu 1D/3D. Moment gietno-skretny
zostat obliczony z zaleznosci [5]:

MwX) = £m/,,etp » (3.2)
gdzie E jest zastepczym modutem Younga, la jest wycinkowym momentem
bezwitadnosci, a gv(x) jest katem skrecenia.

W elementach belkowych cienkosSciennych zostata zastosowana interpolacja
Hermite-a, stad stata wartos¢ momentu gietno-skretnego w elemencie (nieciggtosci na

wykresie).

0 02 0,4 0,6 08 1 1,2 14 1,6 1,8 2
x [m]

Rys. 3. Wykres bimomentu i momentu gietno-skretnego
Fig. 3. Diagrams of bimoment and flexural-torsional moment

3.2. Rama przestrzenna

Drugi przykiad dotyczy ramy trojpretowej modelowanej za pomocg belkowych
elementow cienkoSciennych i przestrzennego elementu weztowego (rys. 4a)

oraz dodatkowo z przestrzennymi elementami podporowymi (rys. 4b).
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Przyjeto przestrzenny element weztowy itrzy przestrzenne elementy podporowe
o dtugosci a=0,45m oraz 126 belkowych elementdw cienkoSciennych. Przestrzenny
element weztowy zdyskretyzowano 370 elementami plytowymi, a przestrzenne
elementy podporowe zdyskretyzowano 126 elementami pltytowymi. W przypadku
modelu bez przestrzennych elementdw podporowych odebrano wszystkie stopnie
swobody na koncach stupéw i rygla, w drugim modelu odebrano wszystkie stopnie
swobody stupa i stopnie swobody dolnych poétek rygli.

Na rys. 5 zestawiono wykresy momentéw skrecajgcych i bimomentéw w poszcze-
golnych modelach, gdzie wida¢ znaczne r6znice w ich wartoSciach zaleznie od

sposobu modelownia zamocowania.

przestrzennymi elementami podporowymi
Fig. 4. Three-bar frame: a) model with space joint element, b) model with additional space support
elements
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b)

<)

Rys. 5. Wykresy momentéw skrecajacych: a) model z przestrzennym elementem weztowym, b) model
z przestrzennytni  elementami  podporowymi.  Wykresy  bimomentéw: c) model
z przestrzennym elementem weztowym, d) model z przestrzennymi elementami podporowymi

Fig. 5. Diagrams of torsional moments: a) model with space joint element, b) model with space
support elements. Diagrams of bimoments: c¢) model with space joint element, d) model with
space support elements
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4. Uwagi

W pracy zaproponowano mieszany model skonczenie elementowy 1D/3D do
analizy statycznej ram o pretach cienkosciennych i dowolnym zamocowaniu podpor.
Ograniczenie dyskretyzacji za pomocg powtokowych elementow skonczonych do
weztow znacznie upraszcza obliczenia w poréwnaniu z petng analizg tréjwymiarows,

zapewniajac jednocze$nie dobrgjakos¢ rozwigzania.
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