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METODA OBLICZANIA CZESTOTLIWOSCI WEASNYCH
ZARYSOWANYCH BELEK ZELBETOWYCH

Streszczenie. Praca dotyczy metody obliczania czestotliwosci wiasnych
zarysowanych belek zelbetowych. Prezentowane podej$cie bazuje na metodzie
sztywnych elementdw skonczonych (dyskretyzacja fizyczna). Efekty zwigzane z
zarysowaniem wprowadzane sg w spos6b dyskretny. Pokazano przyktad numeryczny.
Obliczenia przeprowadzono autorskim programem.

METHOD OF CALCULATION OF EIGENFREQUNCIES OF CRACKED
REINFORCED CONCRETE BEAMS

Summary. In the paper the method of calculation of eigenfrequency of cracked
reinforced concrete beams is presented. The method is based on rigid finite elements
method (physical discretisation). The effects associated with cracking are introduced
in the discrete way. The numerical example was shown. Calculations were conducted
with the own computational program.

1. Wstep

Przeprowadzone doswiadczenia [4, 5, 6, 10], dotyczace zagadnien dynamiki belek
zelbetowych, dowodza, ze rysy powodujg znaczne obnizenie czestotliwosci wiasnych
(nawet do okoto 50% w stosunku do belek niezarysowanych). Wplywajg takze w
istotny sposob na inne podstawowe parametry dynamiczne (m.in. logarytmiczny
dekrement tlumienia). Uzasadnione jest zatem uwzglednianie zarysowania
w obliczeniach konstrukcji obcigzanych dynamicznie.

Wielu badaczy proponuje podejscie zwigzane z zastepczg sztywnoscig dynamiczng
belek [5, 6, 10]. Podejscie to pozwala korzysta¢ z rozwigzarn zamknietych dynamiki
konstrukcji, a warto$¢ zastepczej sztywnosci dynamicznej wynika przewaznie

Opiekun naukowy: Dr hab. inz. Andrzej Ubysz.



212 M. Musiat

z przeprowadzonych doswiadczen. Prezentowana w pracy metoda jest podejsciem
alternatywnym, ktére wprowadza do obliczen dyskretny model rysy, ale pozostawia
sztywno$c¢ taka jak w fazie niezarysowanej. Obliczenia bazujg na metodzie sztywnych
elementow skonczonych. Efekty zwigzane z zarysowaniem wprowadzane sg w sposéb
dyskretny.

2. Opis metody

2.1. Metoda sztywnych elementdéw skoriczonych dla belek jednorodnych

Metoda sztywnych elementéw skonczonych miata swéj poczatek w przemysle
okretowym [7] i zostata zaadaptowana do obliczen budowlanych konstrukcji
pretowych przez J. Langera [8]. W odr6znieniu od klasycznej metody elementéw
skonczonych, ktora wykorzystuje dyskretyzacje matematyczng, metoda sztywnych
elementéw skoniczonych bazuje na dyskretyzacji fizycznej (granulacja mas). Model
belki zbudowany jest ze sztywnych tarcz masowych, reprezentujacych sity
bezwtadnosci. Tarcze potgczone sg sprezystymi wieziami (jedng obrotowg i dwoma
translacyjnymi), odpowiedzialnymi za witasciwosci sprezyste ustroju. Ruch kazdej
z tarcz masowych opisany jest trzema wspo6trzednymi uog6lnionymi. W przypadku
drgan gietnych, bo do takich ograniczono sie w pracy, wiezi sprezyste oraz
wspotrzedne uogolnione redukujg sie do dwdéch. Przyktadowy schemat i model
obliczeniowy belki podzielonej na cztery elementy pokazano na rysunku 1.
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Rys. 1. Schemat i model numeryczny belki jednorodnej
Fig. 1. Scheme and numerical model of homogeneous beam

Sztywnos$ci wiezi tagczacych tarcze masowe obliczamy ze wzoréw (1), (2):
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(2)

gdzie:
E I-sztywnos$¢ gietna belki, le- dtugos$¢ elementu skornczonego.

Sztywnosci wiezi zgrupowane sg w macierz diagonalng {k}, ktéra w przypadku jak na
rysunku 1 ma postaé:
{k}=diag& "k "k k" k', kAke,kA}. (3)

Globalna macierz sztywnosci K obliczana jest ze wzoru:
K = A{A}Ak (4)

gdzie: Ak- macierz transformacji.

Macierz transformacji Ak, transformuje wektor wspétrzednych uogolnionych g na
wektor wzajemnych przemieszczen r. Ma ona powtarzalny charakter, generowanie jej
mozna tatwo zautomatyzowac dla dowolnych warunkow brzegowych.

Macierz bezwladnosci jest macierzg diagonalng. Wspdtrzednym translacyjnym
odpowiadajg masy poszczeg6lnych tarcz m, wspo6trzednym rotacyjnym natomiast ich
masowe momenty bezwiadnosci Jm Dla modelu jak na rysunku 1 macierz
bezwitadnosci ma postac:

B =diag{Jm,Jn2 m, Jn2 m, Jn2 m, IJm} (5)

Wartosci wiasne macierzy A, bedacej iloczynem odwrotnosci macierzy B oraz
macierzy K, sg kwadratami czestosci kotowych «

Podrozdziat 2.1 opracowano na podstawie [8], gdzie znajduje sie wyczerpujacy
opis metody.

2.2. Obliczanie zarysowanych belek zelbetowych

Prezentowane podejscie pozwala uwzgledni¢ lokalne nieciggtosci (m.in. rysy)
w sposéb dyskretny. Odpowiedni podziat na elementy skonczone umozliwia
wprowadzenie rys przez redukcje sztywnosci wiezi rotacyjnych, przy czym obliczenia
wstepne przeprowadzane sg jak dla belki jednorodnej. Sztywnosci wiezi k* kAsg
obliczane na podstawie sztywnosci elementu w fazie | - Eli. W miejscu pojawienia sie

rys sztywnos$¢ wiezi obrotowych jest redukowana i ma warto$¢ k" . Schemat oraz

model obliczeniowy belki zelbetowej z rysami pokazano na rysunku 2.
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Rys. 2. Schemat i model numeryczny belki zelbetowej z rysami
Fig. 2. Scheme and numerical model of RC cracked beam

Obliczenia przeprowadzane sg z wykorzystaniem badad i opracowan
teoretycznych, opisujagcych prace belki w fazie I, z wykorzystaniem dyskretnego
modelu rysy [1]. Wedtug wspomnianej teorii, sprezyste rozwarcie rysy oblicza sie
wedtug zaleznosci:

® = A0 (6)

gdzie: r- - podatno$¢ rotacyjna wynikajaca z /-tej rysy, M(xj) - moment zginajacy
w miejscu /-tej rysy.

Podatnos¢ obrotowa r- obliczana jest wedtug wzoru [1]:

n=dr=- (7)

gdzie: yiz - wspbtczynnik opisujacy naruszenie wspotpracy stali i betonu, wg (8),
sm - S$redni rozstaw rys, Es - modut Younga stali, As - pole przekroju zbrojenia,
h - wysokos$¢ belki,

agi- wzgledna wysokos¢ strefy Sciskanej w fazie 11, a - otulina konstrukcyjna.

VZ_135A/ 8
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gdzie: s - 1,0 w przypadku obcigzen doraznych i pretéw gtadkich, 1,1 w przypadku
obcigzen doraznych i pretéw zebrowanych, 0,8 w przypadku obcigzeri dtugotrwatych,
Mcr - moment rysujagcy, M - maksymalny moment do jakiego przecigzony byt
przekrdj.
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Zaktadajac, ze podatno$¢ potaczenia elementéw skoriczonych jest suma podatnosci
wynikajacej z odksztatcalnosci belki (dla fazy 1) oraz podatnosci wynikajgcej
z pojawienia sie rysy, mozna zapisa¢ zaleznos¢:

9)
gdzie: Kv - sztywnos$¢ wiezi rotacyjnej obliczona wg (1) dla fazy | (EIf).

Znajac podatnos¢ (9), mozna obliczy¢é sztywno$¢ wiezi rotacyjnej przekroju
zarysowanego:

C=r<r- (10)

3. Przykiad numeryczny

3.1. Dane wejsciowe

Analizie poddano elementjak na rysunku 3.
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Rys. 3. Schemat analizowanej belki (wymiary w mm)
Fig. 3. Scheme of anaiyzed beam (dimensions presented in mm)

Obliczenia przeprowadzono wiasnym programem zrealizowanym w $rodowisku
obliczeniowym Mathematica®. Wyniki teoretyczne poréwnano z wynikami
przeprowadzonego eksperymentu [10]. Badania doSwiadczalne przeprowadzone byly
dla trzech pozioméw obcigzenia 1,91, 2,55 oraz 3,19 kN. Wiekszos¢ danych
wejsciowych zaczerpnieto z [10]. Niestety niektore z nich (gtdwnie te zwigzane
z morfologig rys) nie byty podane bgdz zmierzone, dlatego przyjeto je arbitralnie. | tak
na przyktad rozstaw rys przyjeto réwny rozstawowi strzemion. Pozostate dane

wejsciowe zgrupowano w tabeli 1.
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Tabela 1
Dane wejsciowe
Wielkos¢ Wartos¢ Jednostka
Wymiary elementu I xb x h 2700 x 100x140 mm
Gestos¢ pm 2452 kg/m3
Pole przkroju zbrojenia Ast = AX2 1,00 cm2
Modut Younga betonu Ec 29,8 GPa
Wytrzymato$¢ betonu na rozcigganie fc, 2,33 MPa
Modut Younga stali Es 200 GPa
Granica plastycznosci stali fv 272 MPa
Sredni rozstaw rys sm 100 mm

Belke podzielono na 27 elementéw skoriczonych (dtugoscé elementu le = 100 mm).

3.2. Wyniki analiz numerycznych

Analizy numeryczne przeprowadzono dla trzech krokéw obcigzenia. Dla
poréwnania obliczono takze czestotliwo$é fizyczng belki niezarysowanej. Rezultaty

zgrupowano w tabeli 2.

Tabela 2
Wyniki ana iz numerycznyc i
T M/ Liczba  Czestotliwos¢ Cze_stothwosc e
Obcigzenie / mr . fizyczna Roznica
[kN] ys fizyczna w fazie | [%]
H [szt.] [Hz] [H2]
191 0,42 9 23,1 30
2,55 0,57 13 19,6 33,0 40
3,19 0,71 15 18,0 45

3.3. Pordwnanie wynikow analiz teoretycznych z eksperymentem

Obliczenia przeprowadzono pod katem eksperymentéw R. Wlazto [10], Elementy
obcigzane byly w sposéb statyczny jak na rys. 3. Nagte usuniecie obcigzenia
wprawiato belke w drgania swobodne. Rejestrowana byta czestos¢ tych drgan, ktora w
konstrukcjach budowlanych jest zblizona do czestoSci wiasnej. Wyniki analiz
poréwnawczych zestawiono w tabeli 3.

Tabela 3
Wyniki analizy poréwnawczej
. . Obliczona Pomierzona
Stopieri zaawansowania S S A~
obciazeni czestotliwos¢ czestotliwos¢ Roznica

gzenia . -

% fizyczna fizyczna [%]
[Hz] THzl

0,42 231 26,0 11,3
0,57 19,6 21,5 8,6
0,71 18,0 19,0 5,0
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4, Wnioski

Jak stwierdzono na poczatku, zjawisko zarysowania nie pozostaje bez wpltywu na
podstawowe charakterystyki dynamiczne belek Zelbetowych. Przeprowadzone
eksperymenty oraz analizy teoretyczne potwierdzajg ten fakt. Wykazano w punkcie
3.2, iz spadek czestosci wiasnej moze siega¢ nawet 45% przy stopniu zaawansowania
obciagzenia rownemu 70%.

Metody obliczen prezentowane w literaturze przewaznie bazujg na pojeciu
zastepczej sztywnosci dynamicznej. Wedtug niektorych badaczy [5, 6] jest ona
wieksza niz sztywnos$¢ efektywna przyjmowana do obliczania ugie¢, wedtug innych
jest taka sama lub mniejsza niz sztywno$é efektywna [10]. Prezentowana w pracy
metoda jest podejSciem alternatywnym i w sposéb szczegétowy umozliwia Sledzenie
procesO6w zachodzacych w drgajacych belkach zelbetowych. Metoda zaktada prace
elementu jak w fazie I, efekt zarysowania wprowadzany jest natomiast w sposéb
dyskretny.

Na obecnym etapie trwajg prace nad udoskonaleniem metody. Planowane jest
przeprowadzenie wikasnych eksperymentdw. Wstepne pordwnanie z istniejgcymi
wynikami doswiadczenn (w punkcie 3.3) pozwala jedynie sgdzi¢ o poprawnosci
metody. Na uwage zastugujg pewne rozbieznosci pojawiajagce sie przy niskim
poziomie obcigzenia. Wiasne badania doswiadczalne pozwolg ustali¢ ich przyczyne
oraz sformutowaé¢ macierz ttumienia C, co pozwoli poszerzy¢ rozwigzywane

zagadnienia do drgan ttumionych swobodnych oraz wymuszonych.
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