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I. Wstęp

W elektrotechnioe teoretycznej jak i w praktyce energo- 
elektrycznej ¡arak dotychczas ustalonego poglądu co do tak pod
stawowych wielkości jak energia czynna i energia bierna układu, 
Istnieją różne interpretacje tych wielkości. W szczególności 
odnosi się to do energii biernej,co do której szereg autorów1  ̂
uważa iż samo pojęcie energii biernej nie ma fizykalnego 
znaczenia. Wiąże aię to także z tym,iż ogólne rozważania na te 
mat różnego typu mocy układu nie były wystarczająco przekony
wujące i ogólnie przyjęte. Z tych względów w nawiązaniu do 
wcześniejszych prac autora ([ll],[12]) zostanie poniżej przed
stawiona nowa,ogólna teoria mocy odnosząca się tak do dwu- jak 
i wieloprzewodowych układów elektrycznych i dowolnych,okreso
wych przebiegów,z której to teorii między innymi uzyskuje się 
jednoznaczną interpretację energii czynnej i biernej pola elek 
tromagnetycznego układu.

Obecnie przedstawiona praca różni się od poprzednio opubli 
kowanych prac autora z tej dziedziny pod dwoma względami:

1) Wprowadzono częściowo inne oznaczenia oraz inne defi
nicje niektóryoh mocy.

2) Ściśle powiązano zagadnienie różnego typu mocy z ener
gią układu.

W tej pracy wyprowadzono po raz pierwszy konsekwentną te
orię kompenaaojl mocy biernej Q dla dowolnych przebiegów i u- 
kładów nierównomiernie obciążonych przy czym uzyskane wyniici 
mają podstawowe znaczenie praktyczne. Wprowadzono także azereg 
nowych wielkości i pojęć nie mających swych odpowiedników aui 
w poprzednio opublikowanych pracach autora ani też w teor^aoii 
mocy przedstawionych przez innych autorów. Do tych wieikcćoi 
należą przede wszystkim funkcje mocy przebiegów. Okazuje się 
“ jak zostanie wykazane - że mają one głębokie znaczenie ener
getyczne.
1) Por.prace: [1] , [5] i [17]
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Podstawowy» narzędziem analizy matematycznej użytym w tej 
pracy Jest przestrzeli Hilberta i uogólniona funkcja symbolicc 
na wprowadzona Już wcześniej przez autora w pracy [12].
funkcję ortonormalne.

Nieskończony ciąg funkcji rzeczywistych lub zespolonych 
zmiennej rzeczywistej t:
f£(t), $£(t), .... ę/(t), .... ... I “ 1.01

w którym kcżda z funkcji w domkniętym przedziale [a,b] Jest 
całkowalna wraz z kwadratem,nazywamy układem ortonormalnya 
w tym przedziale,Jeżeli dla każdego m i n  zachodzi:

/ V  K  dt ... I - 1.02
a

gdzie /*(t) oznacza funkcję sprzężoną do funkcji $^(t) a 
Jest deltą Kroneokera.
Podstawowymi układami ortonormalnymi mającymi zastosowanie 
w elektrotechnice sąt

1 . sina)t . COBcOt :
w V*/2 V  T/2
oraz

J L  .
Juit 2j<x>te ... »

\[r V* V Y

... ain ncc>t , cos nê >t ...
\fr/2 \pi7z

• . en/"Jt .........I - 1.0S
V t ~

w przedziale: C sę t < T .
Gdy układ funkcji I ~ 1.01 jest ortogonalny lecz nie znormali"
zowany to zachodzi: ,

b 0, gdy a +  m
, ••• I ~ 1-04

% . { Nm,gdy n-« m
gdzie Nm. nazywamy normą funkcji i£,(t).
Niech U(t) będzie dowolmą funkcją całkowalną wraz z kwadratem 
w domkniętym przedziale [a,b] .
Całki: /

- J  u(t) *5 dt> (h * 1,2 •••) —  1 ' 1,05
<7

istnieją i nazywamy Je współczynnikami Fouriera funkcji U(t). 
Układ ortonormalny I - 1.01 nazywamy układem zupełnym,Jeżeli 
dla każdej funkoji U(t) całkowalnej wraz z kwadratem w prze
dziale fa.b] i dla każdegocf0 możemy dobraó takie H • N(^), 
iż zachodzi:
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Ą*n

/ M - r  uA (t) |* dt «c J1 ... I “ 1,06
0 h.l

gdy ty lico u >  M(<5).
Mówimy wtedy,te funkcja U(t) jest aproksymowalna przez szereg 

(t) przeciętnie z kwadratem z dowolną dokładnością. 
Gdy n —— «» , o trzymamy!

f h~" I*lim U( t) ” u» (t) | dt * 0  . • • I “ 1.07
/7 -» < X >  O hmf

Mamy s

y j u ( t )  - Z ^ h t  ( t ) ! *  d-t • f j j i ( t )  'or A a h

b 2 *  *■
- Z u * ^  •/|u(t)fdt-/[D(t)][Ju^(t)]dt<r <y

-/u(t)[2>*^* (t)] dt+/[^uA (t )][£>,? #  (*)] dt 

« /|u (t ) |* d t  - F u  / { ? ( * ) ] «  ( t ) d t  - Z < / u ( t ) ^ ' ( t ) d t + |
a h a  a

+2Tua / #  ^  W  dt
h,r

b r  /
•/|u(t)|* dt - £ u * [ / u ( t )  5̂ * (t) dt] -

-ITu* f  u(t) #*(t) dt+£"uA u* 4^
A a V

Stąd:

ozjrli:

*/|u(t)|* dt u'
6 *

/|tJ(t) |* dt - Z | u a|2 * 0 
a .

/|u(t)|* dt S f  I uj2 ... I - 1.08

Szereg ^  (*) nazywamy szeregiem Fouriera funkcji U(t)
i mówimy,te jeat on zbieżny przeciętnie z kwnirstem io funk* 
cji U(t).
Piszemy:

U(t) f  u* ii (t) ... I - 1.09

IJ



Należy zauważyć,że zwykła zbieżność szeregu Fouriera do funk- 
.cji dla której został zbudowany nie zawsze ma miejsce,nawet 
gdy układ funkcji j (t'j: Jest zupełny. Zachodzi Jednak zawsze 
dla układów zupełnych zbieżność przeciętna z kwadratem. W dal
szym ciągu tej nraoy przez układ funkcji j (t)j będziemy ata- 
le rozumieli układ zupełny funkcji ortonormalnyah.
Niech Z(t) będzie funkcją całkowalną wraz z kwadratem w prie** 
dziale [a,b] dla której zachodził

oo
I(t) ~  Z  łA %  ... I - 1.10

A -/

Suma i róinioa dwóch funkcji z których każda Jest całkowalna
wraz z kwadratem Jest funkcją całkowalną wraz z kwadratem.
Stąd, na podstawie I “ 1.08 zachodzi: 

b à
j/[u(t) +i(t)]ę£*(t) dt ./[u(t) + i(tj]# Yh (t) dt «
ha  b »

=/ [ u  + 1] [ u + i]*dt
oraz: b 9 t

Z / 0 ( t )  - I(t)] i£*(t) dt . /[U(t) - I(t)]*# (t) dt -
bp b a

m/ [ U  “ i] [ Ü - i] dt 
0

Odejmując stronami,otrzymamy:
b b b 

Z[/ü(t)*i£(t) dt/[l(t)]"jS (t) dt+/[ü(t)]V (t) dt .
h a  a a,o b

/*i(t)V (t? dt] * J (u i*+u*i ) dt
O a

Wstawiając w miejsce U(t) funkcję JtJ(t),gdzie J • |/-1 .
otrzymamy »

b b b
Z { / u(t)*^ (t) dt/[l(t)] %  (t) dt -/[u(t)]*£ (t) dt .
h \a t a t a

./l(t)*^ (t) dt) * / ( U  I*- U*I ) dt
a ' a

Stąd,dodając stronami,otrzymamy:
o o  b 6 b
Z/u(t) dt/[i(t)]*# (t) dt « /u(t) i* (t) dt 
Â»f c 

czyli :

-  4 -

/u(t) I* (t) dt r £  UA • i'
<7 * * t

... I - 1.11
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Erg^trzail Hllberta..
Gdy dany jest układ zupełny funkcji { %  (t)jto rozwinięcie 

funkcji U(t) na szereg I “ 1.09 jest jednoznaczne. Oznacza to, 
że każdą funkoję tJ(t) możemy przedstawić przez jeden i tylko 
jeden dla danego jigit)] oiąg współczynników danych przess 
zależność I ~ 1.05. Ciąg ten nazwiemy przedstawicielem funk- 
cji U(t) i oznaczymy symbolem U.

Zachodzi twierdzenie (Fischejr-Riesz'a) powiadające,że je 
żeli dany jest dowolny nieskończony ciąg liczb zespolonych 
juAj,którego suma kwadratów modułów jest zbieżna,to istnieje 
taka funkcja U(t) dla której ciąg liczbowy j uA|stanowi ze - 
spół współczynników Fouriera, czyli:

Y_ u^^Ct) ~  U(t) ... I “ 2.01
h*i , X

Zbiór wszystkich ciągów liczb zespolonych j takich,że sze- 
rej j est zbieżny nazywamy przestrzenią Hilberta (H).

W przestrzeni H moduł przedstawiciela jeat określony 
przez relację I “ 1.08 a iloczyn skalarny dwóch przedstawicie
li przez relację I - 1.11.
Musy: . a ? 1 • rtT Uf 

u2
D(t) £ 21 S ii

i s r  m / i o t * ) i * « * .  f  i » /
a 4 h*1

u . j U. i*(t) dt ł*

... I - 2.02

... I “ 2.03 

... I “ 2.04

Pogólalosa fwftkęją symboliczna.
Hieoh f(t) jest funkcją rzeczywistą i okresową,całkowalną 

wras s kwadrat«» w domkniętym przedziale [o,t] , g-dzie T jeet
okresem tej funkcji. 
Zachodzi:

fo «

*-h
. s r— A jłitot a j/jęot y —jhuit

h*1 h*r

1) W.Rubinowicz “ Kwantowa teoria atomu. PWN 1954,str.209
i następne.

2) Znak s znaczy: odpowiada.
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gdzie: t

fA • f  y**(*) e-^dt; h « 0,i1,±2,.. . I - 3.02
Ooraz:

....1-3.03
-OO -oo

Kładziemy.

f, + P(t) ... I - 3.04
A-/

Na podstawie I “ 3.03 oraz twierdzenia Fischer-Riesz'a (por. 
str. 5 ) funkcja P(t) jest funkcją zespoloną zmiennej rzeczy
wistej t, okresową o okresie T i całkowalną wraz z kwadratem 
w domkniętym przedziale £o ,T] .
Nazwiemy ją funkcją symboliczną stowarzyszoną z funkcją rze
czywistą ?(t) /por. [l2] /.
Kładziemy:

= \i2 i\ .... I - 3.05
Stąd:

P(t) ~  f0 J hmt ... I - 3.06

Łstwo wykazać,ii:
T T

£ f  \?{l)\e dt = . . . 1 - 3 . 0 7
O o

t.zn.,te wartości skuteczne (normy) - funkcji rzeczywistej i 
stowarzyszonej z nią funkcji symbolicznej są sobie równe.
Z punktu widzenia praktyki elektrotechnicznej relacja 1-3.07

A
oznacza,te funkcje przebiegu F(t) i F(t) są pomiarowo nie- 
rozrólnialne przy pomocy mierników elektrycznych rejestrują* 
cych wartości skuteczne.



II. Układy .jednofazowe

Moc symboliczna.czynna i M e m a  w układach jednofazowych,
aiech dane są dwie funkcje rzeczywiste,okresowe U(t) i 

J(t) całkowalne wraz z kwadratem w wspólnym domkniętym prze- 
dziale reprezeatująęe odpowiednio przebieg napięcia i
prądu w układzie l“fazowym.
Zachodził

s A  * «a , a jest wielkością sprzężoną do wiel-

W
gdzie P jest mocą czynną a Q jest mocą bierną układu. 
Tak ;ak dla przebiegów sinusoidalnych,otrzymamy:

... II - 1.01

Kładziemy:

II - 1.02

Stąd,na podstawie I-l.ll oraz 1*3.04, otrzymamy

gdziei

... II - 1.03

y

a

kości If, .
Mooi T

... II - 1.04

nazwiemy uogólnioną_mocą symboliczną. 

Zachodzi:
T

... II - 1.05
oo

= \ *0+ Z V„ Xh COB %
... II - 1.06

o o* Z\ I* sin̂
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P; *A
p + JQ ; p,- * l/i**+ Qt II - 1.07

2. Splot 1 iw o  Interpretacja.
Kładziemyt

T

ś(t) M  $ f u ( t+t) j(i-) dt II.* 2.01
o

Prawa strona relacji II-2.01 jest splotem dwóch funkcji okre
sowych (o wspólny® okresie T) «zespolonych 1 całkowalnych wra* 
s kwadratem w domknięty* przedziale [0,T] . Splot dla dowol- 
nyoh dwóoh funkcji tak określonych zawsze istnieje i jest 
funkoją okresową o okresie T, całkowalną wraz z kwadratem w 
przedziale [0,T] .
Łatwo wy**sa4,&e:

Wielkość U nazwiemy mooą_pozorsą_układu 1-fazowego (dwuprze
wodowego lub dwójnika).
Naturalnie,te tak przyjęta definicja mocy pozornej nie pokry
wa się z ogólnie przyjętą definicją mocy pozornej za którą 
zwykło się przyjmować wyrażenie: U.J tj.iloczyn wartości
skutecznych prądu i napięcia. Za nową definicją mocy pozor
nej przemawia jednak szereg względów o podstawowym znaczeniu.
I tak,Jak wykażemy, splot S(t) podobnie jak moce P, Q i P-•i sJest wielkością zachowawczą .Zachowawcza własność splotu 
nadaje mu natychmiast głębokie znaczenie energetyczne wyka
zujące,iż S(t) jeat funkcją całkowitej energii elektrycznej

Stąd i
II - 2.02

r

Kładzie»}i

S II - 2.03
ożyli,że«

. II * 2.04

1) Przez wielkości zachowawcze należy rozumieć te wielkości 
które spełniają tak zwaną zasadę zachowania mocy.
Por.rozdział IV.



pulsującej w układzie.wyprowadzonej na zewnątrz układu lub do
starczonej do układu na jednostkę czasu* Aby bardziej uwypuk
lić własność o którq chodzi położymy«

... II - 2.05

Stąd,wyrażenie II-2.W2 przyjmie postać:

... II - 2.06

a wyrażenie II-2.04 postać:

II - 2.07
A

Jak widać,funkcja S(t) jest funkcją mocy symbolicznej dostar
czonej do układu (lub pobieranej z układu) wspólnie przez 
wszystkie występujące w przebiegach harmoniczne. J'oc S jest 
średnią kwadratową z wszystkich mocy pozornych dostarczonych 
(lub pobranych) przez poszczególne harmoniczne. Rozważając 
przebiegi prącoi lub nrpięcia z punktu widzenia 7/pływu poszcze
gólnych harmonicznych na układ,taka definicja mocy pozornej 
jest szczególnie cenna. Wydaje się.że moc S jest tą właśnie 
mooą,która powinna służyć za podstawę rozliczenia się między 
odbiorcą i wytwórcą energii elektrycznej.
Kładziemy:

Moc Pm nazwiemy mocą modułową. * nierówności Schwarza, otrzy-

Stąd.na podstawir właaności całki Riemanna,otrzymujemy:

P„ » U.J ... II - 2.08

mamy:

czyli,że:

7
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IIerównoić II-2.09 powiada, te moc posorna 3 Jeat co najwytej 
równa nocy modułowej . V rseosywiatoścl aoe 3 Jest równa 
mocy w układach o przebiegach sinusoidalnyoh.

s. Banflaą agjaggaaiaŁ XHafegJL3L 3jaiiaŁiaisilŁ
Kładaiaay:

J(t) %£ £  (t) + J*,(t)
' V

£(*> “  \  • $(♦> ••• II - 8.01O
Stądi r r v

4 / 4  (t) j^(t)«t x U(t) [ J(t)- i  U(t)] dt
o ? tr «

* •  • f / l i c « ) ! ' « ]

• ?  [*/ -  * / ] '  0 

Z powyiezego wynika,że funkcja J^(t) Jeat ortogonalna do funk- 
oji J/ (t) 1 dlatego rozkład II-3.01 funkcji 3(t) Jeat roskład*» 
ortogonalny» tej funkcji. łunkcjf 3p(t) nazwiemy ayabollosną 
funkcją ,£r§du ¿e£o£m&eJi_
Zaohod«l\

T  

f,
•j * 'OJ / J(t) Jy-(t)dt s l / ł ( t ) P ( t )  - J,-(t)]dt

- ? ? + ,ał
Ua

Z drugiej atrony otrzymany:
T T

f / j ( t )  J,»(t)dt « ę/ p / ( t )  + Ł(t)] ¿L(t)dt * Jy,
O 1 o

3 H J ‘ 4  = ,* - t Ł s i
r U*

Kładziemy:
K =  U.Jy. ... II - 3.02

i otrzymujesy«

Koc K nazwiemy moę.ą_deforma£j_i.

Pm « P* + Q* + Ka ... II - 3.03
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Kładziemy:

g M  i b U  A. ; £ || g - Jb u  - 3.04

Wielkości g i b są rzeczywiste i posiadają wymiar w almen- 
sach. Nazwiemy Je odpowiednio przewodnością czynną i przewod
nością bierną układu 1-fazowego (dwójnika). y Jest symbolicmą 
admitancją tego układu. Na podstawie II-3.04 mamy:

£ (t) r £ U(t)
a a * • •• II * 3«05ty(t) W j(t) - y U(t)

Związki II-5.05 pozwalają na sprecyzowanie pojęcia deformacji.
A

DeiifiifiJ®: Funkcję symboliczną J(t) nazwiemy funkcją zdeformo
waną od funkcji symbolicznej U(t), Jeśli ma miejsce nierówność 

r

i / U C t )  - y U(t)|2 dt :> 0 ... II — 3.06
o

Z powyższej definioji wynika,że wartość skuteczna 3t/> Jest 
miarą deformacji funkcji symbolicznej przebiegu prądu J(t) 
a moc K Jest miarą dodatkowego obciążenia układu wynikłego 
z deformacji ^przebiegu prądu względem przebiegu napięcia. 
Pełniejszą interpretacją mocy K zajmiemy się później. 
Kładziemy«

A  A j? A
Jw(t) M  g u(t)
J . df , ... II - 3.07(t) =  b U(t)

A
funkcję J»-(t) nazwiemy symboliczną funkcją jorî du ęz^nne£0_ a 
funkcję (t) symboliczną funkcją prądu bl.erneg£ rozpatrywa - 
nego układu.
Zachodzi:

P s l / c ( t )  J M )  dt
O

T

«  * V t}  dt

T.
0 T ... II - 3.08

O
Obie funkcje podcałkowe w wyrażeniu II-3.C8 są rzeczywiste i 
połótmy:

1) W układach l“fazowych lub przy rozpatrywmiu układu skła- - 
dającego się z jednego dwójnika pojęcie leformacji pokrywa 
się z pojęciem odkształcania. W ogólności tak jednak nie 
jest.
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p(t) M  u(t) j„(t)
... ii - s.og

Q(t) Ü  u(t) J*(t)
Otrzymamy: ^

P > \ J P(t) dt
. /  ... II - 3 .10

3 - f / Q ( t )  dt
O

Jak widać z relacji II-3.10 między mocą czynną P i mocą bierną 
Q nie istnieje żadna istotna różnica i co więcej: relacje
II-3.10 możnaby przyjąć za definicje mocy czynnej P i mocy 
biernej Q po uprzednim przyjęciu definicji II-1.04 dla mocy

A
symbolicznej P/. Nie można bowiem,Jak to czyni szereg autorów 
(np. [17],[18] ) definiować funkcji mocy czynnej lub biernej 
przy pomocy iloczynu funkcji przebiegów napięcia i prądu 
(tj. U(t). J(t)) uzależniając ich rozróżnienie od rodzaju zasi
lanych elementów w szczególności przez Jak gdyby przeciwstawię* 
nie oporowi czynnemu cewki indukcyjnej lub pojemności kondensa
tora. Definicje II-?.09 są Jedynymi prawidłowymi definicjami 
funkcji mocy czynnej i mocy biernej. Wynika z nich,że obie moce 
są miarami energii pola elektromagnetycznego układu na Jednost
kę czasu. Ściśle: wartość średnia za okres T z funkcji Q(t)
Jest równa mocy Q. T'oc Q jest minrą energii pola elektromagne
tycznego ,która na Jednostkę czasu pulsuje między układem cewek 
indukcyjnych i układem kondensatorów lub Jest wymieniana między 
generatorem zadilającym a cewką indukcyjną podczas 1 Jednostki 
czasu pracy układu itp. Koc czynna P jest miarą tej ilości e~ 
nergii elektromagnetyczneJ.która w jednostce czasu zostaje 
przemieniona na inny rodzaj energii i z układu zostaje wyprowa
dzona na zewnątrz lub do układu zostaje dostarczona.

Różnica więc między mocami P i Q polega nie na tym,że jed
na jest miarą energii pola a druga nie lecz na tym,że mówią 
one o różnym sposobie wykorzystania energii elektromagnetycz
nej układu.
Kładziemy.

P(t) U(t) J(t)

k(t) M  u(t) .y(t)
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Zaohcdgi:
¥ /  K(t) dt x 0 ... II - 3.12
o

Z relaoji II-3.12 wynika,te wystąpienie prądu dpformacji J^(t) 
nie powoduje dodatkowych j3rzemian_energetycznych w układzie. 
Nie oznacza to oczywiście,że nie powoduje on dodatkowego ob
ciążenia układu. Na podetawie definicji II-3.09 oraz II~3.11, 
otrzymamy t

p(t) = P(t) - jQ(t) + K(t) ... II - 3.13

Równanie II-3.13 określa w aposób jednoanaczny atan energe ~H
ty jeny układu. Funkcje P(t) i Q(t) określają przemiany energe”

Atyczne zachodzące w układzie a K(t) określa wpływ deformacji 
przebiegu prądu od przeMegu napięcia w tym układzie.

• WBp6.-;ogjnaŁki mocy1? .
Z przedstawionej teorii “ a w szczególności z zależności 

11*3.03 “ wynika,że »wiązki zachodzące między poszczególnymi 
mocami dadzą się w prosty apoób przedstawić za pomocą prosto“ 
padłościanu (rys.1),który nazwiemy £rosjto£adłoŚ£ian«n_moc^.

Sys.l

Kładziemy <
P P P/cos 'f * —  i cos * —  ; co8 f  * — L II - 4.01
P/n P t P/n

Zuohodzi:

cos » cos . gobjT  • •• II ~ 4.02

g d z i e  cos nazwiemy współczynnikiem mocy czynnej układu 
1) Por.pracę autora [12] .
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o przebiegach odkształconych} cos iff możnaby Eaś nazwać wsjsół“ 
£zJp m  ik ięsâ re akcj,i_o b c^ą^enla.
Zachodzit

J^(t) * J(t) - yU(t)
Stąd« ^  ^

^(t) - " P(V£v,, e'W )

* d* - yv0 ) + Z ( i  - yvA ) ii - 4 .03
h-1

Kładziemy (rys.l)»
p  Q

cos -U> r —  ; sin y  * ■*- ... II - 4.04
Pf P;

Stąd:
A -j'̂’ | A .y = y e , gdzie: y • y | ... II - • .05

Mamy: r
^ y* J^(t) J(t) dt

Przeto:

j ^ s  ( i . -  y v , ) . i . + Z ( £ -  y i ) i

= j2“ yfc T0eV,+ Z ^  I^e'6*'^] ... 11-4.06
hm1

’Ponieważ lewa strona wyrażenia II-4.O6 jest wielkością rzeczy
wistą,przeto otrzymujemy:

OO

Jy-« J2- y[v0 I0cosy> + Z v A IA cos(^- 5* )] ... II - 4.07
h~f

oraz:
00

I. sin (tf - « 0 ... II - 4.08
h»0

Ze wzoru II-4.07 mamyi

K2 r P^ - P,- [va I„ cos ? + Z \  I/, cos(^ - ̂  )] .
hx1

Stąd

P,- s iZpS^- b Z  va i* coe(V' - 0) III- 4.09
A=o h 0

Związek II-4 .O8 może stać się podstawą do określenia dokład
ności z jaką zoatała przeprowadzona analizn układu o przebie* 
gach odkształconych w zależności od przyjętych w rachunku i- 
»lości wyższych harmonicznych zawartych w przebiegach.
Według rys.l otrzymujemy:



Wielkoćć co8 f nazwiemy w s p ó ł c z y n n i k i  e m 
d e f o r m a c j i .
Relacja II-4.10 pozwał« na wyliczenie współczynnika deforma
cji w zależności od zawartości wyższych harmonicznych w prze
biegach prądu i napięcia. •
Kompensacja moc.y biernej w układach 1-fazowych.

W tym paragrafie zadanie,które sobie stawiamy polega na 
kompensacji mocy biernej Q i w związku z tym na wyjaśnieniu 
-'oli mocy deformacji K w układzie. Ponieważ samo zagadnienie 
kimpensacji mocy Q w układach o przebiegach odkształconych 
ma duże znaczenie praktyczne rozumowanie ograniczymy do ukła
dów mających znaczenie praktyczne. Z praktyki wiemy,że moc Q 
pobierana przez układ ma charakter indukcyjny (t.zn.,że Jest 
dodatnia) i że elementem kompensującym Jest kondensator o od
powiednio dobranej pojemności.

Z powyżej przedstc-ionej teorii wynika,że wprowadzenie do 
układu kondensatora idealnego Jest równoważne wprowadzeniu 
elementu pobierającego prąd Je (t), przy czym:

Je (t) « " i Jfte (t) + ryc(t) ... ii - 5.01

Kompensacja mocy biernej Q polega na tym aby dobrać tak po
jemność C kondensatora kompensującego aby zachodziło:#

J9c(t).= - J^(t) ... II - s.O?

W my li definicji pojeniności C dowolnego kondensatora znchodzl;

Qe(t) * C U(t) .... II - 5.03

gdzie Qe(t) jest funkcją zmiennego naboju elektrycznego roz
mieszczającego się na okładce kondensatora o pojemności C. 
Stąd:

f/[ę.(t)]ł dt = :2 . ?/[u(t)]2 dt
o o

czyli:
Qe * CU _ . . .  TI -  c .04



gdzie Qe i U są odpowiednio wartościami skutecznymi funkcji 
naboju elektrycznego rozmieszczającego się na okładce konden- j 
3atora oraz funkcji napięcia przyłożonego między okładki kon- ! 
deneatora. Z relacji II-5.04 w y n i k a  następująca d e - j 

f i n i c j a wartości skutecznej funkcji naboju elektryczne
go i Wartość skuteczna funkcji naboju elektrycznego jest równa' 
wartości takiego równoważnego naboju statycznego,który rozmip" 
szczony na okładce tego samego kondensatora co nabój zmienny 
wywoła między okładkami danego kondensatora różnicę potencja
łów równą wartości skutecznej napięcia przyłożonego, l^mkcją 
stowarzyszoną z funkcją CJe(t) jest funkcja symboliczna:

Qe(t) = CU(t) ... II - 5 .05

i przy jej pomocy tak samo możemy obliczyć szukaną pojemność 
kondensatora kompensującego.

Załóżmy że przez kondensator płynie jedynie prąd 
Otrzymamy:

= / % c ( t ) dt
= - f  (t) dt ... II - 5.06

A  /  \gdzie J^(t) jest prądem,który należy skompensować.
0 (wypadek jedynie

jh<jote

... II - 5.07

, wynor-i S

... II - 5.08

W zależności tej moc bierna O. jc3t m o c ą  pobieraną przez układ 
kompensowany przed wprowadzeniem kondensatora.
Jak widać, ze względu na mały wpływ wyższych harmonicznych

Wykonując zaznaczone działanie i kładąc Vg r 
w pra>tyce występujący), otrzymamy:

/ j ? (t) dt « 4 / u ( t )  dt = 4- f  h -  •
* O V h-1 J^h

Stąd wartość skuteczna:

Q \ 2 'F \ \

czyli:

h

S z u k a n a  p o j e m n o ś ć :  C s  ■



na wielkość wyrażenia II-5i08 możemy z dobryii przybliżeniem 
położyć:

0 2 A r  • (t ) ••• ii  * 5 - .
lub nawet:

0 • ^ 7  ... II - 5.10

oo Jest agodne z preyjętą praktyką obliczania pojemności ba
terii kompensującej.

A
Prąd «Tęc (t) jest prądem płynącym przez kondensator»potrzeb 

nym ćo całkowitej kompensacji mocy biernej Q. W rzeczywis o- 
śoi jednak przez kondensator płynie Jc (t), gdzie:

Jc(^) —+J Ję(t) + Jy»c(t)

- C iilli . J Ca7> J \  - ey W

Stąd zakładając że pójemnośó C została obliczona z wzoru przj’ 
blifconego II-5.10, otrzymamy:
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J’/c * “i • \ T  yh (h - O 2 ... II - 5.11

Prąd J^e jest prądem przeciążającym kondensator. Przeciążenie 
to Jfc8t wynikiem wystąpienia wyższych harmonicznych w napię- 
cir. zaeilania. Jak widać, pierwsza harmoniczna nie wpływa na 
przeciążenie kondensatora kompensującego,Jeśli do obliczenia 
pojemności C posłużymy się wzorem II-5.10. Stąd wniosel , że 
wzór ten nie należy traktować jako pewne przybliżenie bardziej 
ogólnego wzoru II—5.08 lecz jako 'vzór ścisły,stanowiący pod
stawę obliczania pojemności C. Łtoc deformacji Ke pobierana 
przez kondensator tak obliczony wynosis

Ki * 11*0, TJ- ... II - 5.12

Moc Kc jest miarą przeciążenia kondensatora i powoduje dodat
kowe obciążenie axeci. Dlatego jej obliczenie jest konieczne. 
u zależności II“5.12 rynika bowiem,że wyższe harmoniczne na
pięcia posiiu.,/ być eliminowane nawet w wypadku sztywnego na
pięci? zasilmia,jeśli wpływ ich nt moc Kc jest duży.
Jak wiadomo możemy to uzyskać przez zastosowanie cewek induk- 
cyjnych o małej indujccyjności połączonych szeregowo z pojem-
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noóc ią C kondensatora kompensującego ([8] i [9j)
. Uwagi krytyczne obnoszące się do niektórych teorii mocy.

Od szeregu lat,a w szczególności w ostatnim uziesi^cio- 
leciu,zagadnienie teorii mocy w układach o przebiegach od
kształconych odgrywa dużą rolę. Wielu autorów,(por.spis lite
ratury) zajmujących się tym zagadnieniem,podało niezależnie 
od siebie lub powiązane z sobą teorie wprowadzające częeto 
w sposób dowolny wielkości określone przez nich jako moce,ta
kiego lub innego typu. Ta dowolność naturalnie nigdy nie jest 
całkowita. Jest ona ograniczona z jednej strony tradycyjnymi 
definicjemi wielkości stosowanymi niekiedy w praktyce a s dru ; 
giej strony pewnymi formalnymi związkami (prawie zawsze kwadra 
towymi),które dany autor chce zachować lub uzyskać. Odnosi si< 
to w szczególności dó ważnego związku II-3.03,który po raz 
pierwszy został podany przez C.I.Budeanu ([3]). Jednak w pra
cach Budeanu moc deformacji K (oznaczona tam symbolem P„,) i 
jego następców (np. [1],[5] , [13] , [14] ) jest zdefiniowana w spo
sób formalny przy pomocy związków zachodzących między poszcze
gólnymi harmonicznymi,które: a) nie zawsze są uzasadnione
matematycznie, b) nie posiadają fizykalnej interpretacji. 
Zdaniem autora tej praoy w poprawnej.ogólnej teorii mocy zwią 
zek między poszczególnymi harmonicznymi przebiegów nie może 
posłużyć do definicji określonych wielkości fizykalnych, ¿'eieli 
nie wynika on z określonego działania matematycznego zachodzą 
cego (dozwolonego) w przestrzeni Hilberta. Co więcejs wymaga
my aby wszystkie zdefiniowane moce były wielkościami niezmien" 
nymi ze względu na transformację unitarną symbolicznych funk
cji przebiegów. Wynika to stąd.że wraz z transformacją bazy 
(w przestrzeni Hilberta).której dobór z fizykalnego punktu wi
dzenia jest przypadkowy, nie może ulec zmianie wartość wiel
kości fizykalnej.Pod wpływem transformacji unitarnej nie ule
gają zmianie jedynie wartości skuteczne funkcji przebiegów, 
ich iloczyny skalarne i sploty. Stąd, wszystkie moce mające 
sens fizykalny mogą być zdefiniowane tylko przy pomooy warto
ści skutecznych,iloczynów skalarnych lub splotów funkcji prze 
biegów.



-  19 -

III. Układy wielofazowo 1 wleloprzewodowe.

i. Moo w układach wialofazowyoh 1 wleloprzewodowych.
Dla k-t#J fazy lnb k-tego przewodu wprowadzamy oznaozenla 

(rya.2):

Rys.2

U*(t) * symboliczna funkcja przebiegu napięcia zasadni“ 
czego.

j*(t) * symboliczna funkcja przebiegu prądu zasadniczego. 
Ogólnie: wskafnlk „k" odnosi się stale do k-tej fazy lub 

k-tego przewodu,
wskainik „h" odnosi się stale do hrtej harmonicznej. 

Kładziemy:
df i / aI i / 'Am 1 * ̂

r,(t) J*(t) dt

S(t) H  £  i f v , ( t  + r) J*(») dr 
w  «Stąd:

P - He< ii ?  4 i" A V  >
Z  ? / M t >  J*(t) dt

III - 1.01

... III - 1.02



X
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\T\J  M t )  J*(t) dt ...III - 1.08l *•/ oŹaohodzl:
P • P + J  Q ; T,~ m V r*+ Q?' ... 111 - 1.04

Qaiiiesy\

y r S ;  ; ł .  i i  i / T 7  . . .  n i  -  i.o5
oras: dfrrn= u*, j« ... ITI - 1.06

Wlalkoid P„ nazwiemy a o o ą m o d u ł o w ą  układu. J««t 
ona równa »nkayaalnej mooy czynnej,którą da alf uzyak*ć * u- 
kładu przy danych wartoiciach Vm 1 Jm .
Kładziony«

t ** P *3Q . o «  _P_ . t, df o ___
“  * “ - U J  ’ * =  V J  - . . H I  -1.07

Stąd >
* * ® “ 3B ... III - 1.08

5 nazwiemy przewodnością czynną, B przewodnością bierną a T
symboliczną admitanoją układu.
Kładziemy*

A .. A-f A A
Ju (t) il X V, (t)

, A ... III • 1.09
J,*(t) =  J*(t) - (t), k ■ 1,2, ... , n

Zaohodul
kmO

Jf*(t)dt - U,(t)dt

- H , ( t ) ]  U,(t) dt
**/ e

X y

Stądi

a  2 1 v  v V
Z * *  -  y r u, « y (p,. -  p,.) .  o

Z  f  y*J^(t )JA (t )d t  . / * ^ ( t ) . [ i * ( t ) + J y k(t)J

/a V 0 km" a
• L i  f  m * *  - £  4*

Kładziemy i 3 *mf

if,u )fĘĘ
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Stąd: k=n t

Zl" 7a,' j  Ją ("O, dt ** Jy/frt
k=1 /iO

Z drugiej etrony*

ct)j* (-fc)dt: r
k*1 O A*/ o

Czyli:

Stąd;

gdzie*

**< o o
P A  A

• 4  “  r  ą -

r* r£ f “ + C* r̂ «  *-.k.

p« * P + Q + S 2 ... III - 1.10

X ~£ v„ ... n i  - i.il

Moc £. nazwiemy m o c ą  d e f o r m a c j i .  Jest ona zależna 
tak od zawartości wyższych harmonicznych w funkcjach przebie
gów j Łk 1 od n i e r ó w n o m l e r n o ó e i  poboru lub 
wydatka mccy czynnej i biernej przez poszczególne fazy. Bar“ 
diiej snezegćłowo jej znaczeniem zajmiemy się póiniej. 
Kładaisay:

^ ( t ) “ « ^ ^  i / t l M s ^ t )  .. . 1 1 1 - 1 ,

p * ( t )  M  U , ( t )  l ,  ( t )  5 Q Ct) U  U, ( t )  j L  ( t )

12

9*
... III - 1.18Ar n j •

F - T i /  *,(*> «
k=n ,

T
k=i o

*-«. 7 III - 1.14
« * r dt

Podobnie jak dla układów l“fazowych z zależności III-1.14 wy
nika Jednoznaczna interpretacja energetyczna nocy czynnej P
i mocy biernej Q. Obie moce są miarami energii pola elektro
magnetycznego na jednostkę czasu. Różnica między nimi polega



na tym,ii mówią one o różnym sposobie wykorzystania tej energii,
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Kładziemy:

• u Ł '  ł V f i ’ ; 4 l / S T  . . .  m  -  1 . 1 5
* *=s

W definicjach III—1.15 znak „ ■+ n lub fl — ” obieramy w zależności 
od tego Jaki znak mają moce P i Q 1 .
Na podstawie III-I.14,otrzynamy:

p = vm i wm ; Q « j f/rT " ,  m  _ 1>16

Stąd,na podstawie III-I.10 zachodzi:

Jl = JL + J|™+ jy,* ... III - 1.17
Kładziemy:

P(t) * ¿" i k (t) • Q (t) * q  (t)
*

A  A y
p(t> - 27 TT (t) J (t)

k*4

*i hk ••• III - 1.18
■**/

K(t) U  P(t) - P/ (t)
Otrzymamy:

P(t) = P(t) - j Q(t) + K(t) ... n i  - i#20

III - 1.19

oraz:
1 /  A
m J  K(t) dt S 0 III * 1.21

Funkcje mocy P(t), Q(t) i K(t) określają w sposób Jednoznaczny
i zupełny etan energetyczny każdego układu elektrycznego w sta
nie ustalonym.

Przechodzimy do omówienia mocy pozornej S. Z definicji
III-1.01 otrzymamy:

s - V r  st)
*•* k+l

<s* * s" ) =  \ J  i(t) ś,(t) dt

.... .. .. . ... III - 1.22
-I . k'1 *+*gdzie:

^ • d f  1 T

1) znak „ + " obieramy dla dodatnich a znak „ - " dla ujemnych 
wartoooi odpowiednio mocy P i Q.
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Załóżmy,że w danym układzie zachodzi:
S*(t) t Ś,(t) ... III - 1.23

dla każdego k i l ,  gdzie k,l * 1, 2, 3, ... , n.
W tym przypadku:

3 s n.S* ... III - 1.24

t.zn.,że w układach wielofazowych (lub wieloprzewodowych) w 
których wszystkie fazy pobierają tę samą funkcję mocy symbolic* 
nej S*(t) całkowita moc pozorna 5 Jest równa sumie mocy pozor
nych pobieranych przez poszczególne fazy. Należy zauważyć,że 
nie wystarczy założyć ab,, wszystkie moce pozorne w poszczegól
nych fazaoh były sobie równe. Z takiego założenia nie uzyska 
się na ogół zależności III-I.24.
Na podstawie II-2.09 oraz definicji III-1.01, III-1.06 i za
leżności III-1.22 można łatwo wykazać,że:

3 sS ... III - 1.25

co oznacza,że moc pozorna S Jest co najwyżej równa mocy modu
łowej P„ . W układach o przebiegach sinusoidalnych r ó w n o 
m i e r n i e  o b c i ą ż o n y c h  (t.J. takich dla których 
Jest spełniona relacja III—1.23 ) moc pozorna Jest równa mocy 
modułowej.

2. Kompensacja Łooy Marac.1 układach wielofazowych.
Przez uxiad równomiernie obciążony rozumieć będziemy układ 

dla którego spełniona Jest relacja III-1.23. W takich układach 
zachodzi:

r* * ^ Q* - 3, ; yA ■ ... III - 2.01

dla każdego k i l ,  gdzie k,l s 1, 2, 3, ... , n.
Kompensacja mocy biernej w tych układach sprowadza się do za
gadnienia tego samego typu co w układach 1-fazowych. rkład ta
ki należy kompensować przy poaiocy kondensatora (lub filtru) 
składającego się z identycznych elementów połączonych w gwiazdę
i gdzie pojemność C jednej fazy tego kondensatora obliczamy 
przy pomocy wzoru II-5.10.
W układach wielofazowych istotną rolę odgrywa Jednak zjawisko 
n i e r ó w n o m i e r n o ś c i  obciążenia.

Aby uwypuklić wpływ nieruwno^ierności obciążenia na roz~
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kład mocy niezależnie od odkształcenia przebiegó* rozpatrzymy 
najpierw dowolny n“fazowy układ o przebiegach sinusoidalnych. 
Do układów o przebiegach sinusoidalnych możemy zastosować be* 
pośrjdni® klasyczną metodę symboliczną i otrzymujemys

Pi e 2T^* Ja ... III - 2.02
k-1

? * Re | pz-J; Q s Jm jp,-) ... m  - 2.03

Jft * Y , ic s 1,2,.. ,n. ... III - 2.04

Z salsinorloi III“2.04 widać.że każdy dowolny układ n-fazowy
da się rozłożyć na d*a układy połączona w gwiazdę (rys.3)

Rys. 3

Pierwszy z tych układów który nazwiemy układem „Y" Jest ukła
dem symetryozny* i pobiorę w y ł ą c z n i  4 moc czynną P
i k o c  bierną Q. Drugi układ, który nazwieiry ułcładem „T* Jest 
układem niesymetrycznym i pobiera wyłącznie moc deformacji i. 
Przewodność deformacji obliczamy z relacji (por.rys.8)i

A
ę  * ~  ... III “ 2.05

Jak -*idaó, kompensowanie mocy biernej Q * jT uzyskamy po 
prze* kompensowanie układu „Y". Całkowity prąd bierny J?i77
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(por.III-1.15), który należy w układzie „T" kompensować wynosii

... III - 2.06

Dla symbolloroej wartoćci furkcji naboju elektrycanega roimie“ 
ss0*«jąc«ft0 siy na okładkach kondensatorów w poszczególnych fa 
zaoh baterii kompensującaj, otrzymamyi

Qe*m J Z  *9*

C *  ( i ) ' -

. k-mn

r « c . - ( i v r *k-i

«>Qem 

l / k-> '

... III - 2.07

v r ... III - 2.08

„ a Q em
= ... III - 2.09

StąćL*

Csylił

gdaia;

Kładsiesyt

Stąd (nu pcdetawie relacji III-2.06 i 111-2.07) s z u k a n i  
p o j e m n o ś ć  j e u n e j  f a s y  s y m e t r y c z ” 
n e j  b a t a r i i . k o m p e n s u j ą c e j » -

Cm = ”f“ ... III - 2.10

Naturalnie motna było przyjąć relację III-2.10 Jako definicję 
pojemności Cm co formalnie jest prostsze lecz nie daje wglądu 
w głębsze znaczenie fiskalne wprowadzonych wielkości.
Moc Ic pobierana przez symetryczną baterię kompensującą obliozo 
ną przy pomocy relacji III-2.10 Jest równa zeru.
Czyli: te t a k  o b l i c z o n a  b a t e r i a  n i e
w p r o w a d z a  p r z y  p r z e b i e g a c h  n i e o d -  
k a z t a ł c o n y o h . d o d a t k o w e g o  o b c  i-ą t  r 
n i a  s i a c i  a r ó w n o c z e ś n i e  c a ł k o w i “ 
c l e  k o m p e n s u j e  m c o  b i e r n ą  Q p o b i e 
r a n ą  p r z e z  u k ł a d .
Przechodzimy do omówi&uiu układów wielofazowych o przebiegach
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odkształconych.
Kamy:
oraz:

i- « r  ę /  at
o

4  (t) = r u*(t) ; jy^Ct) = Jt(t) - Jft (t)

T

gdzie admitancja symboliczna 7 jest zdefiniowana przy pomocy 
relacji III-J..07.
Zauważmy,że tak samo Jak poprzednio dany układ da się rozłożyć 
na dwa układy i to - na układ symetryczny „Y" pobierający wy
łącznie moc czynną P 1 moc bierną Q oraz na układ „ T ",który 
Jest niesymetryczny i pobiera wyłącznie moc deformacji K.
Z powyższego rozkładu wynika,że kompensacja mocy biernej Q po
lega na skompensowaniu układu „Y", t.zn.na takim dobraniu ba
terii kompensującej aby całkowity prąd bierny przez nią pobie
rany był równy - J^,gdzie»

Wprowadzając baterię kondensatorów do układu i zakładając,; e 
pobiera ona jedynie prąd bierny,otrzymamy»

Stąd:

Czyli:

Kładziemy:

Stąd:
. -  III - 2.11

... III - 2.12



Nfj podstawie definicji III“?.09 otrzymany i
,
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Q / M  ^ f  1 /7* - Y  TTT .3,*-  * a b  ■(r,)- V 1 ł S  h- ( i r ) m  '  ' 5
V/ przybliżeniu możemy położyć:

C « -f- ... III “ 2.14

COT jest pojemnością Jednej fazy symetrycznej baterii konden-
satorów,którą należy włączyć do układu w celu całkowitej kom
pensacji mocy biernej Q. Rzeczywiście pobierany prąd przez 
jedną fazę baterii kompensującej wynosi:

êk s + (t) + (t)

dU*(t)
■ 0- ~ s r

Stąd,zakładając it pojemność Cm obliczono na podstawie rela
cji III “ 2.14, otrzymamy«

<4 « ( ~ V .  f_ (h-1)* VA* ... III - 2.15

= V z  Jk s ZZ ’ V ?  (h'1)2 »••III “ 2.16w  U» ’ *•*

K, - U.. J ^ s  < C ^ V i ( h - l ) 2 ( ^ )  ... H I  - 2.17

Czyli;

Stąd:

M o c  d e f o r m a c j i  Kf pobierana przez baterię kom
pensującą J e s t  m i a r ą  p r z e c i ą ż e n i a  tej 
baterii spowodowanego wystąpieniem wyższych harmonicznych w 
napięciu zasilania układu. Zauważamy,że podobnie Jak w ukła
dach Jednofazowych harmoniczne podstawowe napięcia zasilania 
nie mają wpływu na moc K c .Innymi słowy« harmoniczne podsta
wowe składowych biernych prądu zostają całkowicie skompenso
wane przez baterię kondensatorów,jeżeli jej pojemność obli
czamy na poćatŁv;ia relacji III-2.14.
Z relacji III-2.17 widać,że 7/pływ wyższych harmonicznych na 
przeciążenie kondensatora w poszczególnych wypadkach może być
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daty i że przeciążenie to wpływa na zwiększenie mocy moduło
wej pobieranej przes układ po jego skompensowaniu. Dlatego 
należy obliczyć moc Kc i w wypadku stwierdzenia jej znacznego 
wpływu na pobór mocy zastosować do kompensacji filtry t.zn 
układy szeregowe L„ Cm tworzące symetryczną gwiazdę.\

3. Współczynniki mocy.

Z przeprowadzonych rozważań wynika,te całość teorii mocy 
w układach wielofazowych lub wieloprzewodowych da się - 
podobnie jak dla układów 1-fazowych - przedstawić za pomocą 
prostopadłościanu podanego na rys.l. Wobec tego obowiązują 
również tutaj wzory oraz IIt4.02. Podobnie Jak uprzed
nio,dla układu Jednofazowego mamyi

r i / » A A /\ * r~ *» J* (t) - Y U* (t) = !**+£ Z+uA«/

Jy* * (!«“ W Bk Y ) e j W  ... III - 3.01
Stąd (por.II-4.07 i II“4.08):

{ oo

l°* c°8^ + y  \ A C0S(^A - )}
h* 1 )

Tli - 3.02
oraz J

J^^hk xhk 8in(tf* - V- ) - 0; * 0) ... III - 3.03
Ha podstawie III-3.02, otrzymamy:

Aj•O p . ( k—n oo

czyli:

 — 1 °°
r + *ZTZ7V/W I** cos ... III - 3.04*- / Ii-O

Uwzględniając rys.l otrzymujemy o g ó l n y  w s p ó ł 
c z y n n i k  d e f o r m a c j i  u k ł a d u :

kmp OO
£  c o 3 ~ 

o o e r = ~ = = = = ; ---  ; ••• m  - 3.05

i f u t
Wzór ten pozwala na obliczenie współczynnika deformacji m^jąc 
dane poszczególne harmoniczne przebiegu.
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IV. Zasada Zachowania Mocy.

Nim przystąpimy do właściwego zagadnienia t.J.do wykaza
nia które z mocy są mooa*i zachowawczymi a które takimi nie 
eą, zajmiemy się •„ j f i t i t j r e i n y i  u J f o i e ■ 
całości rozważań na temat mocy przedstawionej w tej pracy.
W tym oelu posłużymy się wektorialną przestrzenią Hilberta.

1. Przestrzeń wektorialną.
Niech I oznacza Jakiś zbiór niepusty. Przypuśćmy,że każdaj 

parze uporządkowanej x i J  elementów tego zbioru przypo
rządkowany JeBt pewien element x + y należący do niego 
nazywamy go aumą elementów x i y ; załóżmy dalej,że dla 
każdej liczby zespolonej A oraz każdego elementu x zbioru I
określony Jeat pewien element tego zbioru, nazywamy g»
iloczynea liczby A oraz elementu x.
Niech dla tych działań spełnione są następujące warunki:

I. x + y » y + *

II. x + ( y + a  ) « ( x + y ) + ¥

III. x + y  » x +- ¥  pociąga: x • z

IV. A ( x + y ) s "X x + Ay

V. (A + a ) x = ^x + ax

VI. A (ax ) s ( Aa ) x

VII. 1 x * *
Przy tych założeniach powiadamy,te zbiór I stanowi przestrzeń 
wektorialną .
W punkcie 2 (str. 5 ) określona przestrzeń Hilberta Jeat
przestrzenią wektorialną,zmetryzowaną (jej metryka Jeat metry
ką w sensie odległościowym). Przedstawiciel funkcji tej prze 
strzeni Jest wektorem,którego JOiuł Jest równy normie taj 
funkcji.

------
x) A.Mostowski i M.Stark - Algebra Wyższa,tom I.PWN 1954 rtr.TTo
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0*nace»y przez W(g) zbiór macierzy jednokolumnowych g-wysiaro- 
wyohi

«i

... IV - 1.01

których elementy należą do H(a,b) xx^.
Sumę dwóch elementów zbioru W(g) określimy wzorem«

w, Wy + V,

w2 w, + V*
• + • df . .
• • • .

— _
w* w* + V*

. . . IT - 1.02

Każdy element macierzy £&t należy do H(a,b). A zatem,jeżeli
2 » e w ( g) i w(g) to (£J>r= 2 B + !» )  e w ( g).

Iloczyn liczby zespolonej ^ oraz elementu określimy wzorem e

M 3S =

'W

... IV - 1.03

Każdy element macierzy || %W; || należy do H(a,b). Stąd ^ 2JJ jest 
elementem zbioru 7(g). Łatwo zauważyć,że postulaty I - VII są 
wypełnione dla zbioru (W(g). Wynika stąd.że zbiór W(g) stanowi 
przestrzel wektorialną.
Kładziemy:

os'  «  I I . . .  , ? ; ||
gdzie; ?/ || u,{- u2i ... , uAi ... ||

xx) H(a,b) oznacza,że każda funkcja W, (t), W4 (t),... Wf (t) jeat 
całkowalna wraz z kwadratem w przedziale [a,bj .

IV - 1.04 

IV - 1.05
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a » :< jr =  ii w;, w-, . %

- f

V

V**5'

IV - 1.06

. IV - 1.07

- f u  5̂
A

=  L  N *  (t) v;(t)dt ... IV - 1.08

W myśl tej relacji kwadrat modułu wektora definiujemy przee 
zależność

W -  g * » ;  . * /
M  «  ... rr - 1.09

Przestrzeż W(g) z przyjętą definicją iloczynu skalarnego 
(IY-1.06) jest przestrzenią metryczną wyposażoną w metrykę 
odległościową. Dla dwóch wektorów tej przestrzeni zachodzi 
nieróeność:

|2l||3| 3= 1
Istotnie zachodzi:

£ / K < t > r  d-tj { ¿ 7  /| iA (t)|s dtf ̂  

&

i;(t) dt|?
1 Q

... IV - 1.10

... IV - 1.11
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2. Rozkład ortogonalny wektorów urzeatrzeni W(n), 
Kładziemy! X'̂

A

df
’ /* * 2̂4

. . IV -

xok
A
1«
A
1«

f/ df

oraz analogiczne definicje dla wektorów sprzężonych
l  i s  .

n; , vj , ...u'

J,
... IV *

» • • • J/w ||

V  V  , V  VI

oraz analogiczne definicje dla wektorów Łl,£l,,3 i ,3

2.01

2 . 0 2

x) Por.rozdzinł I.

C3
|<
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Zachodzi:
A , v A ~n A V

- l u ; .  j,A- 1

= I i / i w  i ( t )  dtA* 1 o
Stąd:

W myíl definicji III-1.02 i III-l.03otrzymamy>

P = Re

Jm

A . V
a'. 3}

(ń ' .3 )

IV - 2.03

... IV -2.04

oras:
P. = P + J Q IV -2.05

Na podstawie twierdzenia o rjufcie prostopadłym .kładziemy,

i  -
A A A A
^  M  y  §  ,(gdiie Y  Jest liczbą dobraną 

tak,aby: )

A df A 
3*1 3/ IV -2.06

Otrzymamy:

= t t ' . ( Ą + V

= ń'. i  -  ái'.Y u 
= y (a'.ń)

stąd:
i, , y  i u i 2

p. p + JQ

IV - 2.C7

Y ■

r  =

l i t r  l i i i 2 

p + j Ql i t r i m IV - 2.08

x) Teoria operatorów rzutowych i ich interpretacja Jest ćwiet 
nie przedstawiona w książce L.A.Lusternifa i W.J.Sobolewa.
Elementy Analizy Funkcjonalnej str.209 i nast. P#N 1959.
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Kładziemy:

Czyli:

Zachodzi: 

Kładzismy:

Stąd:

Zachodzi:

Stąd s 

Lecz:

Stąd:

l U l 1 IU|£
... IV -

Y = 0-j B ... IV -

Si = Y a  = (G U -jB d )  
= G f t - jB f t ... IV -

a df ^ a
3„ =  G »
A  A

3 , =  B i l

3/ * 3 , - 3 3,

... IV -

... IV -

A V

3'.3 - (3; + 3;).(3. + 3„)
■ Sj. 3f+ (na podstawie IV-

i 3 i2 = l i M ^ r IV -

W - « . * ,
- Y d ' . Y i -  IYIe(ft .ń ) 

li/!2 = IYI£IU IM il = lY llń l 

I Yl2 =

IV -

p - J Q

l i r
fi PN- Q‘ 
“ ~KW  101*

A 9|i_ P + Q13 / = ijo-i* i a i ‘
IV -

2.09

2 . 1 0

2 .11

2 .12 

2 .13

•2.06}

2.14

2.15

2.16



Wstawiając do 17-2.14-, otrzymamy:

l a n ś l * .  P ^ H U N S /
Na podBtawie III-1.06 s

|U| |3| = p-
Stąd: A A

p: = ^Q-+|anv
Kładziemy:

la liS j
Stąd s ________

P* = P% Q*+ K 2
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Teoria przedstawiona w tym paragrafie,opierająca się na ros- 
kładsie ortogonalnym wekt.orów w przestrzeni W(*) nie wprowa
dza do uprzednio przedctaTrior«j teorii nowej treści fizykal
nej. Jej znaosenie polega na tym iż ujmuje ona syntetycznie 
całoM zagadnienia a wprowadzone wektory mogą być bezpośred
nio wprowadacne do syntetycznej analizy układów wieloprzewo- 
dowyoh o dowolnych ustalonych przebiegach.

8. Zasada zachowania mocy.
Niech dana jest sieó n-fazowa zasilająoa m n-fazowych 

odbiorów podłączonych równolegle (rys.4). Założymy,ie straty 
na przewodaoh łączących są pomijalnie małe.

jfw

... IV - 2.17 

... IV - 2.18 

... IV - 2.19

Rys. 4
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Wekalnikiem „o" oznaczaó będziemy wielkości odnosząc* alf do 
zasilania całości. Stąd,na podetawie załoied otrzymamy«

Vf(t) • O*' (t) - U,*(t) = U"(t) * ... U*"(t)
... IV - 3.Clj*(t) « 5; (t) + i;(t) +... + ̂ (t) +... + i-(t)'

dla k ■ 1, 2, ... , n.

Ra podetawie definicji i własności wektorów SI i i  zachodzi«

¿i'« ¡a2 = ••• “ a * 8 ••• - ¿ r
£ 4 A ■ a . • • • IV 3*02ar- r  + ar+....... + 3-+ ••• + 3-

a

s ZI ... IV - 3,08
Zachodzi:

a c/. x =  r . r i -

A.*' AC ' ś ^ / 'Y ^  A  J /  2 /\ /  A , /  V

= + + . . . + r j v . . + r . j

e P/+ »/+,..+ p; + ... + p-
Stąd:

... IV - 3.04

2 relacji IV-3.04 wynika zasada zachowania mocy symbolicznej. 
Orzeka ona,te w układach bez strat suma mocy symbolicznych 
pobieranyoh przez poszczególne odbiory jest równa mocy symbo
licznej dostarczonej do układu przez zasilanie całości. 
Posiewai:

P* • Pc + j Qc 

P‘ * P* + j Q*
gdzie»

* ■ .  !. { y )  : <f *

r  r 8. ja-: t . , q - .
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Otrzymamy:

Sc = Y ' P~
ot = /

q'= ;Ol~  Q“
-1

... IV - 5.05

Z relac.1i IV-3.05 wynika zasada zachowania aocr osynnal i we
wnętrzne j. Jej słowne sformułowania jest analogiem« do saeady
odnoszącej się do mocy symbolicznej. A
Przeprowadzimy rozkład ortogonalny wektora J  waglęJe* wektora
¡¿J,cprzy pomocy znanego jut schematu postępowania. Kładaienyt

i', df a
y  =  3
a df A A

Y c sic
... IY m 3.06

Stąd:
Ac df *
3 £ ±

t T  = U '.Uę + 3 ;)« jr.3;+£tc: 3 ;

= £t". i,.
czyli:

p; » ćr. i; ... Ił “ 3.07

* d c,. Y cU e = Y c ( & ' . & ' )

V  •« y ci d r ... IY - 3.08

Vv e - i; ?e+ j Qc
T

Id l 2 i& t

v c= - pe
T " ^ + 3 
ttcl

... IV - 5.09
Y IŚtT

Stąd(na podstawia IY-2.09):

A

Y e = 8C - j B c ... IY - i.10



/ A A .

X s Z T ... iv - s .14
Many:

r :  i c » s / i i + s j . ś ;  (por.1v-2 .1 4)

l 5 t * l i ; r + i ± i s

IV - 8 .11

Na podstawie IV-3.05i IV*“3.02 otrzymamy:
oC — fft

ac s ¿ a "oc - ✓
eA.m.rn

Bc « ¿ I 2“OC - /

gdzie 8“  i B* są wielkościami rzeczywistymi.

Zachodzi: A A
^ *  Y c^ e*  (3c- i B ' ) ś r

[A=JTl «  «/» \ A

= 2(3*- j B « ) * 1ci-i '
A „ *-» A

S* * 1; -  2 Z  . . . 1 7 - 5 . 1 2

Ora* (na podstawie jlef.IV-2.12),:

i : -  j i ;  = g V i r -  3 f B‘ r
A . cC«/i> A

3tądi 3 >  E  3 “.ot-y<*. mm A .

3 ;= s  %Podobni«:
V  d c- i ;
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IV - 3.13

. IV - 3.15
gdsiet

ia;r-,3f. 3; - l Y T l i r i
(r'f+ («')' ... IV - 3.16

I U 1 *



Wstawiając do IV-3.15t otrzymamy

l df i |3C = (»*)•♦ w  ), + l d T l 3 y
(pijs. (*«)»+(Q*)*+ (KO* ... IV -  3.17

gdzie:
K e . i m i f e l  ...IV -3.18

na podstawie definicji IV-2.18.
Zaohodzi;

OL m m  , A  11 A

iV\
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Ot«/ Ot»/

OL-1Leost
l a i r i T , !  ,(por.IV-3.0l) ... I V -3.19

... IV - 3.20

A *ii': A

3V * E  3y1 <*• i
Stąd <

| i y * E l 3 ? lOt“ f

Porównując IV-3.18 z IV-3.19 widzimy wi*o,fce

Ł e K* ... IV - 3.21
«*—*

Z powyiazej nierówności wynika,że moc K odmiennie od mocy P 
Q i Ji nie jest mocą zachowawczą.
Podobnie łatwo wykazad, te:

* : < Z K  ...IV -3.22
*•/

4« Splot,
Kładziemy«

^  ^ J# 4 J a V
St-x3 =  dr •• • ! ▼ -  4.01

*•/ T 0
C**li: Ś (t) = ...IV -4.02
Stad : A  V A «*»*» vu cx 3 c * xtfx r  3 <««/

«

a ?  i t r *  i *  . ..IV- 4.0 3ot-/
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Czyli:
Śc(t) = ¿  S**(t) ... IV - 4.04

Z zależności IV-4.04 wynika zachowawcze własność splotu, t.zn., 
że suma f u n k c j i  mocy symbolicznych pobieranych prse* 
poszczególne odbiory jest równa funkcji mocy symbolicinej do
starczonej do układu przez zasilanie całości.

4
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