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1. Wstep

W elektrotechnioe teoretycznej jak i w praktyce energo-
elektrycznej jarak dotychczas ustalonego pogladu co do tak pod-
stawowych wielkosci jak energia czynna i energia bierna ukdadu,
Istniejg rozne interpretacje tych wielkosci. W szczegolnosci
odnosi sie to do energii biernej,co do ktdérej szereg autorowl”
uwaza iz samo pojecie energiil biernej nie ma fizykalnego
znaczenia. Wigze aie to takze z tym,iz ogélne rozwazania na te
mat roznego typu mocy uktadu nie bydty wystarczajgco przekony-
wujace i ogolnie przyjete. Z tych wzgledéw w nawigzaniu do
wczesniejszych prac autora ([11],[12]) zostanie ponizej przed-
stawiona nowa,og6lna teoria mocy odnoszgca sie tak do dwu- jak
i wieloprzewodowych uktadow elektrycznych i dowolnych,okreso-
wych przebiegow,z ktdérej to teorii miedzy i
jednoznaczng interpretacje energii czynnej
tromagnetycznego ukdadu.

nnymi uzyskuje sie
i biernej pola elek

Obecnie przedstawiona praca rozni sie od poprzednio opubli
kowanych prac autora z tej dziedziny pod dwoma wzgledami :

1) Wprowadzono czesciowo inne oznaczenia oraz inne defi-

nicje niektéryoh mocy.

2) Scisle powigzano zagadnienie réznego typu mocy z ener-

gig uktadu.

W tej pracy wyprowadzono po raz pierwszy konsekwentng te-
orie kompenaaojl mocy biernej Q dla dowolnych przebiegéw i u-
k+adéw nieréwnomiernie obcigzonych przy czym uzyskane wyniici
maja podstawowe znaczenie praktyczne. Wprowadzono takze azereg
nowych wielkosci i1 poje¢ nie majacych swych odpowiednikéw aui
w poprzednio opublikowanych pracach autora ani tez w teor™aoii
mocy przedstawionych przez innych autoréw. Do tych wieikccoi
nalezg przede wszystkim funkcje mocy przebiegéw. Okazuje sie
“ jak zostanie wykazane - ze maja one gkebokie znaczenie ener-

getyczne.

1) Por.prace: [11 , [6] i [17]
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Podstawowy» narzedziem analizy matematycznej uzytym w tej
pracy Jest przestrzeli Hilberta i uogélniona funkcja symbolicc
na wprowadzona Juz wczesniej przez autora w pracy [12].

funkcje ortonormalne.
Nieskonczony ciag funkcji rzeczywistych lub zespolonych
zmiennej rzeczywistej t:

fE(Y),  S$ECD), .... e/(V), .... . 1101

w ktorym kczda z funkcji w domknietym przedziale [a,b] Jest
catkowalna wraz z kwadratem,nazywamy uk#adem ortonormalnya
w tym przedziale,Jezeli dla kazdego m i n zachodzi:

/ vV K dt
a

gdzie /*(t) oznacza funkcje sprzezong do funkcji $(t) a
Jest deltag Kroneokera.

Podstawowymi ukdadami ortonormalnymi majacymi zastosowanie
w elektrotechnice sat

.. 1 -1.02

1 . sina)t . COBcOt : --. ain nccct , cos ne>t ...
w V*/2 V T/2 \fr/2 \pi7z
oraz
JL . it e .. » - . el ......... I - 1.0S
\[r V> VY Vit~

w przedziale: Cset< T.
Gdy ukdad funkcji I ~ 1.01 jest ortogonalny lecz nie znormali"

zowany to zachodzbi: s q
0, gdy a + m

, eee | ~ 1-04
% {Nm,gdy n-«m
gdzie Nm. nazywamy normg funkcji i£,(t).

Niech U(t) bedzie dowolmg funkcjg catkowalng wraz z kwadratem
w domknietym przedziale [a,b]

Catki: /

- 97 u(t) *5 dt> (h * 1,2 eee) — 1 * 1,05
istnieja i nazywamy Je wspétczynnikami Fouriera funkcji U(t).
Uktad ortonormalny 1 - 1.01 nazywamy ukdadem zupednym,Jezeli

dla kazdej funkoji U(t) catkowalnej wraz z kwadratem w prze-
dziale fa.b] i dla kazdegocf0 mozemy dobraé takie H < N(),
iz zachodzi:



A*n
/ M - r uA (O F dt « Jl1 --
0 h.1

-1 1,06

gdy tylioo u > M(<5).
Méwimy wtedy,te funkcja U(t) jest aproksymowalna przez szereg

() przecietnie z kwadratem z dowolna dokdtadnoscig.

Gdy n—— « ,otrzymamy!
lim fU(t) ” h~u» (t)|I*dt *0 .ee | “ 1.07
17-»<X> 0O hmf

Mamy s

yju(t) —z~ht (t)!* dt Fjji(t)
a A a h

b .
_zuxnA o{r|u(t)1§dt—4[D(t)*i [Jur(t)]dt

-/u(t)[2>*"* (O] dt+/["uA OIE.?# ()] dt
«/lu(t)|*dt -Fu /{?(*)]« (t)dt -Z</u(t)~'(t)dt+]|
a h a a

+%Trua /# N W dt
b r
/Ju(d)|* dt —EU*[/G(t) P+ (O df] -

-1Tu* f u(t) #*(t) dt+£"uA u* 4n
A a Vv

*/ju(t) |* dt u-
Stad: 6 *
/IIY) Fdt -Z|Juap * O
ozjrli: a -
/ju(®]* de s F luj2 .. 1 -1.08
Szereg AN () nazywamy szeregiem Fouriera funkcji U(H)

i méwimy,te jeat on zbiezny przecietnie z kwnirstem io funk*

cji U(o).
Piszemy:
ue) f u*ii (D .- 1 -1.09
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Nalezy zauwazyc¢,ze zwykda zbieznos¢ szeregu Fouriera do funk-
.cji dla ktérej zostat zbudowany nie zawsze ma miejsce,nawet
gdy uk#ad funkcji j (C)J: Jest zupedny. Zachodzi Jednak zawsze
dla uktadéw zupednych zbieznos¢ przecietna z kwadratem. W dal-
szym ciagu tej nraoy przez ukdad funkcji j (t)jJ bedziemy ata-
le rozumieli ukdtad zupedny funkcji ortonormalnyah.

Niech Z(t) bedzie funkcja catkowalng wraz z kwadratem w prie**

dziale [a,b] dla ktérej zachodzit
(00}

I~ z2 A% ... 1 -1.10
A-/

Suma i roinioa dwoch funkcji z ktorych kazda Jest catkowalna
wraz z kwadratem Jest funkcja catkowalng wraz z kwadratem.

Stad, na podstawie 1| “ 1.08 zachodzi:
b a
J/7[u(t) +i(D)]Jee*(t) dt _/[ut) + i(yl#¥ ™h (O dt «
ha b »
=/[u +1] [u +i]*dt
oraz: b 9 t
Z/0(t) - 1I(M] i£5Y) dt . /[U(t) - 1(D)]*# (© dt -
bp b a
m/[U “ i][U - i] dt
0
Odejmujac stronami ,otrzymamy:
b b b

%[/U(t)*iE(t) dt/[1(©)]"jS (©) dt+/[u(t)]V (©) dt

a 0@ )
/*i(D))V (2 df] *J (u i*+u*i ) dt
0 a

Wstawiajgc w miejsce U(t) funkcje JtJ(t),gdzie J = |71

otrzymamy »
y yb b b

Z{/u(®)* (O dt/[1(D)] % (© dt -/[u(t)]*£ () dt
h \a t a t a

SI(O)*N (D) d) * /(U 1= U*1 ) dt

a " a

Stad,dodajac stronami,otrzymamy:
oo b 6 b

g%g(t) dt/[i(t)]*# (® dt « Zu(t) i* () dt
czyli :
/u(t) 1 () dtr £ UA-iT" .- 1-1.11

t



Ergntrzail Hllberta..

Gdy dany jest ukdad zupedny Ffunkcji {% (t)jto rozwiniecie
funkcji U(t) na szereg | *“ 1.09 jest jednoznaczne. Oznacza to,
ze kazdg funkoje tI() mozemy przedstawi¢ przez jeden i tylko
jeden dla danego jigit)] oiag wspotczynnikow danych przess
zaleznos¢ | ~ 1.05. Ciagg ten nazwiemy przedstawicielem funk-
cji U(t) 1 oznaczymy symbolem U.

Zachodzi twierdzenie (Fischejr-Riesz"a) powiadajace,ze je
zeli dany jest dowolny nieskonczony cigg liczb zespolonych
JUuAj ,ktorego suma kwadratow modudow jest zbiezna,to istnieje
taka funkcja U(t) dla ktérej ciag liczbowy J uA|stanowi ze -
spot wspétczynnikow Fouriera, czyli:

Y_unCt) ~ U - 1 2.01
i , X
Zbidor wszystkich ciggow liczb zespolonych j takich,ze sze-
rej jest zbiezny nazywamy przestrzenig Hilberta (H).
W przestrzeni H modut przedstawiciela jeat okreslony
przez relacje 1 “ 1.08 a iloczyn skalarny dwoch przedstawicie-
li przez relacje I - 1.11.
Musy: >
oty 2SN ur
u2
- 1 - 2.02
isr m /Ziot*)i*«*. f i»/ .. 1 2.03
a 4 1
u . j U. i*() dt ol .- 1 2.04

Pogdlalosa fwftkeja symboliczna.

Hieoh f(t) jest funkcja rzeczywistg i okresowa,catkowalng
wras s kwadrat«» w domknietym przedziale [o,t] , g-dzie T jeet
okresem tej funkcji.

Zachodzi :

3= B jtor a jljeot Yy —huit
*h
h*1 P

1) W.Rubinowicz “ Kwantowa teoria atomu. PWN 1954,str.209

i nastepne.
2) Znak s znaczy: odpowiada.



gdzie: t
fA « f y**(*) e-~dt; h « 0,il,22,.. .1 - 3.02
oraz: 0
....1-3.03
-® -0
Ktadziemy.
f, + P(Y) .- 1 - 3.04
A~/
Na podstawie 1 “ 3.03 oraz twierdzenia Fischer-Riesz"a (por.

str. 5 ) funkcja P(t) jest funkcjg zespolong zmiennej rzeczy-
wistej t, okresowa o okresie T 1 catkowalng wraz z kwadratem
w domknietym przedziale £o0,T]

Nazwiemy ja Ffunkcjg symboliczng stowarzyszona z funkcja rze-
czywistg ?(t) /por. [12] /.

Ktadziemy:
= \i2 1\ ... 1 - 3.05

Stad:

P(t) ~ f0 J hmt ... 1 - 3.06
tstwo wykazac,ii:

T T
£ f \?{D\edt = ...1-3.07
0 o

t.zn.,te wartosci skuteczne (normy) - funkcji rzeczywistej i
stowarzyszonej z nig funkcji symbolicznej sa sobie roéwne.

Z punktu widzenia praktyki elektrotechnicznej relacja 1-3.07
oznacza,te funkcje przebiegu IA:(t) i F(t) sa pomiarowo nie-
rozrolnialne przy pomocy miernikoéw elektrycznych rejestruja*
cych wartosci skuteczne.



11. Ukdtady .jednofazowe

Moc symboliczna.czynna i Mema w ukfadach jednofazowych,

aiech dane sg dwie funkcje rzeczywiste,okresowe U(t) i
J(t) catkowalne wraz z kwadratem w wspolnym domknietym prze-

dziale reprezeatujgee odpowiednio przebieg napiecia i
pradu w uktadzie I“fazowym.
Zachodzi+
o 11 - 1.0
Ktadziemy:
I - 1.02

Stad,na podstawie I-1_11 oraz 1*3.04, otrzymamy

... 11 - 1.03
gdziei
y
s A *«a, a jest wielkoscig sprzezong do wiel-
kosci I
Mooi T
.- 11 - 1.04
nazwiemy uogd6lniong moca symboliczng.
Zachodzi: .
.- 11 - 1.05
=\"60Z \h@%
... 11 - 1.06

* .
Z\ P sm
W
gdzie P jest mocag czynng a Q jest moca bierng ukdadu.

Tak ;ak dla przebiegdéw sinusoidalnych,otrzymamy:



A
P; * p +JQ : p:_ * I/i*!q_Qt 11 - 1.07

2. Splot 1 iwo Interpretacja.
Ktadziemyt
T
SO M $ fu(t+t) ja-) dt 1.* 2.01
o]

Prawa strona relacji 11-2.01 jest splotem dwéch funkcji okre-
sowych (o wspdlny® okresie T) «zespolonych 1 catkowalnych wra*
s kwadratem w domkniety* przedziale [0,T] . Splot dla dowol-
nyoh dwéoh funkcji tak okreslonych zawsze istnieje i1 jest
funkojg okresowg o okresie T, catkowalng wraz z kwadratem w
przedziale [0,T]
tatwo wy**sa4,&e:

I - 2.02
Stad i
r
Ktadzie»}i
S I - 2.03
oZyIi,Ze«
I * 2.04

Wielkos¢ U nazwiemy mooag pozorsg uktadu 1l-fazowego (dwuprze-
wodowego lub dwéjnika).

Naturalnie,te tak przyjeta definicja mocy pozornej nie pokry-
wa sie z ogolnie przyjetg definicjg mocy pozornej za ktoérag
zwykto sie przyjmowa¢ wyrazenie: U.J tj.iloczyn wartosci
skutecznych pradu i napiecia. Za nowg definicjg mocy pozor-
nej przemawia jednak szereg wzgledéw o podstawowym znaczeniu.
1 tak,Jak wykazemy, splot S(Eé podobnie jak moce P, Q i P-
Jest wielkoscig zachowawczg .Zachowawcza whasnos¢ splotu
nadaje mu natychmiast gtebokie znaczenie energetyczne wyka-
zujace,iz S(t) jeat funkcja catkowitej energii elektrycznej

1) Przez wielkosci zachowawcze nalezy rozumie¢ te wielkosci
ktore spekniajg tak zwang zasade zachowania mocy.
Por.rozdziat IV.



pulsujgcej w uktadzie.wyprowadzonej na zewngtrz uktadu lub do-
starczonej do uktadu na jednostke czasu* Aby bardziej uwypuk-
1i¢ whasnos¢ o ktérq chodzi potozymy«

.- 11 - 2.05
Stad,wyrazenie 11-2.W2 przyjmie postac:
... 11 - 2.06
a wyrazenie 11-2.04 postac:
I - 2.07

Jak widac,funkcja g(t) jest funkcja mocy symbolicznej dostar-
czonej do ukdadu (lub pobieranej z ukdadu) wspolnie przez
wszystkie wystepujace w przebiegach harmoniczne. J'oc S jest
Srednig kwadratowg z wszystkich mocy pozornych dostarczonych
(lub pobranych) przez poszczeg6lne harmoniczne. Rozwazajac
przebiegi pracoi lub nrpiecia z punktu widzenia 7/pkywu poszcze-
g6lnych harmonicznych na ukdad,taka definicja mocy pozornej
jest szczeg6lnie cenna. Wydaje sie.ze moc S jest tg wkasnie
moog,ktdéra powinna stuzy¢ za podstawe rozliczenia sie miedzy
odbiorca i1 wytwdrcg energii elektrycznej.
Ktadziemy:

P, » U.J ... 11 - 2.08

Moc Pm nazwiemy mocg modudowg. * nierdéwnosci Schwarza, otrzy-
mamy :

czyli,ze:

Stad.na podstawir whkaanosci catki Riemanna,otrzymujemy:

7
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Ileréwnoi¢ 11-2.09 powiada, te moc posorna 3 Jeat co najwytej
réwna nocy modutowej - V rseosywiatoscl aoe 3 Jest réwna
mocy w ukdadach o przebiegach sinusoidalnyoh.

. Banflaag agjaggaaiat XHafegl3L 3jaiiatiaisilt

Ktadaiaay:
J(B) %E £ (©) +J-,(©
v
E(*> “ 8 - $(o> =e= |1 - 8.01
Stadi r rv

Uo) [I(O- i U] dt
tr «

* . of/lica)!'e]

o) [*/ */]| 0

Z powyiezego wynika,ze funkcja JN(t) Jeat ortogonalna do funk-
oji J () 1 dlatego rozk#ad 11-3.01 funkcji 3(t) Jeat rosktad*»
ortogonalny» tej funkcji. 4unkcjf 3p(t) nazwiemy ayabollosng
funkcja ,£r8du ¢;efofm&edi_

474 () JA(H)«t x
(o}

Zaohod« I\

.
Jj/f,J ® Jy-(Odt s 1/F(t)P(1) - J,-(D]dt

- ??+at
Ua

Z drugiej atrony otrzymany:
T T

F/j(t) I, »()dt « e/p/(t) +L(t)] LAt * Jy,
] 1o
3HJ - 4 = .,* - ttsi
r u*

Ktadziemy:
K= UlJdy. .- 11 - 3.02

i otrzymujesy«
Pm « P*+ Q*+ Ka ... 11 - 3.03

Koc K nazwiemy moe.g deformafj_1i.
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Ktadziemy:

g M i bu A, ;

Wielkosci g i1 b sa rzeczywiste i posiadajg wymiar w almen-
sach. Nazwiemy Je odpowiednio przewodnoscig czynng i przewod-
noscig bierng uktadu 1-fazowego (dwojnika). y Jest symbolicmg
admitancja tego uktadu. Na podstawie 11-3.04 mamy:

£ (O r £ U
B W j® -y UM

Zwigzki 11-5.05 pozwalajg na sprecyzowanie pojecia deformacji.

ees |l * 3«05

Deiifiifid®: Funkcje symboliczng j(t) nazwiemy funkcja zdeformo-
wang od funkcji symbolicznej U(t), JesSli ma miejsce nierdéwnoscé
r
i/uct) -y u®ml]2de >0 .. 11 — 3.06
o

Z powyzszej definioji wynika,ze wartos¢ skuteczna 3~ Jest
miarg deformacji funkcji symbolicznej przebiegu pradu J(t)
a moc K Jest miarg dodatkowego obcigzenia ukdadu wynikdego
z deformacji ”“przebiegu pradu wzgledem przebiegu napiecia.
Pekniejsza interpretacja mocy K zajmiemy sie pozniej.
K¥adziemy«

A Aj? A
we) Mg
J .df , .. 11 - 3.07
® = bu(®
A
funkcje I»-(t) nazwiemy symboliczna funkcja jorindu ez*nnef0_ a

funkcje (©) symboliczng funkcja pradu bl.ernegf rozpatrywa -
nego ukdadu.

Zachodzi :
Ps $/c(t) IM) dt
87 .. 11 - 3.08
*
« o VvV ot} dt
Obie funkcje podcatkowe w wyrazeniu 11-3.C8 sa rzeczywiste i
pototmy:

1) W uktadach I“fazowych lub przy rozpatrywmiu ukdadu skka- -
dajacego sie z jednego dwojnika pojecie leformacji pokrywa
sie z pojeciem odksztakcania. W ogélnosci tak jednak nie
jest.
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p() M u(® j..(O)

... ii - s.og
QM U u® J*(M
Otrzymamy: n
P > \J P dt
/ ... 11 - 3.10

3 - 1;/OQ(t) dt

Jak wida¢ z relacji 11-3.10 miedzy mocg czynng P i mocg biernag
Q nie istnieje zadna istotna roznica 1 co wiecej: relacje
11-3.10 moznaby przyjac¢ za definicje mocy czynnej P i mocy
biernej Q poAuprzednim przyjeciu definicji 11-1.04 dla mocy
symbolicznej P/. Nie mozna bowiem,Jak to czyni szereg autorow
(np- [17].[18] ) definiowa¢ funkcji mocy czynnej lub biernej
przy pomocy iloczynu funkcji przebiegéw napiecia i pradu
(tj- U(). J(O)) uzalezniajac ich rozroéznienie od rodzaju zasi-
lanych elementéw w szczegélnosci przez Jak gdyby przeciwstawie*
nie oporowi czynnemu cewki indukcyjnej lub pojemnosci kondensa-
tora. Definicje 11-?.09 sg Jedynymi prawidtowymi definicjami
funkcji mocy czynnej 1 mocy biernej. Wynika z nich,ze obie moce
sa miarami energii pola elektromagnetycznego uktadu na Jednost-
ke czasu. Scisle: warto$é $rednia za okres T z funkcji QCt)
Jest réwna mocy Q. T"oc Q jest minrg energii pola elektromagne-
tycznego ,ktéra na Jednostke czasu pulsuje miedzy uktadem cewek
indukcyjnych i uktadem kondensatoréw lub Jest wymieniana miedzy
generatorem zadilajgacym a cewka indukcyjng podczas 1 Jednostki
czasu pracy ukdadu itp. Koc czynna P jest miarg tej ilosci e~
nergii elektromagnetyczneld.ktéra w jednostce czasu zostaje
przemieniona na inny rodzaj energii i1 z ukdadu zostaje wyprowa-
dzona na zewngtrz lub do ukfadu zostaje dostarczona.

Réznica wiec miedzy mocami P i1 Q polega nie na tym,ze jed-
na jest miarg energii pola a druga nie lecz na tym,ze méwiag
one o roznym sposobie wykorzystania energii elektromagnetycz-
nej ukdadu.
Ktadziemy.

P(D) u(n JM
k() M u(® .y(H)
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Zaohcdgi :

¥/ K(t) dt x 0 ceo 11 - 3.12
(o]

Z relaoji 11-3.12 wynika,te wystgpienie pradu dpformacji JN(t)
nie powoduje dodatkowych j3rzemian_energetycznych w uktadzie.
Nie oznacza to oczywiscie,ze nie powoduje on dodatkowego ob-

ciazenia uktadu. Na podetawie definicji 11-3.09 oraz 11-3.11,
otrzymamy t

p(t) = P() - JQ(t)+K(®) .- 11 - 3.13
Réwnanie 11-3.13 okresla w apos6b jednoanaczny atan energe ~

ty jeny uk#adu. Funkcje P(t) 1 Q/gt) okreslajg przemiany energe”
tyczne zachodzace w uktadzie a K(t) okresla wptyw deformacji
przebiegu pradu od przeMegu napiecia w tym uktadzie.

e WBp6.-;0gjnatki mocy1? .

Z przedstawionej teorii “ a w szczegodlnosci z zaleznosci
11*3.03 “ wynika,ze »wiagzki zachodzace miedzy poszczegdélnymi
mocami dadzg sie w prosty apodéb przedstawi¢ za pomoca prosto“
padtoscianu (rys.1),ktéry nazwiemy £rosjtofadtoSEian«n_moc”.

Sys.1
Ktadziemy <
cos “f* P i cos ~ P ; co8 f * —PI{ 11 - 4.01
PAh Pt Ph
Zuohodzi :
cos » COS . gobjT eee |1 ~ 4.02
gdzie COS nazwiemy wspédczynnikiem mocy czynnej ukdadu

1) Por.prace autora [12]



S 14 ¢

o przebiegach odksztatconych} cos iff moznaby Ea$ nazwaé¢ wsjso¥*
£zpm ikiesa™reakcj,i_obc”Ng”enla.

Zachodzit
N * I - yu(d)
Stad« n N
~E) - " P(VEV,, eW )
*od* - yv0)+§l(i - yvA) ii - 4.03
Ktadziemy (rys.D»
cos ¥r — ; siny * e .. 11 - 4.04
P P;
Stad:
A e i _ A .
y = ye , gdzie: y = 'y | - 11 - .05
Mamy : r
N y* JINE) J(Y) dt
Przeto:
jrs (i- yv,))i.+Z(E-y 1) i
= j2*“ yfc TOeV,+Z"~ 17Me"6*""] .- 11-4.06
hmi
"Poniewaz lewa strona wyrazenia 11-4 .06 jest wielko$cia rzeczy-
wistg,przeto otrzymujemy:
@
Jy-« J2- y[vO 10cosy> +h2~%/A IAcos(™- 5° )] . 11 - 4.07
oraz:
(00)
0 I. sin (tF- « 0 .- 11 - 4.08
Ze wzoru 11-4.07 mamyi

K2 r P~ - P-[val,cos ?+Z\ V, cos(® -~ ).
hx1

Stad

P- s izZpS™-b Z vai* coe(V" - 0) 111- 4.09

A=0 h 0

Zwigzek 11-4 .08 moze stac¢ sie podstawa do okreslenia doktad-
nosci z jaka zoatata przeprowadzona analizn ukdadu o przebie*
gach odksztatconych w zaleznosci od przyjetych w rachunku i-
»losci wyzszych harmonicznych zawartych w przebiegach.
Weddug rys.l otrzymujemy:



Wielko¢¢ co8f nazwiemy wspodtczynniki enm
deformacji.

Relacja 11-4.10 pozwat« na wyliczenie wspotczynnika deforma-
cji w zaleznosci od zawartosci wyzszych harmonicznych w prze-
biegach pradu i napiecia. -

Kompensacja moc.y biernej w uktadach 1-fazowych.

W tym paragrafie zadanie,ktére sobie stawiamy polega na
kompensacji mocy biernej Q i w zwigzku z tym na wyjasnieniu
-"oli mocy deformacji K w uktadzie. Poniewaz samo zagadnienie
kimpensacji mocy Q w uktadach o przebiegach odksztatconych
ma duze znaczenie praktyczne rozumowanie ograniczymy do ukta-
déw majacych znaczenie praktyczne. Z praktyki wiemy,ze moc Q
pobierana przez ukfad ma charakter indukcyjny (t.zn.,ze Jest
dodatnia) i1 ze elementem kompensujgcym Jest kondensator o od-
powiednio dobranej pojemnosci.

Z powyzej przedstc-ionej teorii wynika,ze wprowadzenie do
uktadu kondensatora idealnego Jest réwnowazne wprowadzeniu
elementu pobierajacego prad Je (t), przy czym:

Je (O « " i Je (©) + ryc(t) ii- 5.01

Kompensacja mocy biernej Q polegana tym aby dobra¢ tak po-
jemnos¢ C kondensatora kompensujacego aby zachodzito:
#

Joc(t) .= - IN(E) e 1= s.0?

W my li definicji pojeninosci C dowolnego kondensatora znchodzl;
Qe(® * C U(® e Nl1- 5.03

gdzie Qe(t) jest funkcja zmiennego naboju elektrycznego roz-
mieszczajagcego sie na oktadce kondensatora o pojemnosci C.
Stad:

f/[e. ()] dt = 2_?2/[u(t)]2 dt
czyli: ° ©

Qe * ... TI - c.04



gdzie Qe 1 U sg odpowiednio wartosciami skutecznymi FTunkcji
naboju elektrycznego rozmieszczajgcego sie na oktadce konden- j
3atora oraz funkcji napiecia przytozonego miedzy oktadki kon- !
deneatora. Z relacji I11-5.04 wynika nastepujaca d e -
f inicjawartosci skutecznej funkcji naboju elektryczne-
goi Wartos¢ skuteczna funkcji naboju elektrycznego jest rowna®
wartosci takiego rownowaznego naboju statycznego.ktéry rozmip"
szczony na oktadce tego samego kondensatora co nabdéj zmienny
wywoda miedzy oktadkami danego kondensatora roéznice potencja-
46w rowng wartosci skutecznej napiecia przytozonego, I1”mkcja
stowarzyszong z funkcjg Cle(t) jest funkcja symboliczna:

Qe(t) = CUCL) ceo 11 - 5.05

i przy jej pomocy tak samo mozemy obliczy¢ szukang pojemnoscé
kondensatora kompensujacego.
Zatb6zmy ze przez kondensator ptynie jedynie prad

Otrzymamy: /% C (t) dt

= -f ® dt - Il - 5.06

gdzie I~(t) jest pradem,ktéry nalezy skompensowaé.
Wykonujac zaznaczone dziatanie i ktadac Wr 0 (wypadek jedynie
w pra>tyce wystepujacy), otrzymamy:

gt

/j?2(@® dt «4/u(t dt =4- f h- e¢€

7@ dt «g/ult) Vbl 9th
Stad wartos¢ skuteczna:

Q\2 “F \\
czyli:
h ... 1l - 5.07

Szukana pojemnosc¢: Cs = ,wynor-i S

... 11 - 5.08

W zaleznosci tej moc bierna O. jc3t moca pobierang przez uk#ad
kompensowany przed wprowadzeniem kondensatora.

Jak wida¢, ze wzgledu na maty wpdyw wyzszych harmonicznych
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na wielkos¢ wyrazenia 11-5i08 mozemy z dobryii przyblizeniem
potozyc:

02ATr «(t) oee jj * 5-,
lub nawet:

07 ... 11 - 5.10

oo Jest agodne z preyjeta praktyka obliczania pojemnosci ba-
terii kompensujacej .

Prad gﬁc(t) jest pradem ptynacym przez kondensator»potrzeb
nym ¢o caktkowitej kompensacji mocy biernej Q. W rzeczywis o-
Soi jednak przez kondensator ptynie Jc (t), gdzie:

Je(™) -+ Je(D) + Jyc (O

- Cuilli . JCa7>J\ -eyW

Stad zaktadajac ze péjemnosd C zostata obliczona z wzoru przj
blifconego 11-5.10, otrzymamy:

JZ* “i «\T yh (h-02 .. 1 - 511

Prad J"e jest pradem przecigzajacym kondensator. Przecigzenie
to Jfc8t wynikiem wystapienia wyzszych harmonicznych w napie-
cir. zaeilania. Jak wida¢, pierwsza harmoniczna nie wptywa na
przeciazenie kondensatora kompensujacego,Jesli do obliczenia
pojemnosci C postuzymy sie wzorem 11-5.10. Stgd wniosel , ze
wzor ten nie nalezy traktowa¢ jako pewne przyblizenie bardziej
og6lnego wzoru 11-5.08 lecz jako "vzor Scisty,stanowigcy pod-
stawe obliczania pojemnosci C. ttoc deformacji Ke pobierana
przez kondensator tak obliczony wynosis

Ki * 110, T3 .. 11 - 5.12

Moc Kc jest miarg przecigzenia kondensatora i powoduje dodat-
kowe obcigzenie axeci. Dlatego jej obliczenie jest konieczne.
u zaleznosci 11“5.12 rynika bowiem,ze wyzsze harmoniczne na-

piecia posiiu.,/ by¢ eliminowane nawet w wypadku sztywnego na-

pieci? zasilmia,jesli wptyw ich nt moc Kc jest duzy.

Jak wiadomo mozemy to uzyska¢ przez zastosowanie cewek induk-

cyjnych o matej indujccyjnosci potaczonych szeregowo z pojem-



nod6c ig C kondensatora kompensujacego ([8] i [9))

Uwagi krytyczne obnoszace sie do niektdrych teorii mocy.

0d szeregu lat,a w szczeg6lnosci w ostatnim uziesi”cio-
leciu,zagadnienie teorii mocy w uktadach o przebiegach od-
ksztatconych odgrywa duza role. Wielu autorow, (por.spis lite-
ratury) zajmujacych sie tym zagadnieniem,podato niezaleznie
od siebie lub powigzane z soba teorie wprowadzajace czeeto
w spos6b dowolny wielkosci okreslone przez nich jako moce,ta-
kiego lub innego typu. Ta dowolnos¢ naturalnie nigdy nie jest
catkowita. Jest ona ograniczona z jednej strony tradycyjnymi
definicjemi wielkosci stosowanymi niekiedy w praktyce a s dru ;
giej strony pewnymi formalnymi zwigzkami (prawie zawsze kwadra
towymi) ,ktére dany autor chce zachowa¢ lub uzyska¢. Odnosi si<
to w szczegbélnosci dé waznego zwigzku 11-3.03,ktéry po raz
pierwszy zostat podany przez C.I.Budeanu ([3])- Jednak w pra-
cach Budeanu moc deformacji K (oznaczona tam symbolem P,,) i
jego nastepcow (np- [11.[51 ,[13] , [24]1) jest zdefiniowana w spo-
s6b formalny przy pomocy zwiazkéw zachodzgcych miedzy poszcze-
g6lnymi harmonicznymi,ktére: a) nie zawsze sa uzasadnione
matematycznie, b) nie posiadaja fizykalnej interpretacji.
Zdaniem autora tej praoy w poprawnej.ogolnej teorii mocy zwiag
zek miedzy poszczegdlnymi harmonicznymi przebiegdédw nie moze
postuzy¢ do definicji okreslonych wielkosci fizykalnych, ¢ eieli
nie wynika on z okreslonego dziatania matematycznego zachodza
cego (dozwolonego) w przestrzeni Hilberta. Co wiecejs wymaga-
my aby wszystkie zdefiniowane moce byty wielkoSciami niezmien"
nymi ze wzgledu na transformacje unitarng symbolicznych funk-
cji przebiegéw. Wynika to stad.ze wraz z transformacja bazy
(w przestrzeni Hilberta)._ktérej dobdér z fizykalnego punktu wi-
dzenia jest przypadkowy, nie moze ulec zmianie wartos¢ wiel-
kosci fizykalnej.Pod wpktywem transformacji unitarnej nie ule-
gaja zmianie jedynie wartosci skuteczne funkcji przebiegéw,
ich iloczyny skalarne i sploty. Stad, wszystkie moce majace
sens fizykalny mogg by¢ zdefiniowane tylko przy pomooy warto-
Sci skutecznych, iloczynéw skalarnych lub splotéow funkcji prze
biegow.



111. Uktady wielofazowo 1 wleloprzewodowe.

. Moo w uktadach wialofazowyoh 1 wleloprzewodowych.

Dla k-t#J fazy Inb k-tego przewodu wprowadzamy oznaozenla
(rya.2):

Rys.2

U*(t) * symboliczna funkcja przebiegu napiecia zasadni*“
Cczego.-
J*(t) * symboliczna funkcja przebiegu pradu zasadniczego.
Ogélnie: wskafnlk ,k'" odnosi sie stale do k-tej fazy lub
k-tego przewodu,
wskainik ,h" odnosi sie stale do hrtej harmonicznej.

Ktadziemy:
df LﬂJ i//\llar,(t) J*(D) dt

S(t) H £ ifv,(t+p) J*») dr
w «

I - 1.01

Stad:

ii? 4 i"A

\%
P-He<z 2/Mt> J*(t) dt ceo 111 - 1.02

>
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\T\J Mt) J*(t) dt ..111 - 1.08
| I/ o
Zaohodzl :
P «P+J Q ; T~m Vr*+Q?' ... 111 - 1.04
Qaiiiesy\
yrS ; b i/ T 7 .. nio- i.o5
oras:
df
rrn= u%*, J« L ITH - 1.06

Wlalkoid P,, nazwiemy a o og modud+owa uktadu. J««t
ona rowna »nkayaalnej mooy czynnej,ktorg da alf uzyak*¢ * u-
k#adu przy danych wartoiciach Vm 1 Jm.

K¥adziony«
t ** P *3Q0 .o« _P_ . tdf o -
“ * - U J > * =VJ -_..HI -1.0
Stad >
** @ “ 3B R BN 1.08

5 nazwiemy przewodnoscigczynng, Bprzewodnoscia bierng a T
symboliczng admitanoja ukdadu.

Ktadziemy*
A - A-f A A
Ju (© 1l X Vv, (©
, A oo I - 1.09
3.7 = I*(V) - (), km 1,2, .. ,n
Zaohodul
kmO
JF(dt - U, (t)dt
-H,(t)] U,(p) dt
>/ e

21 \ Vv \

xy Z** .y ru «y(@ -p.).o
Stadi

Z f y*3~N(H)JIA(T)dt A (L)L [ (1) + Iy KB)J

/a \Y 0 k" a
m** - £ 4*

tu)fEE

eLi
Ktadziemy i
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Stad: kn t
ZI" & j Ja (0, dt * J/ft
1 J; ¢

Z drugiej etrony*

cj* (ot r
k1 O A/ o
0 o]
P A A
-4 rooa
Czyli:
P« rE ¥IHCF
Stad;
p< * P+Q+S2 .- 111 - 1.10
gdzie*
X ~£ v, - ni - 1.1l
Moc £ nazwiemy mocg deformacji . Jest ona zalezna

tak od zawartosci wyzszych harmonicznych w funkcjach przebie-
gow jtk 1 od nierownomlernodei poboru lub
wydatka mccy czynnej i biernej przez poszczegélne fazy. Bar“
diiej snezegétowo jej znaczeniem zajmiemy sie poiniej.
Ktadaisay:

NCE) T A i/tilMs”~t) .-111-1, 12

pr(t) M U.(t) I, (1) 5QCH U U (1) jL (1)

. ~. 111 - 1.18
I
F- 51 4 0>«
g S T 1 - 1.14
«* T dt

Podobnie jak dla uktadéw I“fazowych z zaleznosci 111-1.14 wy-
nika Jednoznaczna interpretacja energetyczna nocy czynnej P

i mocy biernej Q. Obie moce sag miarami energii pola elektro-
magnetycznego na jednostke czasu. Réznica miedzy nimi polega
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na tym,ii méwia one o réznym sposobie wykorzystania tej energii,

Ktadziemy:
eut' tv fi’ 41/ S T ... m - 1.15
* *=g
W definicjach I111-1.15 znak ,,m®n lub - " obieramy w zaleznosci
od tego Jaki znak majg moce P 1 Q 1
Na podstawie I111-1.14,0trzynamy:
p=vmiwn ; Q« j AT ", m _ 1>16
Stad,na podstawie 111-1.10 zachodzi:
Jl = JL + J|™+ jy.* oo - 1.17
Ktadziemy:
P() * ¢"ik(@® = o * a (D
A A y
p(t> - 27T (® J (®©
k*4
*i "y hk eee 111 - 1.18
K(t) U P(t) - F/ (D i - 1.19
Otrzymamy:
P(t) = P(t) - jJ Qb)) + K(t) .. ni - 1#20
oraz:
1 / A
mJ K(t) dt S O 1 * 1.21

Funkcje mocy P(t), Q(t) 1 K(t) okreslajag w sposob Jednoznaczny
i zupedny etan energetyczny kazdego uktadu elektrycznego w sta-
nie ustalonym.

Przechodzimy do oméwienia mocy pozornej S. Z definicji
111-1.01 otrzymamy:

SV r .. st) o - 1.22
gdzie: k1 ket
Ao df 1 T
<s**¢§ ) = \J i(t) s§,(v) dt
1) znak ,,+ " obieramy dla dodatnich a znak ,,- " dla ujemnych

wartoooi odpowiednio mocy P i Q.



»
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Zat6zmy,ze w danym uktadzie zachodzi:
S*(r) t S,(D .. 1 - 1.23

dla kazdego k i 1 , gdzie k,I * 1, 2, 3, ... ,n.
W tym przypadku:

3 s n.S* oo - 1.24

t.zn.,ze w ukdadach wielofazowych (lub wieloprzewodowych) w
ktérych wszystkie fazy pobierajg te samg funkcje mocy symbolic*
nej S*(t) catkowita moc pozorna 5 Jest réwna sumie mocy pozor-
nych pobieranych przez poszczegélne fazy. Nalezy zauwazyc,ze
nie wystarczy zatozyC¢ &,, wszystkie moce pozorne w poszczegol-
nych fazaoh byty sobie réwne. Z takiego zatozenia nie uzyska
sie na og6t zaleznosci 111-1.24.

Na podstawie 11-2.09 oraz definicji I111-1.01, I111-1.06 i za-
leznosci 111-1.22 mozna 4atwo wykazac,ze:

3sS —eo 1 - 1.25
Cco oznacza,ze moc pozorna S Jest co najwyzej réwna mocy modu-
towej P,, . W ukkadach o przebiegach sinusoidalnych r é wn o -
miernie obcigzonych (t.J. takich dla ktérych

Jest spei#niona relacja 111-1.23 ) moc pozorna Jest rowna mocy
modutowej .

Kompensacja tooy Marac.l uktadach wielofazowych.

Przez uxiad rownomiernie obciazony rozumie¢ bedziemy ukdad

dla ktérego spedniona Jest relacja 111-1.23. W takich uktadach
zachodzi:

== n Q- 3, ; A= e 111 - 2,01
dla kazdego k i 1 , gdzie k,I s 1, 2, 3, ... ,n.

Kompensacja mocy biernej w tych ukdadach sprowadza sie do za-
gadnienia tego samego typu co w ukdadach 1-fazowych. rk#ad ta-
ki nalezy kompensowa¢ przy poaiocy kondensatora (lub filtru)
sktadajgcego sie z identycznych elementéw podaczonych w gwiazde
i gdzie pojemnos¢ C jednej fazy tego kondensatora obliczamy
przy pomocy wzoru I11-5.10.
W ukdadach wielofazowych istotng role odgrywa Jednak zjawisko
nierdownomiernosci obcigzenia.

Aby uwypukli¢ wptyw nieruwno”iernosci obcigzenia na roz~



k#ad mocy niezaleznie od odksztatcenia przebiegdé* rozpatrzymy
najpierw dowolny n“fazowy ukdad o przebiegach sinusoidalnych.
Do uktaddéw o przebiegach sinusoidalnych mozemy zastosowac¢ be*
posrjdni® klasyczng metode symboliczng i1 otrzymujemys

Pi e2T"* Ja .o - 2.02
k-1
? * Re |pzJ; Q sJm jp,o) .. m - 2.03
Jc* Y , £sl,2,.. ,n. oo 11 - 2.04
Z salsinorloi 111“2.04widac¢.ze kazdy dowolny uktad n-fazowy

da sie roztozy¢ na d*a uktady potgczona w gwiazde (rys.3)

Rys. 3

Pierwszy z tych uktadéw ktdéry nazwiemy uktadem ,Y" Jest ukta-
dem symetryozny* i pobiore wy+agczni 4 moc czynng P

i koc bierng Q. Drugi uktad, ktory nazwieiry ukckadem ,,T* Jest
uktadem niesymetrycznym i pobiera wydgcznie moc deformacji i.

Przewodnos¢ deformacji obliczamy z relacji (por.rys.8)i
A
e * ~ .- 111« 2.05
Jak -*idad, kompensowanie mocy biernej Q * jT uzyskamy po

prze* kompensowanie uktadu ,Y". Catkowity prad bierny JA77



- 25 -

(por.111-1.15), ktéry nalezy w uktadzie ,,T" kompensowaé wynosii

... 111 - 2.06

Dla symbolloroej wartocéci furkcji naboju elektrycanega roimie*
ssO*«jac«ft0 siy na oktadkach kondensatoréw w poszczegélnych fa
zaoh baterii kompensujacaj, otrzymamyi

Qe*m J Z *9*

c = (i)'~
Stad > . k—fm*
rec. - (1,
Csylit
«>Qem .- H - 2.07
d H -
gdaia; 1/ k> -
VI .. 11 - 2.08
Ktadsiesyt
, a Qem
= weo 111 - 2.09

Stad (nu pcdetawie relacji 111-2.06 1 111-2.07) szukani
pojemnos¢ jeunej fasy symetrycz?”
nej batarii.kompensujgce]j»-

Cm = 7f“ ... 111 - 2.10

Naturalnie motna byto przyja¢ relacje 111-2.10 Jako definicje
pojemnosci Cm co formalnie jest prostsze lecz nie daje wgladu
w gtebsze znaczenie fiskalne wprowadzonych wielkosci.

Moc Ic pobierana przez symetryczng baterie kompensujaca obliozo
ng przy pomocy relacji 111-2.10 Jest rowna zeru.

Czyli: te tak obliczona bateria nie
wprowadza przy przebiegach nieod-
kaztatconyoh.dodatkowego obc iatr
nia siaci a rownoczesnie catkowi*
cle kompensuje mco biernag Q pobie-

rang przez uk#tad.

Przechodzimy do oméwi&uiu ukdtadéw wielofazowych o przebiegach
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odksztatconych. T
Kamy: - «r e/ at
oraz: 0

4 (O =ruc® ; jyCt) = Jt@® - Jft (®

gdzie admitancja symboliczna 7 jest zdefiniowana przy pomocy
relacji 111-J..07.

Zauwazmy,ze tak samo Jak poprzednio dany ukdtad da sie roztozyc
na dwa uktady i to - na ukdtad symetryczny ,Y" pobierajacy wy-
+acznie moc czynng P 1 moc bierng Q oraz na uktad ,, T",ktéory
Jest niesymetryczny i pobiera wydacznie moc deformacji K.

Z powyzszego rozktadu wynika,ze kompensacja mocy biernej Q po-
lega na skompensowaniu ukdadu ,Y", t.zn.na takim dobraniu ba-
terii kompensujacej aby catkowity prad bierny przez nig pobie-
rany byt rowny - J”,gdzie»

Wprowadzajac baterie kondensatordow do ukdadu 1 zaktadajac,; e
pobiera ona jedynie prad bierny,otrzymamy»

Stad:

Czyli:

Ktadziemy:

= 1 - 211
Stad:

e M - 2012
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Nfj podstawie definicji 111*“?.09 otrzymany i

A VL PSRTYY R

V przyblizeniu mozemy potozyc¢:

C « -f- eee I 2,14

COr jest pojemnoscia Jednejfazy symetrycznej baterii konden-
satorow,ktorg nalezy wkaczy¢ do uktadu w celu catkowitej kom-
pensacji mocy biernej Q. Rzeczywiscie pobierany prad przez
jedng faze baterii kompensujacej wynosi:

ek s + O+ ®
du*(t)
m0-~sr

Stad,zaktadajgc i1t pojemnos¢ Cm obliczono na podstawie rela-
cji Il “ 2.14, otrzymamy«

<4 « (~V. f_ (h-1)* VA . 11-2.15

Czyli;

= sy o2 - .o «
VE K5 ZZ JY.? (T »eelll 2.16

Stad:
K, - U.. J”°s <C™MVi(h-1)2 (~) ..HI

Moc deformacji KFf pobierana przez baterie kom-
pensujaca Jest miarag przeciagzenia tej
baterii spowodowanego wystgpieniem wyzszych harmonicznych w
napieciu zasilania uktadu. Zauwazamy,ze podobnie Jak w ukda-
dach Jednofazowych harmoniczne podstawowe napiecia zasilania
nie maja wptywu na moc Kc .Innymi stowy« harmoniczne podsta-
wowe skdadowych biernych pradu zostaja catkowicie skompenso-
wane przez baterie kondensatoréw, jezeli jej pojemnos$¢ obli-
czamy na pocattv;ia relacji 111-2.14.

Z relacji 111-2.17 wida¢,ze 7/pkyw wyzszych harmonicznych na

przecigzenie kondensatora w poszczegdélnych wypadkach moze byc¢
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daty i ze przecigzenie to wptywa na zwiekszenie mocy moduto-
wej pobieranej przes ukdad po jego skompensowaniu. Dlatego
nalezy obliczy¢ moc Kc 1 w wypadku stwierdzenia jej znacznego
wpdywu na pobdér mocy zastosowa¢ do kompensacji filtry t.zn
uktady szeregowe L,, Cm tworzace symetryczng gwiazde.\

Wspotczynniki mocy.

Z przeprowadzonych rozwazan wynika,te catos¢ teorii mocy
w uktadach wielofazowych lub wieloprzewodowych da sie -
podobnie jak dla uktadéw 1-fazowych - przedstawi¢ za pomocag
prostopaddoscianu podanego na rys.l. Wobec tego obowigzujag

rowniez tutaj wzory oraz 11t4.02. Podobnie Jak uprzed
nio,dla uktadu Jednofazowego mamyi
r i/ >» AA/N\N* r- *
» M) - YU ) = 1**+£ Z+u
Ad
Jy* * (l«* WE Y)ejw .. 11 - 3.01
Stad (por.11-4.07 1 11°4.08):
{ 00
1°* c°8" + \A COS(MA -
1 CA- 3
THi - 3.02
orazJ
IMhk xhk 8in(tef* - V- ) - O; *0) ... Il - 3.03
Ha podstawie 111-3.02, otrzymamy:
Aj=0 p . (k-n oo
czyli:
— 1 e
r+ *;_';%_ZOV/W I cos .- 11 - 3.04

Uwzgledniajac rys.l otrzymujemy ogo6élny wspoi+ -
czynnik deformaciji uktadu:

kp @
£ ch—-

| ifut

Wzér ten pozwala na obliczenie wspédczynnika deformacji mMjac

e - 3.05

dane poszczeg6lne harmoniczne przebiegu.



IV. Zasada Zachowania Mocy.

Nim przystgpimy do wkasciwego zagadnienia t.J.do wykaza-
nia ktdre z mocy sg mooa*i zachowawczymi a ktore takimi nie
eg, zajmiemy sie e, Jfititjreinyi uJfoien
catosci rozwazan na temat mocy przedstawionej w tej pracy.
W tym oelu postuzymy sie wektorialng przestrzenig Hilberta.

Przestrzen wektorialng.

Niech 1 oznacza Jakis zbior niepusty. Przypusémy,ze kazdaj
parze uporzadkowanej x 1 J elementédw tego zbioru przypo-
rzadkowany JeBt pewien element x+y nalezacy do niego
nazywamy go aumg elementéw x i y ; zatdézmy dalej,ze dla
kazdej liczby zespolonej A oraz kazdego elementu xzbioru 1
okreslonyJeat pewien element tego zbioru,nazywamy o»
iloczynea liczby A oraz elementu Xx.

Niech dla tych dziatan spednione sg nastepujace warunki:

1. X+y»y+*

. x+(y+a )« (XxX+y )+¥

1. X+y » X +¥ pociaga: X ® z
V. A(Xx +y ) s 'Xx + Ay

V. (A+a ) x = X+ ax

VI. A@x )s ( Aa ) x

VIIL. 1 x*=*

Przy tych zatozeniach powiadamy,te zbidr 1 stanowi przestrzen
wektorialng

W punkcie 2 (str. 5 ) okreslona przestrzen Hilberta Jeat
przestrzenig wektorialng,zmetryzowang (Jej metryka Jeat metry-
ka w sensie odlegtosciowym). Przedstawiciel funkcji tej prze
strzeni Jest wektorem,ktérego JOiut Jest réowny normie taj

funkcji .

X) A.Mostowski i M.Stark - Algebra Wyzsza,tom 1.PWN 1954 rtr.TTo
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O*nace»y przez W(g) zbidér macierzy jednokolumnowych g-wysiaro-
wyohi

.. Iv-1.01
ktorych elementy nalezg do H(a,b) xx~.
Sume dwoch elementéw zbioru W(g) okreslimy wzorem«
w, Wy + V’
w2 w, + \*
- + -
L o 1T - 1.02
we we otV

Kazdy element macierzy £&t nalezy do H(a,b). A zatem,jezeli

2»ew(Qg) i w(g) to (EI3>r=2B+ b)) ew(g)-
Iloczyn liczby zespolonej ~ oraz elementu okreslimy wzoreme
M3S = - Iv-1.03
‘W

Kazdy element macierzy J%W; || nalezy do H(a,b). Stad »~ 23J jest
elementem zbioru 7(g). tatwo zauwazyc¢,ze postulaty I - VIl sa
wypednione dla zbioru (W(@)- Wynika stad.ze zbidér W(g) stanowi
przestrzel wektorialng.

K¥adziemy:

1 '
os'« [ | ..,7 W - 104
gdzie; ?/ Jufua ... ,uAi ... | IV - 1.05

xx) H(a,b) oznacza,ze kazda funkcja W, (t), W4 (t),... WF(D jeat
catkowalna wraz z kwadratem w przedziale [a,b]
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Definicja: [lloczyn skalarny dwéch wektoréw *20 i okreslimy
wztfrem
a»:<jr= i w;, w- oy V
IV - 1.06
ki
- f - Iv - 1.07
A
=L N* (© v;(t)dt --- Iv - 1.08
W mysl tej relacji kwadrat modudu wektora definiujemy przee
zaleznosé

W - g%, ¥/
PV“ « ...rr - 109

Przestrzez W(g) z przyjeta definicja iloczynu skalarnego
(1Y-1.06) jest przestrzenig metryczng wyposazong w metryke
odlegtosciowg. Dla dwéch wektorow tej przestrzeni zachodzi

nieréenosc:
121113 %1

Istotnie zachodzi:

E/K<t>r dti{c7 /] A®]s def ~

i;(Y) dt]? cee IV - 111
1Q
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2. Rozk*ad ortogonalny wektoréw urzeatrzeni W(n),

Ktadziemy! X»

df
Y Al )
A
.. IV -2.01

fjfk f/ df
1«
A
1«

v

oraz analogiczne definicje dla wektordow sprzezonych §

I 1s
n; ,vj , -u*
IV *2.02
J,
» eee JA ||
A A% \ Vi

oraz analogiczne definicje dla wektoroéw LI,EI;,S i3

X) Por.rozdzink |I.



Zachodzi:
A, Vv
Stad:
W myil definicji 111
P =
oras:
P. =

Na podstawie

Otrzymamy:

stad:

Y m

-
|

X) Teoria operatorow

Q.
=y

A~n A \_/
kﬁ’ 1
Lj/ iw i(t) dt
A1
-1.02 i1 111-1.030trzymamy>
A- X
re @', 3}
Jn (N'.3)
P +JQ

twierdzenia o rjufcie prostopadtym

A A A
y 8
tak,aby: )

A
¥

tt" . (A+V

n'.i -ai'y u
y (a'.n)
y iui2
p- p +3Q
litr liii2

litr " i

rzutowych i

IV -2.03

... IV -2.04

IV -2.05

-k¥adziemy,

,(gdiie Y Jest liczba dobrang

1V -2.06
Iv - 2.C7
Iv - 2.08

ich interpretacja Jest ¢wiet

nie przedstawiona w ksigzce L.A.Lusternifa i1 W.J.Sobolewa.

Elementy Analizy Funkcjonalnej str.209

i nast.

P#N 1959.



Ktadziemy:

Czyli:

Zachodzi:

Ktadzismy:

Stad:

Zachodzi :

Stads

Lecz:

Stad:
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UI1 vl e
Y = 0-j B .- IV -2.10
Si=Ya =(GU-jBd)
= Gft'JBft .. IV -2.11
éud:f é)? e W -2 .12
; , = B ii
¥ *3, - 33 e V-2 13

3'3 - (3;+3:).(3. +3,)

. sj. 3+ (ha podstawie IV-+2.06}
i3i2=11M M
W, *
Y d'.Yi- IYlgft.A)
li/!12=IYIAU IM il =IYlIn] IV - 2.15

PN- Q*

iz T W

N 9
£ RAQ C o v - 21
iy o iai o
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Wstawiajgc do 17-2.14-, otrzymamy:

lans|*, PAHUNS/

Na podBtawie 111-1.06 s

Ul 181 = p-
Stad: A A
g ="Q-+]anv R A
Ktadziemy:
laliS] W= 28
Stads
P* = PY% QK2 .- V- 2.19

Teoria przedstawiona w tym paragrafie,opierajgca sie na ros-
ktadsie ortogonalnym wekt.orow w przestrzeni W(*) nie wprowa-

dza do uprzednio przedctaTrior«j teorii nowej tresci fizykal-
nej. Jej znaosenie polega na tym iz ujmuje ona syntetycznie
catoM zagadnienia a wprowadzone wektory moga by¢ bezposred-
nio wprowadacne do syntetycznej analizy uktadéw wieloprzewo-
dowyoh o dowolnych ustalonych przebiegach.

Zasada zachowania mocy.
Niech dana jest sie6 n-fazowa zasilajgoa m n-fazowych

odbiorow podigczonych rownolegle (rys.4). Zatozymy,ie straty
na przewodaoh #gczacych sa pomijalnie mate.

iw

Rys. 4
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Wekalnikiem ,,0" oznaczadé bedziemy wielkosci odnoszac* alf do
zasilania catosci. Stad,na podetawie zatoied otrzymamy«

V(D = (D - U,*® = U"() * ... U
... IV -3.l
J*() « 5 M +i; () +... +2(t) +...+i-(O)"

dla k m 1, 2, ... ,n.

Ra podetawie definicji 1 whasnosci wektordéw Sl i i zachodzi«
("« ja2 = eee “ g * 8 eee — ;T

ar- ' +ar+....... +3:% e +3

s ZI1 ... Iv - 3,08
Zachodzi:

o= |V 3*02

e P/+ »/+,..+p; + ... +p-

Stad:

Iv - 3.04

2 relacji 1V-3.04 wynika zasada zachowania mocy symbolicznej.
Orzeka ona,te w ukdtadach bez strat suma mocy symbolicznych
pobieranyoh przez poszczegélne odbiory jest réwna mocy symbo-
licznej dostarczonej do ukkadu przez zasilanie catosci.
Posiewal :

pP* « Pc+j Qc

gdzie»
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Otrzymamy:
Sc= Y P~
a=/
IV - 5.05
a'= g4 @
Z relac.1i 1V-3.05 wynika zasada zachowania aocr osynnal i we-

wnetrzne j

. Jej stowne sformutowania jest analogiem« do saeady
odnoszacej sie do mocy symbolicznej.

A

Przeprowadzimy rozkd#ad ortogonalny wektora J wagleJe* wektora
glcprzy pomocy znanego jut schematu postepowania. Khadaienyt

i", df a
y = 3
a df A A ... Iy m 3.06
Y csic
Ac df *
3£+
Stad:
t T =U-"_Ue+3;:)«jJr.3;+£tc:3;
= £t'. i,
czyli:
p; » ér. i; - 1+ 3.07
* dg.YcUe=Yc(&".&")
_ 1Y - 3.08
V e ycidr
i; ?e+ j Qc
Ge- iQ
idil 2 i&t
e
Ve —faasa IV - 5.09
Y ttcl 1StT
Stad(na podstawia 1Y-2.09):
A -
_ 8C- j Bc 1Y - 1.10
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Na podstawie 1V-3.05i IV*3.02 otrzymamy:

oK

acs ¢a"
@_
Amm Iv - 8.11

< g

gdzie 8“ i1 B* sg wielkosciami rzeczywistymi.

Zachodzi : A A
N o * YcNe*r (Bc- i B')Sr
[A=JTI ««/» N\ A
- *_ x *
= %.._(i3 J Bs)*1
A, *>» A
S**1; - 27 ...17-5.12

Ora* (na podstawie jlef.1V-2.12),:

i:- ji; =gV ir- 3f Br
A. & A
3tadi 3> 3«
A . IV - 3.13
_ 3i=s %
Podobni«:
\Y/ dci;
/A A .
X S Z T --. iv - s.14
Many:
r:ic»s/ii+sj.$; (por.1v-2 .14)
|5t*||;r+|i|3 _IV - 3.15
gdsiet
la;r-,3f. 3; -IYTIliri
(r*f+ («")* W - 3.16

i~
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Wstawiajgc do I1V-3.15t otrzymamy

10fi |30= (Mo ), +14TI3y

(pijs. (< »+(@Q*)*+ (KO*

gdzie:

na podstawie definicji 1V-2.18.

Zaohodzi ;
amm , A 1n A
Ot«/ Ot»/ iV\
|ai6__'1T, ! ,(por_1v-3.01)
Leost
A * *iit: A
Y *E
Stad<

liy*E137]

Porownujac 1V-3.18 z IV-3.19 widzimy wi*o,fce

Le K*
&*

... Iv- 3.17

.1v -3.18

1v-3.19

1Iv - 3.20

... Iv - 3.21

Z powyiazej nieréwnosci wynika,ze moc K odmiennie od mocy P

Q 1 Ji nie jest moca zachowawczg.
Podobnie datwo wykazad, te:

* < ZK
*./
Splot,
Ktadziemy«
n NI 4 Ja \Y
St-x3 = dr
*/ TO

C**1i: S =

Gex3c* i3

a ? itr* i*
o=/

...V -3.22

eeely- 4.01

...V -4.02

---1v- 403
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Czyli:
Sc(®) = ¢ S ... IV - 4.04

Z zaleznosci 1V-4.04 wynika zachowawcze wkasnos¢ splotu, t.zn.,
ze suma Ffunkcji mocy symbolicznych pobieranych prse*
poszczegblne odbiory jest réwna funkcji mocy symbolicinej do-
starczonej do ukdtadu przez zasilanie catosci.
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