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1. WME WSSFPSE

Praca powstata w wyniku roawazali autora nad pewnym odwzorowa-
nia przestrzeni na plaszczyznie za posrednictwem paraboloidy obro

£«

\Y odevzor:(ljwanlu tyra przyjmuje sie dowolng paraboloide obrotowg U

(rys* 1) i styczng do niej w wierzcholku W rzutnie 3C <« Kazdemu

punktowi przestrzeni A przyporzadkowuje sie dwa rzutys rzut norraal
ay nag-A\ tzw, rzut 'p’>-
Ap, bedacy prostokatnym rzu-
tem nasr réznego od W (lub
zjedaecsenegc a nim) punktu
przebicia paraboloidy  pro-
mieni es tYA»

Poniewaz prostokatnym rzu
tem na 3 kazdej elipsy przy-
naleznej do powierzchni pa-
raboloidy jest okrag [Z],
a kazdej paraboli - prosta,
wynika stad, ze rzutami do-
wolnej pncatg) w omawianym
odwzorowaniu sgs prosta lub
punkt jako rzut normalny i
okrag lub prosta przechodzg-

Rys, \ ca przes punkt W, a w azoze
golnym przypadku para punk-
- jako rzut 'p",

Wy pod uwage dowolng plaszczyzne cd przechodzaca przez  trzy
niewspétlizdowe punkty A, S, C. Przyjmijmy, ze rzuty A' , Br, C' i
Ant Bp, @ ag dane, czyli te polozenie plaszczyzny o) jest  jedno-
znacznie okreslone*

Rozwazaj dowolng figure fe s rs ktdéra uwazajmy za rzut normalny fi-
gury Feci), Poniewaz polozenie plaszczyzny & jsat ustalone, rzut i
determinuje jednoznaszssie oryginad T , o” jednoesesnis 1 rzut spn
P » ¥ oparciu o dane trzy pary punktdéw AAp ,BBP , CCP ,mozna wiec
skonstruowa¢ rzut p'" dowolnej figurylreo), zadanej rzutem noraal

r't

%ﬂaiedzy rautami T i p zachodzi pewien zwigzek okresSlony poloze-
niem plaszczyzny o) . Zwigzek ten 1 jego uogolnienia sgq przedmiotem
niniejszej pracy*



CelowosC roapatrywaaila zwigzku ig«agefgo obydwa rzuty uk4Mu
phaskiego uzasadniona byda jego zastosowanie® w odifseroneniu  [1]
oraz w perspektywie Srodkowejf w ktorej tdem jest powierzchnia pa-
raboloidy obrotowej, a Srodkiem - dowolny punkt tej  powierzchni.
Dsdeki uogbélnieniu rozwaza¢ sfera zastosowan rozpatrywanego zwigz-
ku ulegha pewnem rozszerzeniu i_uzasadnienie podjecia niniejsza»
go tematu hozo by¢ nieco uzupehione. Bo uzupehnien tych w szcze-
golnosci nalezat konstrukcje w zakresie stozkowych i1 kwadryk reali
sowam przez przeksztadcenie krzywych stopnia drugiego w preste,
a powierzchni stopnia drugiego w plaszoagrzsy, ocaieime  interpre-
tacja przekroju i przenikania powierzchni oraz uogdlnienie prze-
ksztakcenia przez promieni® odwrotne (inwersji) na plaszczyznie
1 W przestrzeni*

Tematyka pracy nie posiada eadwienia w literattsrze krajonej -Ki®
jest ona rowniez rozwai&a w znanych, dostepnych pozycjach 3300k»
aicznych* Jako prace tematycznie zblizong do zagadnien skladaja-
cych sie na geneze niniejszej rozprawy wysaieni¢ nalepy publikacje
Z.JU Skopecfe pt. "Rsut stereograficzny 1 izotropowy paraboloidy
na plaszczyzne styczng do paraboloidy w jej wierzchobku™ [3].

2. ZWIAZEK MOLISBJGJI SKGD(O/\D—CSXO\/E*‘I: V WM UKLADACH
0 ROZEYCE RIDSZEMTIEH

Wezmy pod uwage dowolng powierzchnie stopnia drugiego |1
(rys. 2) idowolny ukdad ptaski cd (A, B,C...a,b,c). Rozwazmy rzut
ukdadu 6) napowierzchnie JT zdowolnego, nieocsobliwvego punktu W
spedniajacego warunki *WeJT, W noneu) -

Wprowadzay przy tym defi-
nicje 1*

Rzutem dowolnego punktu A
na powierzchnie /1 z punk-
tu Well jest rézny od W punkt
przebicia powierzchni JT pro-
stg X4 . W przypadku stycz-
nosci prostej YA do po-
wierzchni# rzutoH punktu A
jest sm punkt W. w przypad-
ku przynaleznosci! WAe /i
rzut punktu A jest rozciag-
1y [4]; rzutem tym jest oata
prosta WA

Rys. 2



W wyniku rzutowania elementow ukdadu plasklego cdd - na

wierzchni JT otrzymujemy: zbidr puaktow Ap , Bp % 1 zbidr mcydent
nych z punktem W stozkowychap , bp ,,**

Zauwezny, ze w zbiorze tym punkt W reprezentuje rzut  nieskon-
czenie wielu punktow ukdadu co = Wezray bowiem pod uwege plaszczyzne
< etyczng do powierzchni /1 w punkcie W, Plaszc™zna (f  przecina
powvierzchnie 1 v parze tworzacych u, , ur (rzeczywistych lub uro-

jonych) [5]. a plaszczyzne o) w proste1 s. Para tworzacych u, , wur
stanovi rzutsP prostej s na powierzchnig J1» Rzuty punktow Ur=u,s

i U=Us s rozciggle (przedstawiajg je tworzace u, 1 €2 ), nato-
miast rzuty wszystkich innych punktéw prostej s jednoczq sie z
Srodkiem W,

Zbidr wszystkich punktow powierachni stopnia drugiego JT i1 wszyst
kich stozkowych lezacych na tej powvierzchni, incydentnych z jed-
nym punktem W nazywamy ukdadm o podstawie Tl lub krotko  ukdadent™
Punkt W nazywamy Srodkiem tego ukdadu™

Rozwazmy zwigzek ¥aczacy ukdad plaski ab.Jz ukdadem
a)p(Ap,Bp... Opybp], Stwierdzamy, zet

1. Kazdemu punktowi A non e S ukdadu plaskiego & przyporzadkowac
ny jest w ukladzie tOp dokdadnie jeden punkt Ap = Punktom u-
kiadu plaskiego ¢? lezacym na prostej s * o) O przypdrzadkowa
ny jest sam punkt W badz tez jedna z tworzacych  stycznosci
w tym punkcie do powierzchni JT ~ |, a2, Odwrotnie - kaz-
demu punktowi Mp ukdadu gp réznemu od Srodka W przypo-
rzadkowany jest dokdadnie jeden punkt M ukdadu plaskiego o6 -
Punktowi Sp mW ukdadu ap - w uklladzie plaskim przyporzad-
kowana jest prosta <sm cdff.

2. Kazdej prostej a ukdadu plaskiego o) przyporzadkowana  jest
dokdadnie jedna stozkowa g ukdadu ap (zgodnie 2z definicja
incydentna z Srodkiem W) i na odwdt - kazdej stozkonej nP
ukdadu o przechodzacej przez punkt W przyporzadkovana jest
w ukdadzie plaskima dokdadnie jedna prostam * Stozkowa aP
ukdadu eép odpowiadajaca prostef( A ukdadu plaskiego <> moze
byd zdegenerowanaf prostej s ukdadu plaskiego odpowiada w
ukfadzie ap stozkowa sp zdegenerowana do pary tworzacych
stycznosci ur , uz *

3. Elementc® Aec przynaleznym do siebie w ukdadzie plaskim

przyporzadkowane s elementy Ape @ przynalezne do siebie
w ukdadzie ® 1 na odwmrot*",

sformHonaniu powyzszym nie uwzglednia sie elementow 0 rzu-
tach rozcigghych.



4> Kazdy punkt A ukdadu plaskiego @O i przyporzadkowany mu w u-
kladzie op punkt Ap lezg na prostej przechodzacej przez sta-
4y punkt W.

5. KrawedZ przeciecia sie podstaw udadov a) i &p, czyli  linia
przekroju powierzchni U plaszczyzng u) - stozkowa t stanowi
zbiér wszystkich punktow zjednoczonych obydwu ukdaddw. Kazdy
pﬂ% T;:t nalezy jednoczesnie do ukdadu plaskiego o) 1 do
u ua)p,

6 . Kazda prosta a e 051 przyporzadkowana jej stozkowa g € ap le-
zac w jednej plaszczyznie rzucajacej @ mWa posiadajg z sobg
dwa punkty wspdlne (rzeczywiste Iub urojone), Punkty te jako
elementy zjednoczone uk¥adow a) i dp musza lezeC na  stozko-
wej t .

Zawazmy, ze powyzsze whasnosci zwiazku daczacego ukkbady o i
tip sa podobne, z pominieciem warunku wspoHinionosci, do tych, ja-
kie charakteryzujg zwigzek kolineacji Srodkowo-osionej  dwu ukda-
déw plaskich o roznych podstawach [5]. Dla podkreSlenia tej ana-
logil z jednoczesnym zaakcentowaniem zasadniczej roznicy polegaja-
cej na naruszeniu wspokinionosci punktow, zwigzek daczacy ukdady

1 Qp nazwiemy zwiazkiem akolineacji Srodkowo-osionej ukdadow o
réznych podstawach.

Definicja 3

Ukdad ojp € 1 (W sensie definicji 2) nazywany Srodkowo-osiowo ako
lineacyjnym z uktadem plaskimii) 1 na odmot, jezeli uklady te s3
Srodkowo perspektywiczne, przy czym Srodek perspektywicznosci W i
lezy na powierzchni JT , nie jest jej punktem osobliwym i nie przy-
nalezy do podstawy ukdadu plaskiego, a powilerzchniaTT jest nieoso-
bliwg powierzchnig stopnia drugiego.

Zwigzek akolineacji Srod
kono-osionej daczacy ukdad
plaski  zukdadem cp o
podstawie J| opisywaC bedzie
my symbollem /Abmr/e  Srodek
ukdadu cJp - punkt W nrrwie-
my Srodkiem akolineacji,
stozkowg t przekroju po-
wierzchni //podstawg ukdadu
plaskiego o) - osig akoli-
neacji, a proste wigzki (W)
taczace pary przyporzadko-
wanych sobie punktdw - pro-
mieniami akolineacji.
Rozwazny jeszcze  stozkowg
Mp przyporzadkowang w ukda-



dzie ¢P prostej nlewlascwve1 n@ukdadu plaskiego @ Stozkowg ©
nazwiewy graniczng* Zawmezmy, ze w wyniku romoleglosci plaszczyz-
ny stozkorej np do podstawy ukdadu plaskiego o (rys. 3) - oS ako-
lineacji i1 stozkowa graniczna sg podobne, jezeli zadna z nich nie
jest stozkowg zdegenerowang [6]-

2*1* Elementy okreslajace zwigzek akolineacji  Srodkowoosionej
dwoch ukdaildw o réznych postawach

Rozwazny zagadnienie jednoznacznego okresSlenia zwigzku akolinea
cji Srodkowoosionej /Agarr/ w przypadkachs

1) gdy dane sg podstawy obydw ukdadéw - od 1 U%
2) gdy dana jest tylko podstawa ukdadu u)P - powierzchniaU,

3) gdy dana jest tylko podstawa ukdadu plaskiego - a) .

M 1)

0s zwigzku IAtfji! jest stozkowg przekroju powierzchni 1/ pla-
szczyzng podstawy ukdadu plaskiego. W celu wyznaczenia Srodka ako-
lineacji wystarczy przyporzadkowaC sobie dowolnie pare punktins>
Acti) | Ape (P wykluczajac przypadek A4 e/1% Prosta AAP przebija  po-
wierzchnig 1Tw_jednym, roznym od Ap (badz zjednoczonym z nim) punk
cie W, ktory jest Srodkiem zwigzku /Awnn/,

Ad 2)

Dla danej powierzchni 1 - podstane ukdadu plaskiego u) 1 zwigzek
IAuJrl okreslajg altematywnie:

a) trzy pary przyporzadkowanych3* sobie punktdw (A>B, C) £ cJ
i (Afi , BP, (P)c dp, przy zatozeniu niewspotlinionosci  tro-
jek A, 8, CiMAp,3p,®.

b) jadna para przyporzadkowanych sobie punktdw ApCcép 1 Aeu)o-
raz donolna stozkowa cP ukdadu ap przecinajaca sie z prostg

[rx——r= >

"W okreslenlu ‘pary przyporzadkowanych sobie punkton AAP, B,BP
C,CP ", nalezy rozumieC, ze proste AAp, BBP, ’\przecmajq sie
z sobg w jednym punkcie Wcll.
Podobnie w sformHonaniu» *'stozkona aP przyporzadkovana prostej
G" nalezy rozumie¢ warunek incydencji stozkonej ap z  Srodkiem
akolineacji W i1 przynaleznosci prostej a do plaszczyzny stozko-
we
Wajrur?lgl powyzsze zawarte zgodnie z niniejszg umowg w okresleniu

"przyporzadkonania’” nie bedg w dalszych rozwazaniach wymienia-

ne 0sobno.



AApv&%ednySn punkcie W 1 przyporzadkowana Jej prosta ce ©O

c) wierzcholek Wi 0§t akolineacji3fAajrle

W altermatywach a) i1 b) zalozenia ustalajq potozenie plaszczyzny &
i sprowadzajg zagadnienie do przypadku

W altematywie c; podstawa ukdadu plasklegoco jest ustalona jedno-
znacznie przez stozkowqt

M 3)

Jezeli dana jest podstawa ukdadu plaskiego o) - podstawe ukda-
du oo - powierzchnie JI oraz zwigzek IA*n! okreslajg*

a) oS akolineacji f oraz trzy pary przyporzadkowanych sobie
punktdw (A , 3, Clecdf (Ap , 8P,CPe cop przy zakozeniu*

ot) zaden z punktow A, B,C nie lezy na osi t
fi) trojka punktdw A, 3, C nie jest wspdéHiniona.

b) dwie stozkowve ap 1 bP przecinajace sie w dwu  rzeczywistych
punktach, przyporzadkowane dwu prostym a , b oraz jedna para
przyporzadkawanych sobie punktdw Ceei i O eciip{CnkTea, d ; Cp
none(2p f A0)® Z warunku przyporzadkowania wynika* prsypo—
rzadkowane sobie punkty C I CP musza leze¢ na prostej prze-
chodzacej przez jeden z punktdw wspolnych stozkowych ap + 6p.

\Y akolineacji i , jedna stozkowa aP przecinajaca sie  w dwu

punktach z osig t 1 przyporzadkowana jej prosta a oraz jedna
para przyporzadkowanych sobie punktow C i Cp -
Zauwazmy, ze altermatywa b} jest szczegllnym przypadkiem al
tematywy b). Z warunku przypadku b) wynika wiec, ze prosta
Q pr?ecina(: sie winna z stozkowg g w punktach lezagcych na
osi t e

C) stozkowa ap€(ip przyporzadkowana prostej Qec) oraz cztery pary
przyporzadkowanych sobie punktow A, B, C,fOecii} (Ap, BP,CP>
Op)eo)p przy zakozeniu (A ,B%C ,D) none”A* Bp, @, P -

niewspoiplaszczyznowe | nleprzynalezne doaP .

d) osiem par przyporzadkowvanych sobie punktow (A ...... H)6Cii
i( HpJeOp w ogolnym potozeniu.

Podane w altematywach @) + d) warunki sg rownowazne przyjeciu
dziewieciu punktdw okreslajacych jednoznacznie powierzchnie stop-
nia drugiegoJT* 0S zwigzku /A7jf/ zdefiniowana jest kazdorazono jed
noznacznie jako stozkowa przekroju powierzchni JT dang plaszczyzng
ei, potozenie Srodka akolineacji Wwynika z zatozen przyporzadko-
wania sobie punktow obydwu ukdadow badz stozkonej ukkadu o danej
prostej ukdadu plaskiego eii.



2%2» Niezmienniki akolineac.li Srodkowo-osionej ukdaddw o roz-

nych podstawach

Rozwazmy dwie dowolne proste a |b  ukdadu Obedace  podstawami
dwu szeregdw rzutowychj

a (A, B, C...) A b(M, N, P...)

Przyjmijmy, ze prostyma | b przyporzadkowane sa w ukladzie dop
niezdegenerowane stozkowe &P i1 P przechodzgce przez Srodek W .
Szeregom rzedu pierwszego () i (b) odpowiadajg perspektywiczne z
nimi szeregi rzedu drugiego w ukdadzie >

Qo f4p,Bp Com..) A (0) j  bp(Mp, Np, Po..,J A (b)

Poniewaz Srodek perspektywicznosci W jest punkiem lezacym na stoz-
komych ap 1 bp z powyzszego wynika bezposredniej

(a,) X (bf) x) (€))
Wezmy pod uwage dwa rzutowe peki prostych w ukdadzie plaskimi
A(a, bc...) n B(m,n,p...)

W ukdadzie o)p - prostym pek» (A) przyporzadkowane sg stozkowe aP ,
bP ... praynalezne do punktdw Ap 1 Wt a prostym peku (£) - stoz-
konve Mp , nP ... przynalezne do punktdw Bp I W ,

Wprowadzmy definicje 4
Zbior stozkowych ukdadu cup o podstawie JT incydentnych z  Srod-
kiem ukkalu W i1 jeszcze jednym roznym od W punktem Ap nazywamy pe-
kiem {Ap) stozkowych tego ukdadu.
, ze stozkone pekow {Ap) i {Bp) lezg w plaszczyznach zawie
rajacych przyporzadkonvane im proste w pekach {A) 1 @).

W przypadku przyporzadkowania prostym a | b stozkowych Qo 1 bp
zdegenerowanych do par prostych (roznych al tworzacych — stycz-
nosci do powierzchni JT w punkcie W) - szeregi rzutone w

(bp) sa szeregami rzedu pierwszego.



Przyjmijmy dowolng prosta | w ukladzie plaskim nieprzynalezng  do
pekow (A) i (B). z przeciecia prosta L elementdow pekdwv @) 1 @)
otrzymujemy dwa zdaczone na wspolnej podstawie szeregi rzutowe:

(A1} , d ) A 12(Mgy >, 2 )

Stozkowa ip przyporzadkowana w ukdadzie oP prostej i przecina
stozkowe pekdw {Ap) i (Bp) w zkgczonych na wspdlnej podstawie dwu
szeregach rzedu drugiego:

>Cipm .J j (MrP, "rp, Rp-..)

Poniewaz
w w
(Lip) A (sf) }  (itp) A (Iz)

zachodzi :

(lip) ~ (D) @)

Peki (Ab) 1 {Bp) speliajace relacje () dla kazdej stozkonej U
ukdadu cjp nieprzynaleznej do tych pekdw sg rzutowe»

M /T (Bp) @)

7zszych rozwazan wnosimy, ze w dwusrodkowo-akol ineacyjnych
ukdadach co 1 p ordéznych podstawach - utworom rzutowym ukdadu
plaskiego c) przyporzadkowane sg utwory rzutone w ukdadzie dp I na
odwrot™/.
Wartos¢ dwustosunku mozna zatem uwazaC za niezmiennik zwigzku/[yjj/
Drugim, wynikajacym s definicji 3 niezmiennikiem ukdadow Srodkowo-
akolineacyjnychcj i o jest relacja przynaleznosci .

X/Wniosek nie dotyczy jedynie prostej s"cOG' (gdzie C oznacza pla-
szczyzne styczng do IT w punkcie W) 1 przyporzadkowanej Jei
stozkonej Sp=JT6' zdegeneronanej do pary tworzacych stycznosci .-

10



2.3. Niektore zastosowania zwigzku IAdijil
WeZny)pod uvage dowolng powierzchnie stozkong TT 1 plaszczyzne
<P(rys.4).
Niech zadaniem bedzie konstrukcja przekroju powierzchni TT  pla-
SzCzyzng <p
ZakOzmy przy tym, ze znany jest jeden punkt W wspdlny dla powierz-
chni JT 1 plaszczyzny 90 .



Rozwazmy ukdad plaski cJ o plaszczyznie podstawowej L . Pia-
szczyzna JC, przecina powierzchnie 7l w kierujacej t , prosta MNp=(px.
jest elementem ukdadu plaskiego* Rozpatrzmy zwigzek daczacy ukdad
plaski ©O z jego rzutem Srodkowym d® z punktu W na powierzchnie JT *
Jest to zwigzek akolineacji Srodkowoosiowej /-W/ o osi t .
Zamazny, ze szukana linia przekroju jest w rozpatrywanym zwigzku
stozkowg ukdadu cp przyporzadkonang prostej h<f=aecj . Tak wiec
zadanie sprowadza sie do znalezienia w ukdadzie vP stozkonej przy-
porzadkowanej w okreslonym zwiazku akolineacji Srodkowo-osionej
danej proste] ukdadu plaskiego a) .

Jednym z punktow stozkowej ap jest punkt No przyporzadkonany
niewkascivemu punktowi /T@prostej a § lezacy na stozkowej granlcz—
nej rnp - Dwa dalsze punkty krzywej ap lezg w przecieciu prostej a
Z osig akollneaql t . w naszym przypadku (rys* 4) punkty te sg u—
rojone i w celu znalezienia dalszych elementdw szukanego przekroju
mozna skorzysta¢ z nastepujacego rozumowania.

Rzuémy szukang krzywa & z punktu S na rzutnie LW « w wyniku
takiej konstrukcji stozkowa aP zjednoczy sie z t a punkt
W- przejdzie w Ws, Elementy lezace na rzutni pozostang w miejs-
cu. Promienie akolineacji daczgce punkt W z kolejnymi punktami 1 ,
2 3,4 prostej a=h9 przejdg w pek promieni Ws(W s} No*2, Ws3, WS1..J,

Iezape na nich punkty krzywej & przyporzadkowane w ZW|azku’
/°W/ punktom /,2, 3,4 Zznajdg sie na kierujacej t . Tak wiec
otrzymujemy punkty 19%29t 39%4p , ktdre rzucone z wierzchobka »
na odpowiednie promienie akolineacji daja atukane elementy [ , 2»
P .4p.. linit przekroju,

Rozszerzajac rozwazania odnosnie przyporzadkowanych sobie utwo-

row w zwiazku lAajrl na te, ktoére w ukdadzie clP odpowiadajg stozko
wym lezgcym w plaszczyznle ukdadu plaskiego a , otrzymujemy nowg
interpretacje konstrukcji linii przenikania pClNIEI’ZChnI nz po-
wierzchnig stozkowg stopnia drugiego.
Niech np« dana bedzie dowolna paraboloida obrotowa JT i taka po-
wierzchnia stozkowa I , ktérej wierzcholek W lezy na )X , a kieru-
jaca jest dowolna stozkowa ¢ . Nalezy wyznaczy¢ linie przenika-
nia powlerzchni JTi I .

Rozwazmy ukdad plaski oj , ktdrego podstawg jest plaszczyzna
stozkonej ¢ 1 jego rzut Srodkowy cP z punktu Well na powierzchnie
1. Stwierdzamy, ze szukana linia przenikania moze byc¢ rozpatry-
wana jako utwér ukdadu cjp akolineacyjnie przyporzadkowany stozko-
wej ¢ lezacej w plaszczyznie ¢ , w zwiazku /AAT1, ktdrego Srodkiem
jest wierzcholek ferzchni T , tj. punkt Weil, zasS osilg stozko-
wa przekroju paraboloidy JT plaszczyznq cJ{cecj)a
Korzystajac z faktu, ze wszystkie elipsy lezace na powierzchni pa-
raboloidy obrotonej w rzucie prostokatnym na plaszczyzne prostopad
43 do osi L tej powlerzchni sg okregami, powzszy przykdad przed-
stawiono w rzucie na 1 (rys.5).
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¥ x-pwBka ilustrujacy* to rozwigzanie* oznaczajas
stoifeow* £°{dla uproszczenia oknse) - rzut klarujacej ¢ powierzch-

ni stoikowi I',- punkt W+ - rsut wierzcholka ierssch»
ni-I, okrag t' - rsrut krzywej przekroju powierzchni X CZyzng,
klarujapej c*

Rys, 5

Krzywa cp przedstawia rzut linii przenikania powierzchni /1 = T
na rzutoie JT, .
Konstrukcja oparta jest na rozwazaniach nastepnego ustepu,Poszcze-
golne Eunkty krzigl\‘ge wyznaczono Jako punkty akolineaeyjnle przy
onvane pun okregu c'

¥ dalszych naszych rozvvazanlach zajmienmy sie pewnym  szczegol-
nym przypadkiem zwigzku akolineacji Srodkowo-osiowej, w  ktorym
stozkowg niezdegenerowang ukdadu < przyporzadkowang prostej ukda-
du'd jest zawsze okrag-



¥ zwigzku M &j/ prsypadek taki zachodzi woncsas, kiedy podstawa us»
k#adu ¢ - powierzchnia X js'st aferg*

3, ZWIAZEK NXOWEAI SRCDWV"0»*<SI0NJ NA PLJSSCZYZMB

Rospé&trzay ukdad <A (Ap,BP...apbp.. mp)np) o podstawi© X 1 &
kiad plaski 6f) (A, 8-. c,b... m.n) » przyporzadkowana sobie w ziflgz
ku akolin-aseji Srodkowo-osionej 1AS$jjl*

Dokonajsy rzutu obydwu ukda-
dow na dowolag plaszczyzne su
(rys,: 6) Z nibobobliwego
punktu < powierzchni JT
spetniajgcego warunkit S non
e ('»J nonewr9 jrX*
¥ rezultacie otrzynujennys z
rzutu ukdadu plaskiego aj -~
ukdad plaski &)', a rzutu u-
kdadu op - zbior Y zavtsra>>
Jacy punkty © .- Jako
rzuty pEfIO?
kdadu af> sras stozkowe Sp t
bp =« wzglednie proste S
»/>»»» przechodzac® praez
Jjeden punkt wspolay W ««ja-
ko rzuty stonkowych aP t P,
eee fiip , NP ukdadu Zbior
RySs 6 nazwij;” obraz»- ukdadu
odp lub krétko obrazem aj>*

w w ~An

Obrasem ukdadu *V o podstawia JT nazywany rzut tego ukdadu aa do
wolng pleszozysnest «e Srodka «/ réznego od Srodka ukdadu 1 spek«
niajacsgo warunki s

1)Je# 1 nie ,lest punktra osobliwym powierzchni JT,

2)S non e Jl ,

Rozwazmy zwigzek dgcagoy ukdad plaski a)' z ohrazess wprowa-
dzajac oznsoseni&j
SF rsut z punktu S krawedzi przeciecia sie plaszozysny s pla-
szczyzng 0 styczng do powtaesschmi 1w punkcie W $ krawedz
prseciecia SIQ S rzutnig st plaszczyzny < stycznej do  prwierzcfe'd
TT w puakcie <.
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Stwiardzamy?

1) Kazdemu punktowi A'wn cs' ukdadu plaskiego co\ réznemu od
rzutu VIsrodka W prsyporsadkowany jest w obrazie dokdadale
jeden purkiz Ap. i i
Dowolnemu punktowi przyporzadkowany jest w obrazie 4F
badZ? to punkt Gp=Wrt bgdZ tez presta (rzeczywista Iub uro-
jona) przechodzaca przez W % stanowigca rsut jednej z two-
rzacych stycznosci powierzchni /1 w punkcie Wt
Punktowi ukdadu plaskiego cJ' zjednsesoneraa z srodkiem X* przy
porzadkowana jest cala prosta f's
Odwrotni® - kaMesu puktoni, Mp none f' obraza gP réznemu od
rzutu W Jrodka W przyporzadkowany jest dokdadnie jedsn punkt
Nexikdadu plaskiego i7"«

2) KaMej prostej arukdadu plaskiego nieperzechodzacej przez
punkt W*przyporzadkovana jest dokdadnie jedna, incydontna z
iY"stozkona aP obrazuj i na odwot—>
(Stozkowva ap moze byC zdegenerowana# prostej &' ukdadu plas-
kiego ~"odpowiada stozkowa sp obrazuop zdegenerowana do pa»
Ty prostych), _

KaMej prostej m' ukdadu plaskiego co', przechodzacej przez
punkt Wr przyporzadkowana jest w obrazie aP zjednoczona z nig
prosta mp «

3) ElementomAé&c' przynalezny® do siebie w ukdadzie plaski® co'
przyporzadkowane sg elementy prssrmaleznet APe cp w obrazie
ap I na odwrét2/.

4) Kazdy punkt A' ukdadu plaskiego n/i1 przyporzadkowany mu w o-
brazie cJp punkt Ap leza na prostej przechodzacej prz@s
punkt W't

5) Istnieje zbior punktow zjednoczonych (wspdlnych) ukdadu i
obrazu dOp*
Zbiodr ten tworzy stozkom trt ktdéra moze byC rzeczywista,nie
zdegenerowana lub zdegenerowana, badZz tez urojona»

6) Kazda prosta a' ukfadu plaskiego a' i przyporzadkowana jej
stozkowa dp obrazu tip przecinaja sie w punktach  “rzeczywi-
stych lub urojonych) lezacych na stozkowej

Zwigzek daczacy uktad plaski of z obrazerc dp o wzej  wymienio-
nych wlkasnosciach nazwi jmy plaskim zwigzkiem akolineacji Srodkowo-
osionej i1 opiszmy symbolem /AX/.

W sformudowaniu powyzszym, analogicznie jak na str« 5 s u-
wzglednia sie elementdw o rzutach rozcigghych.



Puukt HMuwazajsy za Srodek zwigsku M xt* Bbo&Ecwy i'- T. 05 swiga-
ku, a prosienie peka \Wr) wa prawienie akeHn&acji plaskiej, Szut
stozkowej gani*?,smej P ukdadu & nazwi jay stozkoug Orentczng pla-
skiego zwigzku akoliseaeji Sredkoso”siewej /W .

Deflntoia 6

lHowolay uktad phaskia;71 Ofeaz ukkadu - &P skgczon® na  jMiwsj
pisssozysnie podstawowej ar E&sywaey Srodkewo-osiowo — *(Vcli3$Krj~
nyei, jezeli sa ess ranfeasi ca plaszczyzne st dwdoh Sredkowo™osio»
we akclinsaeyjnyoh ukfadoéw 4)4«!> o rézay¢h podstawach iy 1 ~ *
$rodka rzutdw 5 T6KNWO od Srodka ukdadu 4 .i 6petniajae®gs warunki:

1) J e JT 1 cis jest punkt«m osobliwya powierzchni J1 t
2) SvoH e &2,
3)S non s JT,,

3.1.
osiowej

na uwsdze defiaisje 6 - elemnty okreslajaca plaski p*?ia«
zek akolineacji £r@dkowo~osiowej (Ajrtwyprowadzaj * rosiezarf.
ustepu 2.1. ¥ ssesegdlacsci stwierdzamy,, ze zwigsto /4r/ soze fod
Jednozaacsnie zdefiniowany prat« zaSeni®*

1) osi akolineacji t “earsss trzech pa* przyporzadkowanych — sofcie
puskt™# ©4;, it ci,je CP ; //&5; C)e ot teldeh, ze zaden =z
nicfc nie lezy na <gt ¢, a trojka /T, £7, C ul# jest wsp<Sk-
liniowa.

2) osi akolineacji t ", »™ Bk aeaf i parjimpo agdkowaais) jej
p’\cstej rfecf pAMinajacyeh sie z sohg w punktach Jezacych na
osi i' er&z pary pi“porzadiamieiyoh soMe paiktsws P e 0%
i CeO' (prosta CCp »lBBa persseoias® stozkowg aP w pepak&esb
rzeczywistych)*

3) dw&sh prssoiaajaeyeh sie w dwa rzeczywistych punktach stozka
wyoh (@™>bp)e o)p i1 px’sypes-sadlaswas’ch is prestych (a'yjeal}f
«raz Jakaaj pssry przypersadbreaayck seMe punktow
C'e06"\Cp nor €&p}io C*acaerr™)» zgodnie z wiaruafeiaa pray-
persa“kownenia preeta CC'p ~inoa przeehsdsicC przem pusakt
wspolny stozko«yeh of 1 » a punkty przeciecia si% stofc*
kowyeh o i aeaz punkt \quoc')lwprostycha’i b'wlany “ye
ysp™MH Iniove.
Ra rys. ? przedirtawleBo pt~zy”sdewo konstrukcje SteZk««ltj m'p
ctsrai Op odpowiadajacej dewelnie ptrsyjetej psrostej m*™ WXw&n &Y
w ptaski* zwigzku IAX/ okreslony w spaséb peri t)«



Rozwazmy jeszcze elementy okreslajgce szczegolny przypadek pla-
skiego zwigzku akolineacji sSrodkowo-osiowej IAX] « w Ktdrym niezde-
generowang stozkowag obrazu a/> przyporzadkowang prostej ukdadu ©
jest zawsze okrag. Przypadek taki a.in. zachodzi przy rzutowaniu
prostokatnym na plaszczyzne asc takich dwu zkaczonych zwigzkiem
Htiirl ukdadéw o réznych podstawach cl 1 U , w ktdrych podstawg N
jest paraboloida obrotowa o osi prostopadtej do rzutni oc, Ten
szczegblny rodzaj plaskiego zwigzku akolineacji  Srodkowo-osiowej
opiszmy symbolem fAQ! «

Rys. 7

W oméwionych wyzej weriantach jako warunki okreSlajgce zwigzek
/Ad otrzymujemy*

i) oS akolineacji t’ 1 pare przyporzadkowanych sobie punktow*
Apedfi I A'e el _; ) ) )
Srodek akolineacji W mozna skonstruowaC jako punkt przecie-
cia prostg AAp okregu aP przyporzadkowanego dowolnej  pro-
stej a'eA[
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1a) oS t' 1 Srodek akolineacji W' (w'nmet}t dowolna pare przy-
porzadkowanych sobie punktéw Apex# i 4'e¢'mozne. otrzymac
rozwazaja® dowolng prostg a'ect't scisle okresloay, pray-
porzadkowany .jgj okrag dfi przechodzacy przez Srodek ako-
lineacji W!i punkty wspélne prostej a!z osig t'.

Ib) trzy pary przyporzadkowanych sobie punktow (Ap,’\/ N4
(A; B' C'je a)' z wyklluczeniem wspoH iniowosci punktdw A*S 'Cj
punkt przeciecia sie prostych dgczacych pary punktow A’Ap,
B Bp+ € jest Srodkiem akolineacji W % Trojki  punktow* <
WAfEIp I WBpCp wyznaczajg okregi (a'p,bP) e <)p , ktory®
w ukdadzie a)' odpowiadajg proate* a'=A'8’l b*“ B'C!e punk-
ty wspolne okregu & z prostg a'1 okregu bp z prosta™6'
wyanaszajg os akolineacji t'.

Ula) dwa przecinajac® sie w rzeczywistych punktach okregi
£'p eo)p przyporzadkowane dwu prostym {a'0')e eir' (z warun-
kiem wepSHlIniowcsci punktow dp-6p 1abuy SredMe® akoli-
neacji jest wowczas jeden z punktéw przeciecia sie okre-
gow ap 1 bp a osig - okrag incydentny z punktami wspolny-
mi* okregu ap i1 przyporzadkowanej m prostej a’ oraz okre-
gu bP 1 przyporzadkowanej mu prostej 6'.

111b) jeden ckrag apeclp 1 przyporzadkowana mu prosta a'e 0)' o-
raz jedna para przyporzadkowanych sobie punktow Bp e oop,
B'e a)' %w przypadku tym jeden z punktow przeciecia akre-
gu ap prostg 3'Bp jest Srodkiem akolineacji A"  (prosta
B'Bp musi by¢ tak przyjeta by przecinata w punktach rze~
czywistych okrag ap), Prowadzac przez punkt B! dowolng po-
mocniczg prosta 8 przecinajaca sie z a'np. w punkcie Q'
wyznaczamy przyporzadkowany jej okrag bp przez punkty W\
Bpt QpCOp. Punkty wspélne okregu”™ z prostg rrrorar okre
gu bp z prostg b' lezg na osi akolineacji.

3*2. Niezmienniki plaskiego zwigzku akolineac.li Srodkowo-oslo-
wej IAsd

W ustepie 2,2 ustalono, ze niezmiennikami zwigzku akolineacji
Srodkowo-osiowej /W / ukdaddw o réznych podstawach (O 1J1 jest pigy
naleznoSC 1 rzutowos¢. Poniewaz ukdad cO' i zwigzany z niza  plaskim
zwigzkiem t:"~olineecji Srodkowo-osiowej /A obraz @ stanowig rzu-
ty dwoch ukkadow zkgczonych zwigzkiem /tor/, a zardwno przynalez-
nos¢ jak i rzutowos¢ w wyniku rzutowania nie ulegaja naruszeniu -
whasnosci te nalezy uwazaé réowniez za niezmienniki zwiazku Z4r/.



Wnosimy wiec, ze utworom rzutowym w ukdadzie ~"przyporzadkonane
sg utwory rzutowe w dorazi,® @> x), a w szczegdlnosci r

a) szeregom rzedu pierwszego o podstawach nieincydentnych z
srodkiem akolineacji t (Fl'%ﬂ \6") przyporzadkowane sg na ogok
szeregi rzedu druglego )N (6P),

b) szeregom rzedu pierwszego o podstawach przechodzacych przez
Srodek akolineacji* ¢GHA ¢?) przyporzqdkmane s szeregi
rzedu pierwszego o podstawach mp-m't dp*n' % (mp) n (nP),

°) Pyor prostych e srodkach roznych od srodka ~ akolineacjil|
N1 &) przyporzadkowane sa peki stozkowychy (/1p) 4 @),

d) pekom prostych o srodku w punkcie W't (M=YY') A (s/J=w/) prsy
porzadkowana sg identyczne z nimi pki,* {IP) 94 6.

3.3. Szczegblny przypadie plaskiego zwiazku akolineacji  Srad-
k.-owo-osione.1 1Ao/

3*3.1. Wasnosci zwigzku /A0l

W ust. 3.1 wspomniano o szczegbélnym przypadku pkaskiego zwigz
ku akolineacji Srodkowo-osiowej - /0>/» w ktoérym niezdegenerowvang
stozkowa obrazu céf> odpowiadajaca prostej ukdadu cO nieincydeat-
nej z sSrodkiem  jest zawsze okrgg. W celu oméwienia whasnosci
zwiazku /Ad/ rozpatrzy jJego interpretacje przestrzenng, tj. roz-
wazmy dwa ukdedy o réznych podstawach O i JT akolineacyjne w zwigz-
ku IAuwl, ktérych rzutami na plaszczyzne te sg zkgczone  zwigzkiem
/AOj ukdad o0)'+ obraz cOp .

Mozemy przy tym rozpatrzy¢ dwa modeles

a) Ukkad phaski ci i zkgczony z nim zwiagzkiem /Aa7lf ukdad cP le-
zacy ha powierzchni kuli JT.
Przez rzut stereograficzny ukdaddw eii 1 QP otrzymujemy zdaczo
ne pkaskim zwigzkiem akolineacji /A¥/ ukfadcd™i obraz a)p =
Srodek rzutéw S moze by¢ przy tym punktem antypodycznym
wzgledem Srodka akolineacji W - plaszczyzna 3c - plaszczyzng
prostopadkg do promienia WS.
Rzutami okregow ukdadu cP nieprzechodzacych* przez punkt S
bedg okregi obrazu aP - plaski zwigzek akolineacji Srodkowo
osionej daczacy uktad a)' z obrazem <P bedzie wiec zwigzkiem

Analogieziiie jak w ust. 2.2 z wnioskéw powyzszych wylkacz dgif,
elementy o rzutach rozciaghych.

19



1) Ukdad plaski cJ 1 zkgczony z nim zwigzkiem /Aatr!  ukdad gP
przynalezny do powierzchni paraboloidy cbrotonej 1 . Jezeli
ukdady co 1 dP rzucimy prostokgtnie na plaszczyzne >k prosto-
padka do osi paraboloidy — otrzymamy akolineacyjne w zwigz-
ku IArl ukkada' i obraz a)p , gdyz Srodek rzutéw spebnia wa-
runek* S°°e JT -

Poniewaz rzut prostokgtny na plaszczyzne prostopadlg do osi pa-
raboloidy obrotonej kazdej elipsy lezagcej na tej powierzchni  jest
zawsze okregi«o — zwigzek daczacy uklada)' z obrazem o jest szcze-
g6lInym przypadkiem plaskiego zwigzku akolineacji Srodkowo-osionej
Md.

Prostsi aparat projekcyjny (rzutyprostokatne w miejsce  Srodko-

wych) uzasadnia wybor modelu b) jako podstawy do dalszych rozwazan

whasnosci zwiazku /K.

Wezmy pod uwage zkaczone zwiazkiem f A0/ ukdad o) | obraz dp -

Interpretujac je ja-

ko opisane pod b) rzu-
ty ekolineacyjnych u-
k¥addw a) i (rys. 8)

stwierdzanyt
mE> 1) Punktowi Cfi =
fp obrazu d)p - przyporzad-

kovane s w ukdadzie
plasklch punkty pro-
stej s'. Poniewaz pro-
sta ta Jest rzutem kra-
wedzi przeciecia  sie
plaszczyzny ukdadu u)
z plaszczyzng & stycz-
ng do powierzchni JT w
punkcie W, punkty pro-
stej s' sg punktami prze
ciecia prostych ukdadu
0)' z stycznymi 4 w punk-
cieW do przyporzadko-
wanych im w obrazie
okregow (rys. 8).

2) Punktowi S"'W' uk#adu plaskiego a)'- jest przyporzadkonana —w
obrazie dp prosta nieasciva /£ jako krawedz przeciecia sie pla-
szczyzny JT z plaszczyzng niewdascivg cp rzucajacg punkt S7°.

3) Prostej ukdadu n/przechodzacej przez punkt W "przyporzadkowa
na jest w obrazie prosta zjednoczona a'p=(\ Punktyi A', B, C .

- e 4" 1 przyporzadkowane imj Ap eee£06/> tworza dwa rzu
tone szeregi 0 wspOlnej podstawie a'= (P

a'(A'fB'...) n gP(Ap, Bp...)
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Zjednoczonymi punktami szeregow (ej i (gp) (rzeczywistymi lub uro-
Jonymi) sg punkty przeciecia prostej f=q'p z osig akolineacji t'.

4)  0S akolineacji t "1 okrag graniczny rip sg wspoksrodkowe, gdyz
Srodki elips .przekroju paraboloidy plaszczyznami rommoleghymi le-
za na jednej jej Srednicy.

5/ Dowolnemu okregowi cfi ea)/ przyporzadkowana jest akolineacyj-
nie w zwigzku (Ao!\

a) prosta c' - jezeli W'e Cp
b) stozkowa c' - jezeli W'non e cp

Przyporzadkowanie a) wynika z definicji zwigzku M>/.
Przyporzadkonanie b) staje sie oczywiste, jezeli rozwazy sie  po-
wierzchnie stozkowg T , ktdrej kierujaca jest stozkowa o e JT , a
wierzcholkiem - Srodek zwigzku /4yt/, punkt W . Dobierajac  odpo-
wiednio plaszczyzne a) - jako przekroj CI otrzymuje sie stozkowg
C, ktorej rzut ¢ moze by¢ badz to elipsa, badz parabolg, badz tez
hiperbolg. Zauwazmy przy tym, ze rodzaj stozkonej c' zalezy od polo
zenig okregu c P wzgledem okregu granicznego np . Poniewaz punktom
obrazu gf> lezgcym na okregu granicznym odpowiadajg w ukdadzie a)’
punkty nievdasciwe przeto w przypadku:

QC ) przecinania sie okregu @ z okregiem granicznym w  dwoch
punktach rzeczywistych otrzymujemy jako c' - hiperbole,

/3 ) stycznosci okregbw O 1 rp - kraywa r;"jest parabola,

y ) braku rzeczywistych, wspolnych punktow okregbw O i. nf, stoz
kowva c"jest elipsg lub okregiem.

Konstrukcje k ch rzadk ch w zwiazku 74>/ ok i
De przje lell\g}/a‘l przyporzadkowany: Z regow



ad (t) - Rya. 9. W konstrukcji uzyto okregow up i i-p stycznych
do c; w punktach Up>Vp=c'f'’>* tj. przyporzadkowanych asymptotom
u\ v'e a)' szukanej hiperboli c¢' , Dwa punkty stozkowej cJ stanowig
elementy wspélnet c¢p mt'

ad /3) - Rys. 10, Promien akolineacji przechodzacy przez punkt
stycznosci okregu cp z okregiem granicznym - WWp wyznacza Srodek
paraboli c¢'. Obierajac dowolny okrag up styczny do Cp 1 incydentny
z W'konstruujeney przyporzadkowang mu styczng «"do paraboli ¢ «
Oprocz stycznej i1 sprzezonej z nig Srednicy znane sg dwa punkty
paraboli "~"lezace na osi akolineacji? 1,£'—cp-t"'.
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ad y ) - Ky*BlL1# W ioastrascji e&ja0 dene dwa puadty *Hpey ja
Ka punkty przeoieaia Cai € ctagglera cp wyzaaoww> dalaze  Cetery
plaskty tej krzywej przez wpronadzenie dwoeh possocaiazyeb — okregow
1 tp (w;Cp,Dp). Junkty /1\ B\ C\D’ I*ig aa odpowiedzch
praadeaiach akelineaeji 1 odpowiednich prostych a’, b* prsyporzad
kotmureh Ckrege® @ i bp .

5) Dowolnej preatej cpelp przyporzadkonana jeai akolineaoyj-
nie w zwigzku ZA0I\

6) prosta r=Cp *jezeli W/ e cp
b) stobkkova c¢' - jezeli MYmar, cp .

W wyprowadstmlu powyzszej whasnosci akorzyatad seczma z rozuraowania
analogicznego Jak w jasnkcie 5). Stozkenm g e7T , ktdrej rzute*
nwaalnya aa plaszczys»fsa. proetepadSfc® do ©si paraboloidy M

jest rozwazana prosta cP , przedstawia sobg parabole.

Proesienie akolineacji daczace punkt WeTT z  poszczegllny»! punk-
testi. paraboli cp tworza powierzchnie stozkowg I' = Przekroj
wierzchni I’ dowolng plaszczyzng D aaa £ W wyznacza w zwigzku /A a/
akoJLimaeyjag z @ etezkong C « ktdrej rzut nasr jeet stozkowg C'.

Ha rys. 12-14 przedstawiono stozkowe c “akolineacyjne w zwiazku
jAOF z prostg sieOsBgs etyCroa 1 zewnetrzng wzgledem okregu gra-
niczaego /% ,






7) Twierdzenie 1.

Dowolnej stozkowej c'efu’ aotoa zarazo przyporzadkowaC akelinea-

cyjny z nig okrag cp € cjp .

DO\N’O’d-

/ ¥efuy pod uwage styczne do stotkowej cVsr(rys* 15) - proste m\
n przecinajace sie w punkcie W4 wpiszmy w nie dowolny okrag cp .
Wykazemy, te istnieje plaski zwigzek akolineacji Srodkowo-osiowej
Hot przeksztakcajacy stoltkowg c"w okrag cp < Przyjmijmy dowolng
paraboloide obrotowg U (Weil), powierzchnie waloowg I’ o kierujacej
¢'i powierzchnie walcowg ['P o kierujacej ¢j, , o osiach prostopad-
4ych do plaszczyzny K = Czescig linii przenikania powierzchni wal-
convej 'p z paraboloidg 77 jest elipsa 4

V dowodzie na to mozna przeprowadzi¢ nastepujgce  rozumowaniex»
rozwazmy punkty przebicia paraboloidy 77 trzema tworzacymi  po-
wierzani ['p przechodzacymi przez trzy dowolne punkty Ap, BPJ (]
okregu Cp , Otrzymane w ten spos6b punkty A*, Bp ,C* wyznacza-
ja pewng plaszczyzne f przecinajaca paraboloide 77 w elipsie
Qo = Jest oczywiste, ze elipsa ta przechodzi przez punkty A* ,
BEt Op « Z whkasnosci paraboloidy obrotowej wynika, ze prostokgt
nym rzut«B elipsy c* na plaszczyzne JCIL jest okrag. Poniewaz»
zgodnie z konstrukcja» A*=AP, B*=BP, <€"»£przeto okrag cp jest
identyczny z okregiem Cp' » Wynika stad, te wszystkie punkty e-
lipsy  sa punktami powierzchni walcowej Tp , Poniewaz sa to
jednoczesnie punkty lezaoe na paraboloidzie /1 - elipsa ¢ =cp
jest czescig linii przenikania powierzchni /11 [p .
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Wprowadzmy powierzchnie stozkowg ® o wierzchodbku v punkcie W i
kierujacej w postaci elipsy cP . Powierzchnia ® przenika sie z
powierzchnig walcowg” w dwoch stozkowych o/z gdyz istnieja dwie
réozne plaszczyzny wspdlnie styczne do £ i1 T Jt T '¢ M x”c, nci>} vjvt?
a zatem - dwa punkty podwOjne*

Kazda t stozkowych gz jest akolineacyjna z elipsg dfi w zwigzku
AW/ (girsi®ai przedstawia plaszczyzne stozkowej c, lub cz J* po-
niewaz elipsa cp oraz punkt W lezg na paraboloidzi* 7/.

Wnika stad, ze ieh rauty prostokgtne ci~c't na plaszczyzne ot oraz
O sq zkaczone pewnym plaskim zwigzkiem akolineaeji Srodkowo-osio-
wej //1/. Poniewaz zachodzi. c',=dc', twierdzenie o istnieniu zwigz-
ku IAOl przeksztatcajacego dowolni® przyjets stozkowg c' w okrag
O jeet prandzive.

8) Twierdzenie 2.

Istnieje zwigzek 'A0/ akolineaoyjnie przeksztadcajacy dowolng
stozkowva w prosta*
Dowodr
Ba plaszczyznie rk przyjmijmy dowolng stozkowg c i prostg cP
(rys. 16). Wprowadz prostg slicp , styczng do stozkowej c‘w punk-
cie W' . Rozwaﬁwy jpo-
wierzchnie waloowg | 0
kierujacej ci osi prosto
padlej do plaszczyzny &
oraz dwie plaszczyzny*
y+&,c'figj>, s'e<r.
Powierzchnie walcowg T
przetnijmy dowolng pla-
szczyzng W stozkowej c
I utworzmy  powierzchnie
stozkowg § , ktorej Kie-
rujaca jest krzywa c ,a
wierzchodki» punkt W.
Poniewaz plaszczyzna (Y
jest styczna do pcwierzch
ni $ - plaszczyzna y //6
YR przecina te powierzchnie
w powiej paraboli cp -
Rozwazny paraboloide obrotowg Me”'o osi ™M .przechodzacag przez
parabole cP . Stwierdzamy, Z® parabola cP etanowi rzut z punktu W
na powierzchnie JI stozkonej ¢ » czyli, ze obydwie te krzywe zkaczo
ne sg zwiazkiem akolineaeji Srodkowo-osionej ukdaddw o roznych pod
stapach. IAMr] =
Poniewaz rzutem prostoka,mym na plaszczyzne >« , czyli rzutem z
punktu S°°ell stozkowych o 1 ¢ sg odpowiednio prosta ¢p I stoz-
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kowa c* - utwory te aoMe przyporzadkowane w plaskie zwigzku ako
liaaaeji fAO/ 30 naleiato udowodniC qd

9) Swiordseni* 3.

Dla danej statkowej c' i T Wi okregu o/ lezgeyefc na jednej pta
szczytnie ttistniej* eo najwyiej 12 rotayoh zwigzkéw akolineaeji
Srodkowo-oeiowej /A0/ przeksztateajgeyoh c'ea*nac<?*>>"i ua odwrot.

Dowod ,

Boanateer przoksztateenie stozkowej w Ckrg™ (rys, 16). W wypro-
wadzeniu twierdzenia 1 przyjeto donolnie paraboloide /7 1 wykazane,
te istniejg aollneffioyjre w zZwigzku /Aa>k! taki ukdad plaski co 1
ukdlad eP o podstawie.7ll te zadana stozkowa c™i okrag cp sg rzutmal
przyporzadkonanych sobie utwordw odpowiednio pnxynaleiiueb do tych
ukdadow aecl, @es)p . z dowolnosci przyjecia paraboloidy 11 wnika,
i» zwigzkéw /A~n/ o powtszej whasnoscl jest niesketiezenie wiele.
Whkaieny, te rzut prostokgtny na plaszczyzne rr osi kazdego z tyoh
zwigzkow jest jednya z dwu okregow stanowigeyeh a®ie dwu plaskich
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zwiazkdw akolineagji 1A J =W tym celu przyjmijmy dwie dowolne para
boloidy obrotowe JT 1 JT 0 osiach prostopaddych do plaszczyzny sr
przechodzace przez takie dwa punkty W i , ZeParaboloidy 7T

1 JT przenikaja siez powierzchnig ip (rys*15 1 17/ welipsach

i @ , ktdre traktujemy jako kierujace powierzchni stozkowych |
§ o wierzcholkach w punktach W i W .

Rozpatru;ap linie przenikania powierzchni walconej _ T z po-

wierzchniami ™ 1 # otrzymujemy pary stozkowych ctzi  chZz opla-
szczyznach™ crecOr , crea), , czca)r Stozkowe cf2 ,clz s3
odpowiednio akolineacyjne z elipsami ¢p , op

w zwigzkachi

a - cp - /AiTc/ oosi T, = 0),7T
cz- Cp - IAMNUI oosi & @O/l
c, Tép - IA™Mrl o osi n

—-C> — ® OSi ~ C2

Wyznaczmy prostokatny rzut na plaszczyzne ot jednej z osi akolinea-
cji np, t1 » 4 tym celu rozwazmy rzut dowolnej prostej a- 12 u-
kdadu c). 1 skonstruujmy przyporzadkowany mu w plaskim zwigzku ako
lineacji /[>/ okrag cu,. Okrag bedzie incydentny z znanym Srod-
kiem akolineaeji W** W oraz z punktami” iZpprzyporzadkowanymi
punktom 1' 1 2**

Punkty wspolne okregu 1 prostej <r"sg elementami osi akolinea
Ccji A" = Zawazmy jednak, ze dzieki prostopadtosci tworzacych po-
wierzchni I 1 P do plaszczyznyve , z punktami 1' 12'oraz P 1 2P
Jednoczg sie odpowiednio przyporzadkowane sobie w zwigzku akolinea
cji /NM)/ pary punktbw P 12'oraz Pi. B«

Oznacza to, z0 zachodzi a=a' , gdzie ,a=12 oraz ap=aP+ Wynika

stad, ze pary punktdw osi t', i tt , jako elementy wspdlne  prostych
a'%s' z przyporzadkowanymi im okregami dp , dp w rzucie prostokgt-

nym na plaszczyzne w ulegaja ZJednoczenlu* Poniewaz prosta a przy-

Jjeta zostaka dowolnie, przy innym jej potozeniu w analogiczny spo-

sth, mozna dowiesc, ze pokrywajg sie w rzucie dalsze punkty osi t'f

i tif , czyli, ze zachodzi t, =& =

Rozwazajac w podobny sposob rzutyprostych becz i b et spelnia-
Jacych warunki b'=b'=a=a'{b~34t 6=34 ) oraz przyporzadkowanych, Im
w plaskim zwigzku akolineaeji Srodkowo-osionej okregw bP 1 Hp
stwierdzi Krywanie sie osi tz=te* Z powyzsz wnioskujemys
niezaleZnniZ (F))g przyjecia %araboloidy X ismlejategyolko dwa Jmkie
zwigzki 1A0I o wspolnym Srodku W*przeksztakcajace dang stozkowg c'
w okrag c'p »

_jednak, ze Srodek akolineaeji —SkonstrUUJe sige_ jako
punkt przeciecia sie wspolnych styczny "in' do okregu cP 1 stoz
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konej ¢’ (rys. 15)» Poniewaz stycznych takich (rzeczywistych i réz-
nych) moze by¢ co najwzej cztery -m*', n' ,p', a' (rys. 18) - ist-
nieje co najwyzej szesc¢ roznych polozen punktu w'- W+6 (W wierz-
chotkach czworoboku zupelnego mWpty ), a konsekwentnie co najwyzej
12 réznych zwigzkéw akolineaeji Srodkono-osionej /4>/  realizuja-
cych przeksztakcenie stozkowej o'w okrag cP .

Rys. 18

10) Twierdzenie 4 .

Dla danej stozkowej o 1 danej prostej cP lezagcych w jednej pla-
szczyznie istnieja co najwyzej dwa zwiazki akolineagji  Srodkouo-
oceionej /I>/ przeksztakcajace c'ect'na o edP i na odmot*

Dowdd.

Przyjmijmy dowolng stozkowg ¢ ', dowolng prostg cP i1 styczng do
stozkownej s'/ic'p lezace w plaszczyznlew (rys. 19). Obierany -
wierzchnigI' o Kkierujacej c' i tworzacych prostopadtych do pla-
szczyzny ac oraz dowolny przekro; tej powierzchni - stozkowg ceclJ .
Rozwazmy tworzaca i powierzchni T , przechodzaca przez punkt stycz
nosci prostej s' do stozkonej ¢’ 1 dowolne dwa punkty (Wt W) € 1.
Utworzmy powierzchnie stozkone @ , $ , ktorych kierujaca jest stoz
kowa ¢ , a wierzchokki - odpa/vlednlo punktam wiw.
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Przekrojami powierzchni# 1$ plaszczyzng fl.sr, e/ sa para-
belecp i @ * Rozwakay paraboloidy obrotowe okreslone odpowiednio
przez parabol* cp + & caraz punkty W i W I trcp, XY -

Rys. 19

Stwierdzany Srodkowo-osiono akolineaeyjne  przyporzadkowanie*
stozkonej ¢ - paraboli cp - < zwigzku /An/,
stozkonej ¢ - paraboli G5 - w zwigzku /Aafil e
Zauwazmy, ze prostokatne rauty namm Srodkow zwigzkow 1" okl 1 /ZI>#/
Jjednoczg sie w punkcie W'-W', Rozwazmy oeie tych zwigzkow* t 1t =
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W tym celu obierzmy dowolng prosta m przecinajaca sie  z stozkowg
c wpunktach /,Z =W zwigzku Msvirl prostej m przyporzadkonana
jest stozkova mp przechodzaca przez Srodek Wi punkty P , 2P w
zwigzku /Aafrf - stozkowanp ineydentna z Srodkieit W i punktami P,
2 Z_p{zeciieciammP oraz mmP otrzymujemy pary punktow osi  akoli-
neaeji t , t,

Dokonajmy prostokatnego rzutu na plaszczyznesc prostej m 1 prsy
porzadkowanych jej w zwigzkach lAajjrj 1 /A”w! stolkowych ny, , np .
Stwierdzamy pokrywanie sie rzutdw srodkéw akolineagji tV=W'aruz p»»=
WM. Ip=Tp v 2p=2p, Poniewaz rzuty stozkowych /771 f/a>0Y 9kIMBp
®1 przechodzacymi przez  WFWwynika stad, ze zachsdzii

Konsekwencja powyzszej relacji jest pokrysraaie eige W prostokgt-
Egrch rzutach na ve punktow przeciecia siem z mP oraz m % np , czyli
punktow osi akolineaeji f 1 fPoniewaz prostam przyjeta zostaka
dowolnie - wnika stad, ze zmieniajg® jej polozenie otrzymujeny In
ne j sie w rzutach aa srpun osii it li, ze zacho
dzipslf’.gy\f\la%%?ggt Et' jest osig plas iegk;ymiazku akoﬁ%lleaeji Srodko
wo-oeionej 1A J przeksztalcajgcego stozkowg c "w prostg cP.

Udowodnilismy, ze nie zalezy ona od wyboru paraboloidy JT realizu-
Jacej akelineacyjne przyporzadkonanie ukdadow o réznych podstawach
stozkonej celi) 1 paraboli cPetiP w zwigzku //W/ (mozna wnioskowaC,
ze dla danej stozkonej c 1 plaszesysDey f - paraboloidy 7 ,T , O
kreslone jak wyzej, przenikaja sie z sobg m.in. w elipsie t , kto-
rej rzutem na plaszczyzne oc jest oS t*).

Wnika stad, ze istnieje jeden tylko zwigzek M>/ 0 s$rodku ""przy-
porzadkowujacy stozkowej c “prosta cp -

Zawazmy Jadnak, ze w miejsse stycznej s'//c'p (rya, 19) mozna for
4o rozwazyC prostg s}//s'llcp styczng do stozkonej c‘w punkcie W, i
przepronadzi¢ analogiczne rosumewanie. StwierdzilibySay — wwczas
istnienie rowniez jednego, niezaleznie od posredniczacych w rozu-
mowaniu paraboloid J1 , zwigsku /Ao/ przeksztakcajacego stozkowg c’
w prostg cp , lecz o Srodku Wj i osi tt . Whioskujexr zatem, ze je-
dynie dwa zwigzki akolinsacji Srodkowo-osiowej /Ao! i /40L  mogg
przyporzadkomwaC danej stozkowej ¢ "dang prostg cP. i _
Zawwazmy jeszcze, 1@ przyporzadkowanie takie nie zawsze jest moz-
live. Gdyby na przyklad gako stoiskong "przyjac parabole, a jako
prostag Cp - jedng s jej stycznych m*cP , wonczas poniewaz nie ist-
nieje rozna od m' styczna s'//cp musiatoby zachodzi¢t s'=cp, W'e cp.
Konsekwencja przynaleteosci punktu Sdo prostej cP bydoby przypo-
rzadkowanie jednego, tego samego punktu Mp=W-gostej cp wszystkim
punktom stozkowej c ** co przeczy whasnosciom zwigzku  akolineaeji
Sredkowo-osione j«
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11) Twierdzenie 5.

Utworem przyporzadkowanym w zwigzku /An/ dowolnej stozkowej c'eco’
moze by¢ prosta, okrag lub krzywa rzedu czwartego Cp cclp -

Dowdd,
MozliwoSE przyporzadkowania stozkowej
rozstrzygajg twierdzenia 112*

0 "okregu lub prostej cp

V celu udowodnienia mozliwosci akolineacyjnego przeksztakcenia stez

kowe1 w krzywg rzedu czwartego wezmy pod uwaget donolng stozko-
wa ¢' na plaszczyznie vc jako kierujaca powierzchni walconej T o]

tworzacych prostopadtych do plaszczyzny >«, dowolny przekrOJ tej
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powierzchni - stozkowg
¢ oraz dowolng parabolo
Ide obrotong JT 0 oOsi
iJ-tc* Rozwazmy powierz-
chnie stozkong ® o kle
rujacej ¢ i wierzchol-
ku W donolnie przyjetym
na paraboloidzie JT.
Powierzchnia $ przenika
sie z powierzchnig JT
w krzaywej rzedu cawarte
go - cPt ktdra moze byc
interpretovana Jako
rzut stozkonej ¢ na pa-
raboloide N1 z punktu
Y/eTT, Krzywe ¢ + Cp ag
sobie przyporzadkonane
w zwigzku akolineaeji
Srodkono-osionej  ukla-
déw o réznych  podsta-
wach (A"id ,Wynika stad,
ze ich rzuty prostokat-
ne na plaszczyzne -
krzywe c 1 ci sg sobie
przyporzadkowane w plas
kim zwiazku akolinea-
cji Srodkowo-osionej
/Ao/, Poniewaz przy o-
golnych polozeniach stoz
kovej ¢ 1 Srodka W po-
{ozenie krzywej @ wzgle
dem plaszczyzny >k nie
ma zadnych cech szcze-
golnych - przeto rzutem
Cp jest romiez krzyva
rzedu czwartego (ryet20>



Zawazmy, ze dowdd powyzszy przeprowadzi¢ mozna preeto w opar-
ciu o dowod twierdzenia 2. Zfcachjagr bawiera 110SC ponktow  przeei™-
eia utworu pe a)/, dowolng prostg nip « W gia celu wyznaezny utwor
T'ail akolinsaeyjny w zwiazku M o/ z prosta A/eo'a jest nia Kgodrde
z roawasazdaHd punktu 8,ustgpu 3.3.1 stozkona/??" iacydentna A Srod-
kim W zwigzku /&2~ 1i?*y ogolnym parzyjeciu stozkowa rn*® przeeiaa
sig z_stozkowg o'w ostereoh punktzefeu Wynika stad, ze dowolna pro-
stanP posiada z krzywa ¢p Ostery punkty wspdlns, ozyli, ze co
jest kisywa rzedu cawartego.

3*3.2. jtag-taafljtaaia zwigzku Mo!



Mozliwos¢ akolineacyjnego przeksztakcenia stozkonej ~w prosta
czynl Cﬁrzydamym zwigzek /A0/ do zastosowann w zadaniach konstruk-

té/czacych krzywych stopnia drugiego.
Przy

Zadanie 1. Dana jest parabola c"okreslona punktani A', B' Sred
nicg A S'00t styczng N“przynalezng do punktu A, Wyznaczy¢  punkty
przeciecia paraboli c“dowolng prostg m

Rozwigzanie (rys. 21).

Poprowadzoy prostap'//s "przynalezng do punktu B't wyznaczmy na
niej w oparciu o symetrie ukosnokatng trzeci punkt paraboli C'.
Iv&ktujay prostg p ‘ jako utwor akolineacyjnie przyporzadkowvany pa-
raboli ¢ -p -Cpb Przy taki® zatozeniu punkt A "jest Srodkiem W'
zwigzku akolineaeji JA Ol » a punkty 3 "I <?"wspdlne cbydwu utworom
(paraboli 1 prostej) sg elementami osi akolineaeji t \  Hiewdasciwe
mi punktowi paraboli S "°°odpoviada w zwigzku /A0/ punkt Sp prostej
c'p = Zauwazy, ze prostej niewvasciwej n Aostycznej do paraboli  w
punkcie S QQprzyporzadkowany jest akolineacyjnie okrag nP  styczny
do Cp w punkcie Sp * W cellu skonstruowania osi akolineagji t wy-
starczy wysnaozyC Srodek O'okraga np , gdyz jest to okrag granicz-
ny zwigzku / Ao/= Dla tak okreslonych elementow zwigzku /-40j nalezy
przeksztadcic akolineacyjnie na okrag mp dang prosta m "(okrag mp
przechodzi przez punkt W't punkty przeciecia prostej m% osigt' ),
a nastepnie wyznaczy¢ punkty fp ,2p w ktorych okrag m'p przecina
sie z prostg cp - Znalezienie punktow 2" przyporzadkonanych w
zwigzku }AOf punktms b 12p (na promieniach akolineaeji 1 prostej
m') stanowi rozwigzanie zadania»

Zadanie 2. Dane sa cztery dowolne punkty hiperboli A\ £\ C' .
0'i. stycznay do krzywej w punkcie Wyznaczy¢ asymptoty  hiper-
boli.

Rozwigzanie (rys. 22).

Przyjmujemy prosta cp akolineacyjnie przyporzadkowang hiperboli
¢’ w zwigzku /Aol o Srodku A*, Spehiony musi by¢ przy tym warunek
cp//s * Dla uproszczenia konstrukCJl przyjmujemy O'ecb* Wowczas
punkt D jest juz jednym, znanym punktem osi akolineaeji "".Rozwaz-
aj prostg Znajac przyporzadkowany jej akolineacyjnie okrag
aP (przechodzacy przez A'=W i. punkty Bp=WB'-c'p,Cp~-WC¢p przyporzad
kowane punktom B*C) z punktcw przeciecia sie tych utwordw wno-
simy o dalszych elementach osu akolineaeji a'cp =
Znalezienie osi akolineaeji i’ Z" 7)) pozwala na wyznaczenle o-
kregu granicznego np zwigzku /A0/ jako wspclSrodkowego z i 1 przy
naleznego do punktu W'» Punkty przeciecia okregu granicznego [Tp
prosta Cp — I @ odpowiadajg akolineacyjnie nievasciwym punk-
tom hlperboll u™i Q™. Konstrukcja asymptot sprowadza sie do wy-



znaczenia prostych u' i ¢' akolineacyjnie odpowiadajacych eto*gom Up
i gp styczny* do prostej Cp w punktach Up 1 Qp =

Zadanie 3* Dane sg dowolne dwa punkty Ap ,” oraz nierozdziala
jJaca je 1 nieprzechodzaca przez zaden z nich prosta £ . Wznaczy¢
okrag rp incydentny z punktami Ap 1 Bp t styczny do prostej c'p .

Rozwigzanie (rys* 23

W konstrukcji postuzymy sie zwigzkiem akolineaeji Orodkowo-osio
wej /Ao/ dgczacym dang prosta Cp z dowolnym okregiem c¢' stycznym
w punkcie Ap do prostej s'/Ich . Dwa punkty osi akolineaeji t' stano-
wig punkty przeciecia sie prostej c¢p z okregiem ¢c™- /7t i5, dalsze



dwa {3 14") otrzyeujeEgr z rozwazenia dowolnego okregu dfi  (dla u-
proezczenia konstrukcji prsyjeto 4>e ) oraz odpowiadajacej raa
akolineaoy™i® preetej T~ . Wyznaczywszy punkt B \ przypoqukowany
w zwigzku iAOf punktowi &p , konstruujemy styezne do okregu c*
przechodzace przez B\ Styczny® ty® akolineacyjnie odpowiadaC beda
okregi styczne do ¢~ i przechodzace przez punkt Bp , a jednoczes-
nie Ineydentne z punktea A> jak® Sredkia® akolineagji. Ha rys. 23
wyznaczono jeden okrag rosvigzujacy zadanie - rj, . Elemente® po-
Sredniczacy® w konstrukcji jest punkt >=C\ tj. punkt przeciecia
oal akolineagji t "prostar' styczng do okregu c'.

Zadanie 4. Dane sgt ellpsac "okreslona parg Srednio sprzezonych
M'N't P'ii' oraz parabolac' okreslona punktem A&/"war. z przynalezng
do niego styczng Tri", SrednicgMS't0i punktemR* 0 WyznaczyC  punkty
przeciecia sie ellpsyc z parabolg c"przy zalozeniu, ze obydwie
krzywe posiadaja wspolng styczng m*m'w punkcie M'~ Mr.
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Rozwigzanie (rys* 24).

Traktujac punkt M~M"$o Srodek akolineaeji A™obYdwie
mozemy przeksztadci¢ na te samg dowolng”~J1» ? ~ 22Sd
K*=21d 24y~ | ?2* OTlgzkl @kolineae ji zwigzek /~/ o_Srod
r/ P\z*k3zta\a,1acy ha prosta ¢ elipse C oraz ~ zwiazek
Uy-L « ** A i1 Sii PP’V\ewadeaney na prosta <> parabole@-

“ox *1 o
prostg < «y'Kr’\ﬂ,u,r prroa pm[}l ” |J’Ht t%OI o] m J(le(stBM g3
Zu jeden punkt osi t'- punkt wspolny elipsy c'l prostej cP et
pNFy te3 08l ot z przeeiecia dwoch akolineac/j
nie przypoqukmvanych sobie utworow w zwigzku //fQ% prostej o

wS™Nie V P8Y * PUBKCI* Q + oVpegU# ®<3reznego do prostej N

«SaSSi” 181w 1.; arb<SNy uw«d aa fekt, ze okrag P jeet
Z f 1117 ”EJ’\anleznymﬂ 2wiazku /<, /

Poniewaz okrag granlcmy ; stykasie z prosta cfi w punk0|e Jii *
definicji przechodzi przez WM=M~ Srodek 0' osi P lezy wpiecie»

te* Padke1d® ™ pr2echodxced Przez $ z symetralng odoin-

{eden dowolny punkt osi ?/
dl jej skonstruowania. Sa rys. 24 znaleziono dwa ie punkty ja-
ko elementy ZJednoczone dwéch przyporzadkowanych sobie w zwiazku
«/ “EEWN,*"*** pp~r ~ A = «“jJ*olineacyjnego z nig okrf

§k8|L Do f 7 W rzepﬁzgnradzrry nastepu che rozumowanie. kezm? pé\d/\ 1Dy

weage dcwvolnaz loide obrotowg T o osi £ prostopadlej do pla-
prosta € i oaregi € t' paraboloid«” * Kkierunku osi r punkt

Otrzymujemy punkt /V, parabole n, i elipsy £ oraz cMMFfaw
powierzchnie stozkowa # o wierzchokku X 1 kierujacej o, .Przekroje
powierzchni # plaszczyznami o) (te <») + £ (teaj) odpowiadajg akoli-
neacyjnie paraboll w zwigzkach* /A*yT/ o wierzcholku IV osi t
oraz fan/ o wierzchoblkuW i osi ¢ . Rzutami prostokgtnymi na pla-
szczyzne rysunku ukdaddw akolineaoyjnyoh w zwigzkach f/lcjni 1 /Ann/
sg utwcary przyporzadkowane sobie w plaskich zwigzkach akolineaeji

il s - A=

Stwierdzaj, ze s to zwia%i>Q|kd'eer|i%tyczneOng/,\&la(197j n=m/|Ag/S| ' (Q)r-
* L, lii ~ % elfpflac 1 Perabola ¢ sg prostokgtiymi rzuta-
fx>S s ~ ™ A T3F aJu kr* y eh przekrOJu powierzchni StOZk(]NEj

Jeze‘il istnieja pun% prze?:&gla sle<+ A_A cﬁSt %e lezé¢

one ““‘szg na prostej k . Prostokgtne rzuty na plaszczyzne rysunku
e TAITAA OO i "

Konstruujac prostaA -~ zauvva'zry, ze dwa jej punkty /71 P stanowig
punkty przeciecia sie osi € i1 i ". Punkty te nalezg rownoczesnie do
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uk¥adow elipsy c', i paraboli 5' oraz do akolineaeyjnego z wian dera™
zu Q@ * Mozemy Siees napisac*

/" r =tp=/; ; 2'-2'=2'p=2D

Wnika stad, ze w zwigzkach M>/ 1 /43/ prostej ™™ przyporzadkowa-
ny bedzie ten sa®okrag Ko~kp (vt  /pt2p~$)* Punkty 7p + Jip t W
ktorych okrag k=< przecma prostg odpowviadaja akolineacyjnie
punkton wspolnym <c*i ~"e

Szukane punkty znaJdUJemy na promieniach akolineaeji i1 prostej k'
jeto I'= WTp k', JT'~ WiLp mk \

Zadanie 5« Dane sg* elipsa c przechodzaca przez punkt O 1 hi-
perbola C przynalezna do punktu P 't styczne do prostych/Z7"i n' w
punktach M*M%\"N'» Wyznaczy¢ punkty przeciecia sie elipsyc' z hi-
perbolgc\

Rozwigzanie (rys, 25),

W oparciu o twierdzenie 1 przeksztadCmy akolineacyjnie obyd/vle
krzywe w okrag Cp, Przyjmujac okrag O stycznie do prostych m' i
n "otrzymujemy Srodek przeksztakcen akollneacyjnych* m'n'= W'
Z«¥Cz«y9 ze przeksztakcenie elipsy c"w okragcp realizuje plaski
zwiazek akolineaeji /4?/, przeksztakcenie natoniast hiperboli w
ten sam okrag - zwiazek [,/ .

Wyznaczmy osie obydwu zwigzkow akolineagji N0/ 1 /4,/ - okregi
i

W tym celu skonstruujmy* w zwigzku IAOf przyporzadkowane sobie*
prosta a*MWi okrag a'p(Mp,Np,W) (gdzie punkty Mp IA/p sa odpowied-
nimi punktami stycznosci okregu cp do prostychm't n') oraz prostg
b kfn' 1okrag bp(Mp,Qp,Ne)j w zwigzku /A0/ przyporzadkonane sobie™
groataa W 1 okrag ap(Mt,ML W)= Oh oraz prosta d**N'P*‘ 1 okrag

Wyjasnljmy przy tym, ze punkty up i wybrane zostaty z par punk-
ta‘v przeciecia okregu cp odpowiednimi promieniami akolineaeji do-
wolnie,

Elammty zjednoczone utwordw przyporzadkowanych sobie akolinea-
cyjnie w zwiqzkach WMo/ 1 Mo/ wyznaczajg osie /i Dla danych
osi akolineagji t' it powtarzamy rozumowanie z zadania 4, Roaweza>
my krawedz k pkaszczyzn o) i u) okreslonych rzutami na  paraboloide
JT okregow Z'i t\ Punkty przeciecia sie osi t' 1 2™ /i/71 2'=2'
wyznaczajg prostak ‘k » W obrazie cp akolineacyjnym z elipsg ,c* 1
hiperbolg ¢' prostej k*f¢* odpowiada okragkl-Hp przynalezny do punktdow
fp-ip%zf-q, 1 w'.
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dszy punkty przeciecia sie Ckregu kp™p B okregiaw o, -
IL—ILI II’I'bwyznacz pece szukanyeh punktow wspolnyeh elipsy c”
z hiperbolg c® na pronuenlach akolineaeji 1 prostej Je* —J,JT.
Pozostakg pare punktow przeciecia sie stozkowchci e” otrzymaé
mozna zmieniajac zakozenia odnosnie przyporzadkowania punktow G-
kregu e¢ punktom stozkowych, fak np. rozwazajac jako eleoent gcoli
neacyjnie odpowiadajacy punktowi P1lpunkt Pp w miejsoe punktu p o—
raz punkt Q)P w miejsce Q@ jako element przyporzadkowany akoljlLnea—
cyjnie punktowi g' elipsy ustalany nove wigzki akolineaeji Moh i
/AOL . Osie tych zwigzkdw - okregi i', i t'i (niezaznaczone na rys.25)
wyznaczajg nowg, prosta "%/, na ktorej leza pozostate punkty prze-
ciecia sie stozkowych €" i ¢' JBB=M' oraz W=7

3.3.3. Inwersja jek.q Hj«raslay prg7padck ywAgaSH fto j
Rozwazaj taki przypadek plaskiego zwigzku akolineaeji Srodkowo-
osionej, w ktérym Srodek akolineaeji K/ jest Srodkiem osit , Przyj*
Bjijay dowolng prosta "incydentag z purkteraW 1 rozpatrsasy ax3
reg punktow ukdadu @’o podstawie €t A) C
Z rozwazan ustepu 3.3 wiadomo, ze utworem przyporzadkowanym — w
obrazie "szeregowi (f'j bedzie szereg gp (Ap.Bp.Cp.j, przy epa
o'-qLt . (@ Y1Wp)»
Zauwmezny,” ze Z przyjecia srodkowego wzgledem punktu W~ polozenia
osi akolineagji f wynika rowmoleglos¢ plaszczyzny ukdadu co do pla-
szczyzny rzutow ', Konsekwencjg takiego zatozenia jest przyporzad-
kowanie!
a) punktowi Gp=A obrazu — prostej s @ ukdadu oJ
S *cdwr
b) punktowi ukdadu a)' - prostej £°° cbrazu alp
(ep jako plaszczyzna styczna do paraboloidy JT
w jej srodku S Mjest plaszczyzng nievascivg
por. ust.3).
Wnika stad* s'°°~
Przyjmijmy,
S - G

Poniewaz* G°°= Fp°°, zatem w szeregach
istnigje para elementdw zamiennych f T'- Gp, £/0- M ).
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Szeregi (g) 1 (ei) twarza wiec inmelueje. Punktami  zjednoczonymi
szeregu 1inwolucyjnego B'Bp...) *a punkty przeciecia pro-
stej z osig akolineagji -/ " -wu'~t/p* Wynika stad harmonioz-
nos¢ czworek*

(AAf, T'U") - BBpTU)= -1 >

eo oznacza, zepunkty A b'.... ukdadu co'i punkty obrazu -
odpowiadajg sobiewprzeksztalceniach przez promienie odwrotne czy
li ierersje [7J*

Wiiurry wiec stwierdzi¢, te inwersja startovi szczegolny  przypadek
plaskiego zwigzku akolineaeji Srodkowo-osiowej /o/*

V  oparciu o rys* 26 przeprowadzi¢ mozna inny jeszcze dowdd po-

wyzszego zwigzku* Rozwazmy ukdadQ' i obraz cjb zkaczone takim zwigz
ki«a akolineaeji Srodkono-osionej JAJ
w ktdérym o$ jest okregiem t' o Srodku
zjednoezonym z Srodkiem akolineaeji W,
Przyjmijmy dowolny punkt A'eo)\. skon-
struu me przyporzadkowany mu punkt

¥ ty® eelu obierzmy prostg a'

przechodzaca przez A' prostopadle  do
W'Ae Punkty<>”, w ktérych a' prze
eina oS akolineagji i’ oraz punkt W'
wyznaczajg okrag dt> przyporzadkowany
w obrazie Cif, prostej a\ Punkt prze-
ciecia prosta W'At okregu ctp (rézny
od Wt) jest szukanym, przyporzadko-
wanym punktowi A’ punkteo A>e
Zauwazy, ze*/N[/X//jako ramiona
kata wspartego na Srednicy okregu .
Wnika stad, ze prosta Apl' i1 analo-
gicznie A/.2' s3 stycznyml do okregu t\
czyli, Zze prosta a' jest blegunqu

punktu// wzgledem okregu t'9 Poniewaz z zakozenia A'ea "punkty A' i

Alt, sg sobie przyporzadkowane w inwersji, eo nalezato udowodnic [8],

4. ZWIAZEK NIKObHENCN SRODKOWEJ W PRZESTRZEHI

Przyjmijmy donolny punkt W i1 nieincydentng z nim, niezdegenero-
wang kwadryke £ «
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Rozwazmy zwiazek zaohodzacy pomiedzy przestrzenigZ i przestrzenig
Zr { w ktorymi

1) Kazdej plaszczyznie «.eZ nieprzechodzacej przez punkt W przy-
porzadkowana jest w przestrzeni EP dokdadnie jedna, ineydentna z
punktem W kwadryka nalezagca do pewnego zbioru (/f) i odwrotnie -
kazdej kwadryceftpeZp zbioru (*) przyporzadkowvana jest dokdadnie
jedna plaszczyzna przestrzeni Z . Kwadryki zbioru ¢&f) moga by¢
znieksztalcone. Kazdej plaszczyznievr przestrzeniZ incydentnej z
punktem W przyporzadkowana jest zjednoczona z nig plaszczyzna x»
przestrzeni ZP ,

2) Ukladowi plaskiemucOeZ o podstawie cc przyporzadkonany — jest
uklad f[;éﬁEp 0 podstawie 1Mr=aP akolineacyjny z nim w zwiazku lAaJrl

3) 2bidr przyporzadkowanych samym sobie punktow wspolnych prze
strzeni Z i1 Z> lezy na kedryce-fol wynika stad, ie przyporzadkona—
ne sobie utwory obydwu przestrzeni np. plaszczyznacceS i kwadryka
COxS,;, przecinajg sie w utworach przynaleznych do kwadryki ™ .

Zwigzek daczacy przestrzen Z z przestrzenig o whasnosciach
1+3 nazwijmy zwigzkiem akolineaeji Srodkonej przestrzeni lub prze-
strzennym zwigzkiem akolineaeji Srodkonej 1 oznaczmy symbolem /A3l

Punkt W zgodnie z dotychczasowa terminologig nazwijmy Srodkiem
zwigzku /A3/, a proste wigzki (V) - promieniami akolineseji, Kwad
rykeJ2 nazwijmy kwad podstanong lub zjednoczong przestrzennego
zwiazku akolineaeji Srodkonej /A3,

Zaweay, ze przekroj przestrzeni Z i Zf, dowolng plaszczyzng LU,

incydentng z Srodkiem W wyznacza ukdad ct =T; Z i1 cdbraz allb =*n-
zbaczone z sobg plaskim zwigzkiem akolineaeji Srodkono-osionej
/IAx h =W zwigzku tym Srodkiem jest punkt W a osig A - stozkowa
przekroju kwadryki podstawowej” plaszczyzngliz , Relacja ta  jest
oczywista, gdyz z whasnosci  1r3 zwigzku j43/ wynikaja dla przekro
Jow plaszczyzng Xi wlasnosci definiujace zwigzek paneli «
Mozna stwierdzi¢ rowniez zaleznos¢ odwrotng. Jezeli przekrdj dwoch
przestrzeni Z i dowolng plaszczyznaz wigzki (M) - wyznacza ta
ki ukdbada)i Z 1 obraz » W Ktorych zachodzi plaski  zwig-
zek akolineaeji Srodkono-osionej Ix li o Srodku™i osi ti, przy
czym wszystkie osie t; zwigzkdw 1Anlc lezg na jednej kwadryceJ2 -
przestrzenie Z 1 Zp sg sobie przyporzadkowane w przestrzennym
zwiazku akolineaeji Srodkonej /A3/ o Srodku W i1 kwadryce podstawo-
wej , Nalezy tylko jeszcze dodatkono zalazyC, ze w przestrzeniach
£ 1Ep jest zachowana relacja przynaleznosci .

Zauwazmy bowiem, ze:
a) \Whasnos¢ 3) zwigzku /A3 jest konsekwencja warunku przynalez
noSci osi i wszystkich zwigzkow IATIL do jednej kwadryki J2 , Po-



niewaz w kazdej pleazczyinla wigzki (iv) zbidr wszystkich punk-
tow zjednoczonych ukdadow akolineaeyjnych A-eZt tworzy stoi
kowg ii - kwadryka S2 jest istotnie miejscem gearetimyczryia  punktow
zjednoczonych przestrzeni™ i ™.

b) Dla okazania whasnosci 1) zwiazku (A3 wystarczy rozwazy¢ do
wolng plaszczyzne cc (J1"rnonea:) 1 przeciecie jej wiazka plaszezyzn
Ri.

Przygmiynyil &, <x=a,, #z ce=ar .

Prostym 0>9 og ,... w zwigzkach Z4/, » IA*Iz » przyporzadkowane
odpowiednie stozkowe alp, aip --- PuN nkty wspdlnej a, o>, a2 aZ> be—
dace elementami osi t, , z zgodnie z zalozeniem lezg na Jednej kwad

ryce, a patero, jako incydentne z plaszczyzng & - na jednej stozko-
wej ta . Zawmazmy, ze stozkowe atp ,0Zb i ta posiadajace z sobg azexd

punktow wspolnych  wyznaczajg dokdadhiie Jedng kwadryke cep .Na kwa-
dryce tej lezg wszystkie stozkowe dip akolineacyjne w zwigzkach/&/=
z prostymi plaszczyzny cc , gdyz kazda z nich przecina sie z stozko
wymi a,P 1 @> (cbrazy prostych 0, ea przecinajaoych sie),przechodzi
przez punkt W 1 przecina sie z osig taw rzeczywistych lub  urojo-
nych dwu punktach. Wynika stad. ze kwadryka ftp jest obrazem plasz-
czyznya , czyli, ze whasnosd 1) zwigzku /A3/ jest spehniona.

e) Whasnos¢ 2) zwigzku /A3 wynika z rozwazan przeprovadzonych
w punktach a) 1 b).

Na podstawie powyzszych uwag wprowadzi¢ mozna nastepujace okresle-
niel

Definicja 7.

Dwie przestrzenie nazywanmy Srodkowo-akolineacyjnyml  w zwigzku
/IA3/ o Srodku W i kwadryce podstawonej J2 , jezeli ich przekroje do
wolng plaszczyzng wiazki Qv) sg zdgczone plaskim zwigzkiem akoli
neacji Srodkowo-osiowej /Axli o srodku W i osi a relacja
przynaleznosci w przyporzadkowanych sobie utworach jest zachowana.

4.1. Elementy okreslajace zwigzek 1A3

D Niech dane beda trzy niewspolplaszczyznonve pary przyporzadko
wanych sobie punkton* AApt BBpt CCp 1 kwadryka podstawowa 12. Wyka-
zemy, ze elementy te okreSlajg jednoznacznie akolineacyjne w zwigz
ku /AV przeksztadcenie przestrzeni w siebie. Wezmy w tym celu pod
wege plaszczyzne a*ABC (rys. 27) 1 przyporzadkowang jej kwadryke
@3> przechodzaca przez stozkowg ta=aQ%incydentng z punktami AP tBp%
Cp1 W- AAp &Bf>.

Rozwazny dowolny punkt Mnoneccprzestrzeni Z
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Aby wyznaczyC przyporzadkowany pmikt Mf. przestrzeni wprowadz
dowolng plasz - (Me/*) 1 skomitruroj rzadk

7 plaszezyzny . (V) BTk Saie ¢ o
nosciml zwigzku /A3f kra-

dnka/i/. przechodzi  przez

stozkowg O-/A punkt W 1

przez stozkowg p e<zp przy-

porzadkowang krawedzi /ca.

Punkt przebicia kwadryki juP

proBieniem WM jest szuka-
nym punktem tatwo stwier
dzi¢, te polozenie punktu/s

nie zalezy od sposobu przy-

Jecia plaszczyzny™ .Zakozmy

bovieat ze w miejsce p-

prayjBuiecsy inng plaszczyz-

nafi, Ineydentng z punkten//.

Kwadryka (ilp konstruowana

analogicznie jak kwad n

przynalezy de stoiskorej tm=

punktuW i stokowej

fop eap przyporzadkowanej kra
wedz? kf-fAfOC.

Zaunagny, te zgodni® z
whasnoscig 1) zwigzku ( 43/
i zawartym w wlasnosci  2)
warunkiem zachowania przyna
lotnhosci, kwadryki fLf> ip tp
przenikajg sie w stozkonej -
Stozkowa ta, (p {w> jest
utworem przyporzadkonanym w
przestrzeni £/>krawedzipPtJeZ» Rozwazany punkt Aplety na I~ ,
gdyz krawedz t zzatozeniaprzechodzi prze* punktA/.  Wnioskujemy
wiec9 te przyporzadkowanie punktu M punktowi M jest niezalezne od
konstrukcji, cssyli, ze przyjete na wstepie dan* okreslaja
istotnie jednoznacznie akolineaoyjne przeksztadcani* przestrzeni w
siebie*
Z dalszych elementow okreslajacych przestrzenny zwigzek akolinea-
cjl srodkonej /A3/ wymieni¢ mozna*

2) Kwadrykepodstanong™/?,  dowolng kwadryke aP e Zp przenikajaca
sie z kwadrykgJ2w stozkonej oraz pare przyporzadkowanych sobie
punktow @eZf> 1 CeS , (plaszczyznaaeS przyporzadkowana kwadryce
<5 jest jednoznacznie okresSlona jako plaszczyzna stozkowej przeni-
kaniaOp&t zgodnie z warunkiemprzynaleznosci We ap, prosta CCP
winna by¢ tak przyjeta, aby przebijada kwadryke a.p w punktach rze-
czywistych)»



K)) Dwie przenikajac* sie w rzeczywistej stozkowej kwadryki Gp
1fi? , przyporzadkowane im plaszczyzny a- 1 /3 _oraz para przyporzad-
kovvanych sobie punktdw Gie”, I CeS z zachowaniem warunkow*

a)lr=a/3 i kp"Kpfip - wspohplaszczyznone, C nonelr, Cp non ekP ,
b) prosta(d posiada z stozkowg kp co najmniej jeden  rzeczywi-
sty punkt wspolny.
Podobnie jak w ustepie 3*1 rozpatrzmy jeszcze elementy okresSlajace
szczegblny przypadek przestrzennego zwigzku akolineagji  Srodkowej
M o!*w ktorym niezdegeneronanym obrazem plaszczyzny jest zawsze
sfera, a nieznieksztakcong stozkowg przestrzeni Zp przyporzadkona
ng prostej - okrag, W przypadku tym omwione wyzej warunki ustala-
Jace zwiagzek /Ag! rownowazne sg przyjeciu*
i) sfery podstawowejJ2 i pary roznych, przyporzadkowanych
sobie punktéw/Zej > ApeSp nielezacych na sferze J? j

l1a) sfezy podstawowej-Q 1 Srodka akolineagji W }

Ib) czterech niewspolplaszczyznowych par  przyporzadkowanych
sobie punktdw AAp, BBp ,COp ,0Dp z wyklluczeniem wspipla
szczyznowosoi czworki AB CO.

Ilia) dwoch przenikajacych sie w rzeczywistym okregu kp  sfer
a>»  przestrzeni » przyporzadkonanych im w przestrze-
ni Z plaszczyzn ¢ , /3 oraz Srodka akolineagji We kp (W o-
kresleniu przyporzaﬁkwama cep I xoraz/2>1 /3 zawarty
Jest warunek wspoiptaszozyznowosoi krawedzi k=a/3  z okre
giem kp = «p /3pJ

I1lb) jednej sferyapeZp i1 przyporzadkonanej jej plaszczyzny
oraz jednej pary przyporzadkowanych sobie punktdw 8 efp
Bp noneefy, BeE , S none«r, z warunkiem istnienia
rzeczywistych punktdw wsp(’)lnych <% -BBp .

4,2, Niezmienniki przestrzennego zwigzku akolineac.1li  Srodkowej
w7

Uwzgledniajac wlasnpsc 2) przestrzennego zwigzku akolineaeji
Srodkowej (por, ust, 4(; oraz definicje 7 stwierdzi¢ mozna,ze nie-
zmiennikami przeksztalcenia utworow plaskich przestrzeni £ w
przyporzadkowane Im w zwigzku /A3 utwory przestrzeni Zp s3 przy-
naleznos¢ 1 rzutowos¢ (por, ust, 2,2 i 3.2;,

Rozpatrzmy cechy niezmienne utwordw trojwymiarowych przynalez-
nych do przestrzeni 2 1 przyporzadkowanych im w zwigzku /* / obra-
zbw w przestrzeni Zp ,



Pekowi plaszczyzn przestrzeni £ *d<xyyAp..) przyporzadkowany  jest

pek powierzchni t> opisanych na stozkonej Op =
Rozpatrzmy peki*
t>(al>fil, 'r-") 4 3r;Yr)

1 przyporzadkonane im cbrazy™
Lp (a*p> fi/=m'e) j Litp (aZp } fep —=)

Poniewaz przekroj tych utwordw dowolng plaszczyzng z? incydentng
z Srodki«a W daje peki,

Lf ((Ojj bf) Cfee N1 £2fo'gj j cz ...)

Hf> (atp>>b)f>, Cipwl vy f Brp> Qp =) p
przy czyn* (ZRYT'@>) (ust. 3.2) - na podstawie perspektywicznosci

o)} (lrp)n (/-rp)
whosiny, ze zachodzi*
(L= A ({*/>)

W analogiczny sposob donodzi sie, ze obrazami wigzek — przestrze-
nz *\P7)u (/]) sa rzutowe wigzki kwadryk 1 stozkowych prze-
strzeni Zf, * (Pff, YF (At)»

Na podstawie powyzszych rozwazan oraz okreslenia zwigzku /IAY
(por. ust. 4) stwierdzi¢ mozna, ze rzutowosC 1 relacja przynalezno
Sci sg niezmiennikami omawianego, akolineacyjnego przeksztakcenia
1A3 przestrzeni 2 w przestrzen

x Z uvzglednieniem marginesowych uwag ze str. 10 1 19.
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*e3® udm . akolinaacji

4.3*1, Wasnosci zwigsku Mol

W «stepi» 4*1 «Mowiono warunki okreslajace aaczegolsjy przypadek
przestrzennego zwigzku akolinese;ji Srodkonej M1/, w ktorya abra-
saad plaszczyzn i prostych prsiyaaiiaA3ycb do przestrzeni2 sa odpo-
wiadad© sfery i1 okregi nalezaca do przestrzeni”, Z uwagi aa moz-
livosC wykorzystania tego zwigzku w niektorych zadaniach konstintk-

oyjiayeh gRereetrii wykreslnaj (peer. ust, 4*3.2} rozpatrzay szczego-
4owo niektére 2ego wlasnosci

1) Punktows =W obrasufbv przyporzadkowana jest w przestrze-
ni Z plaszczyzna 6-* Plaszczyzna ta jest mielcem gessaatryestl
krawedzi przeciecia sie plaszczyzn przestrzeni£ « a ,fi , ,.e

plaszezysnasai etyessynai w prsfejie X do obrazow af /3p eett * \Was-
nos¢ powyzsza wynika stad* ze w kaMy» przekroju przestrzenl JT 1
Ef, plaszczyzng Ineyd»«tRg z psarktee X m weE*jsce szezegolay przy-
padek plaskiego zwigzku akolineaeji Srodkowo-osionej - Mol
(por. ust. 3,3.1)

2) Punktowi 57K/ przestrzeni ~ przyporzadkonana jest w obrazie
Zp plaszczyzna niemkasciwa ep°°e Up .

3) PYaszczyznieceM% e Z przyporzadkowana jest w przestrzeni

zjednoczona z nig plaszczyznach,-clt Poszczegolne punkty plaszczyz-
nyo) sa «6Sn* od ewoieh obrazow x wyjatkiaa tych, ktore led@ na

sferze podstawowej i?, tj. aa stozkonej t » cJS2 .

4) Sfera podstawowa i sfera graniczna sg wspoksrodkone.  Sfera
graniczna V/, zawiera wszystkie te punkty plzestrzenl 2\, ktoi*ym
przyporzadkowane sa punkty niewvlasciwe przestrzeni £ ,  jest wiec
obrazen plaszczyzny niemascinvej V. e £ o

5) Dowolnej sferze freEf. przyporzadkowana jest akolineacyjnie
w zwigzku /AL i

a) plaszczyznay <& jezeli W e yfi

b) kwadryka }> - jezeli X non e fp
Przyporzadkonanie a) jest konsekwencja definicji swvlagku /7// .Przy-
porzadkowanie b) wynika z wlkasnosci plaskiego zwigzku akolineagji
Sredkeno-oslowej / AOf oraz z whasnosci zwigzku akolineaeji Sredko
wo»osiow*j ukdaddéw o réznych podstawach /7 W #,

Saumazay bowie®, ze zgodnie B wlasnoscig 5) zwiazku /N1/ wst,
3.3.Dkazda plaszesysaa przechodzaca przez srodek W przecina u-
twor y pstypearzadkonea™ sferse”™, w stozkowej* Wprowadzajac dmrol-
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ng plaszczyzne g nii-Ecydsitng z punktem W stwierdzamy, ze  prze-
kroj c*gy jest rowniez stozkoag®). Wynika stad, ze kazda plaszczyz
na przecina utwory w stozkorej, czyli utwor ten jest kwadrykg [22.
Hyp kwsdryki V zalezy od potozenia sfary yP wzgledem sfery granicz
nej zwiazku A//, aw szczegdlnosci}

(t) w przypadku przenikania SIQ afery yp z sferg graniczng /> w
rzeczywistym okregu nP - iada niezdegenerowang
stozkowg nla/vlasg?wa n % Jest zatem iperboloids.

/3) w przypadku stycznosci sferyyP z sferg graniczng ty - kwa-
drykay posiada jeden punkt nievasciwy, jest wiec parabo-
loidg#

y) w przypadku braku rzeczywistych punktow wspolnych sferze i

kwadryka y nie posiada zadnego punktu rzeczywistego nie
wlasmwego jest wiec elipsoidy-

6) Dowolnej plaszczyznie przyporzadkowana jest akolineacyj
nie w zwigzku No/x

a) plaszczyznaY*y/* - jezeli W eff.

b) kwadryka y - jezeli /Mon e yja
Przyporzadkowanie a) wnika z wkasnosci 1) zwigzku Mo!s  Przypo-
rzadkonanie b) wyprowadzi¢ mozna z nastepujacego rozumowania.Kazda
plaszczyzna Ztc wiazki ) przecina przestrzenie / i 1% w ukladzie
pkaskim (Di 1 jego obrazie zdgczonych zwigzkiem akolineaeji Srod
kowo-osiowej //>/6-. Prostej c,P nieprzechodzacej przez punkt
IV przyporzadkowana jest zgodnie z wlasnoscig 6) zwiazku /%/ stoz
kowa Ci=3Qy (ust. 3.3.1).

Wprowadzmy dowolng plaszczyzne g nieincydentng z srodkiem W i
przyporzadkonang jej w zwiazku /4// sfere#,. Sfera & przecina sie
z plaszczyzng yP w okregu p-epyp - Okregowi /> przyporzadkonana
Jest krzywa r=<?y . Promienie akolineaeji wigzacej okrag /> z krzy-
wa r tworzg powierzchnie stozkong T , Wynika stad, zer jako prze-
ktorj tej powierzchni plaszczyzng < Jest stozkong.-

Poniewaz zarowno plaszczyzny air jak 1 <i przecinajg utwory w 3toz
kovych wnosiny, ze utwér ten jest kwadrykq.

Y IW dowodzie wystarczy rozwazy¢ kwadryke akolineacyjng z pla-
szczyzng & 1 jej linie przenikania z sferg yP\ =tppfc ¢

Pomiedzy krzywymi ¢ i c* zachodzi zwigzek akolineaeji sSrodkovo-
osionej ukdaddw o réznych podstawach * ktorym» a)-e ,JT™pP.
Poniewaz cP jest okregiem - krzywa ¢ musi byc stozkowg (Jako
przekrdj powierzchni stozkonej, ktorej kierujaca jest okrag Cja).



7) Twierdzenie 6

Istniej® przestrzenny zwigzek akolineaeji Srodkowej Mol prze-
ksztateajaey dowolng kwadryke krzywoliniowg§ w sfere §» .

Dowdd.-

Rozmaimy dowolng kwedryke krzywoliniowg § , opisany na niej sto

zek obrotowy T i1 dowolng, wpisang w stozak I sfere
Wprowadzmy oznaczeniaj

W - wierzcholek stozka T

g - stozkowa stycznosci kwadryki § do stozka J,

Sfi - okrag stycznosci sfery do stoika T .

_Rozpatrzmy przestrzenny zwigzek akolineaeji Srodkonej M 1/, w

a) sSrodkiem W jest wierzchokek stoika T,

b) plaszczyzniey stozkonej g przyporzadkowvana jest incydentna
Z okregiemgp 1 punktemnW sfera ?

C) punkty 8e$ i ~.lezace na dowolnej prostej  przechodzacej
przez srodek W stanowig pare punktow przyporzadkowanych  (z
dw punktow przebicia sfeiy promieniem WB wybieramy jeden
donolnie)*

Zgodnie z uwagami ust, 4.1 zwigzek Mo/ jest pr-ez powyzsze zatoze
nia jednoznacznie okreslony Udowodnimy, z® realizuje on prze-
ksztakcenie kwadryki § w sfere op -

Zaweazmy, ze konsekwencjg zalozen a) Fc) sg relacje*

d) stozkowejgeS przyporzadkowvany jest oaraggeSfi (zgodnie z wa
runkiem zachowania przynaleznosci)?

e5 dowolnej plaszczyznie/3 przechodzacej przez punkt 8 1 do-
wolny punkt Meg przyporzadkowana jest okreslona sfera [lo
przechodzaca przez Srodek tV, punkt Bp i punkt AegP przypo-
rzadkowany punktovi M }
) okregi tg=y y/ i ™M3/. definiuja sfere podstavong <R zwigzku
M l/o
Dowdd przeprowadzimy wykazujac, ze przekroj utworow™ i db  kazdg
plaszczyzng sre wigzki (YY) wyznacza stozkowe C-3;8X Go=x$p akolinea™*
cyjne w plaskim zwiazku /Ao/i , ktdrego Srodkiem jest punkt N ,a o-
sig - okrag tt lezacy na sferze S2 *t,->kort-J2.

Wezmy pod uwage przekro kwadryki / 1 sfery dowolng pla—
szczyzng peku (jVe) - JI7 - Zgodnie z dowodem twierdzenia 1 (por.ust
3.3.1) stozkowe c, -3tfm8 1 c,p=n}p sg sobie przyporzqdko—

wane w pewnym plaskim zvviqzku akolineaeji Srodkono-osiowej Ho/-j ¢



Przyjmijmy, ze punkt W jest Srodkiem tego zwiazku, a punkty 8 iBp
punktami przyporzadkonanymi. Skonstruujmy oS zwigzku - okrag t? e

Zamazmy, ze punkty MD typ, ML T t sg parani_sobie  przypo-
rzadkowane w zwiazku /4,/, . Wnika stad, Zze prostej /przypo-
rzadkowany jest okrgg a prostej - okrag
Punkty (,2~rn,T}p oraz 3,4un%, sg el«centami osit, ¢

Pop przez prostg BM, dowolng plaszczyzne ,a przea
prostg 8M, - dovvolna plaszczyznefl = Stozkone przecuecua sie tych
phaszczyzn z przyporzadkowanymi im sferami i /[APr4> >

lezg zgodnie z relacjg T)jaa sferze podstawonej <8 zwigz
ku Mi/, Poniewaz*(@,Qetbf, (3,H)eht - oS t, zZwigzku  akolineagji

plaskiej /Aoff% lezy nSwmniez na sferze podstawonejSt zwigzku Moie

Dowdd mozna by uwazaC za niezupekny, gdyz dotyczy on tylko pla-
szczyzn peku (1V8), Zauwazmy jednak, ze dysponujac zwiazkami Mo/l
mozemy obra¢ dowolng inmg pare punktow3ef, 3pe ~.przyporzadkowa-
nych sobie w zwigzku M |/ 1 przeprowadzi¢ podobna rozamonaais dla
przekroju kwadryki $ 1 sfery &p dowolng plasseayzng peku (p'S)t 0-
znacza o, ze kazdej plaszczyznie #1 wigzki @) mozna  stwierdzic
zwigzek M di daczacy ¢,=w® | , ktorego Srodkiem Jest Sro-

dek amigzdw, /7, a <»ig - okrag przekrOJu plaszczyzng "~ sfery
podstawonej J2 , oo nalezato udowodni€.

8) Twierdzenie 7 .

Istnieje zwigzek /AL, akolineacyjnie przeksztalcajacy dowolng
kwadryke krzywoliniowa $ w plaszczyzne dp =

Dowdd -

Poniewaz przekroj utworow ® i dp dowolng plaszesyzng i1? przecho-
dzacg przez srodek zwiazku Mo/ winien da¢ akolineacyjne w plas-
kim zZwigzku Mo/i stozkowg c/*x,$ i prostg c/"x.hp, przeto styczne
Si w punkcie IV do kwadryki § (iako styosme do stozkowych <7 ) winny
by¢ romolegle do ptaszczyzny”.

Wynika stad, Zze Srodkiem przestrzennego zwigzku akolineaeji/?
przyporzadkowujacego dowolnej kwadryce krzywolinionej ¢ plaszczyz-
ne d moze by¢ tylko punkt stycznosci do tej kwedryki plaszczyzny
B/ PP -

Ponadto z warunku przynaleznosci do sfery podstawonej S| zbioru
punktow wynika, ze zbidr ten jest okregiem. Warunkiem zatem
przeksztakcenia dowlnej k#adryki ¢ w plaszczyzne ®p  jest  takie

przyjecie plaszczyzny #?, aby rownolegla do niaj plaszczyzna <T by
4a etyczna do powierzchni ® w punkcie

Przyjmumy spelniajace powyzssy warunek* vaadryke ¢ , .plaszczyzne
i plaszczyzne styczng do @ w punkcie /V .
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Rozwazmy zwigzek /;*/ okreslony grodkiem W+ czteroma parami
przyporzadkowvanych sobie punktow* (B,.CD,£)e $ - (BP,CP I BPe $p
(z wykluczeniem wspolplaszczyznonoSci czworki Bcge - por, p. Tb
(ust. 4.1). Plaszczyzny/3-3CO, p-BCE oraz przyporzadkowane im sfe-
ry D> 1 Yp(W:Bh @ £)wyznaczan okregi /3/3"4 ,yvp=tg Uus:A
iajape kwadryke podstawowgJ2 zwuazku Mol*

uvage przekroj kwadryki § i plaszczyzny plaszczyzng

Zgodnie z dowodem twierdzenia 2 stozkowa c, a® 1 prosta c,p=vr: $p
sg_sobie przyporzadkowane w_plaskim_zwigzku akolineaeji  Srodkowo-
osionej /4>/7 . Przyjmijmy, ze Srodkiem tego zwigzku jest punkt W.
Wyznaczmy 0§ zwigzku M0/1 —okrag tr . w tym cellu rozwazmy proste
BD»mt oraz gdzie Z jest punktem przebicia plaszczyzny *7 pro-
stg CE (P=C£//), Prostym tym w okreslonym wyzei zwigzku /A if przy-
pcrzadkonane_sg okregi *mip (Y,Bp, ) 1 mtp(w, Bp, ty ’\Punkty wspolne 1,2=
*mmpi 34=mmp sg elementami osi t, zwigzku /AD/? . Zauwazmy j eohak
bw\T,-BAcp , - Wnika stagi ze punkty/,2lezq na okregu 4 ,

- na okregu tg , li, ze przechodzaca przez nie oS
t/plljelz<yty na sferze podsta/\u/veeg Y j"fCQZ}Z/WiQZku 9/?//. ap

fazepronedamy analogiczne rozumowanie dla plaszczyzny

Stozkowa cr 2@ 1 prosta zp-a2i>sg sobie przyparzau™owane w plas-
kim zwigzku akob.m»acji_srodkorej /AO/z , o srodku i osi © . Pro-
ste i BO=mz , gdzie " jest punktem przebicia plaszczyzny -25
prosta oraz przyporzadkowane im okregi i TAB"ODp)
przecinajg sie w punktach §/6 7&= Tp stanowigcych elementy o-
si t? . Poniewaz zachodzi* BEey ,Baefi - przeto* , tfa) e N
czyli oS (2 lezy na sferze podsta/\u/\EJ J2.
Stwierdzilisny, ze w plaszczyznach W3D i HVBE przekroje kwadryki#
i plaszczyzny ®p s3 zkgczone takimi zwigzkami akolineagji fAOH i
IAOI2 » ktorych Srodkiem jest punkt W , a osie lezg na sferze pod-
stawowej 2 zwigzku //// .

Zauwazmy, ze stozkowe c, 1 <z (przyporzadkowane prostym cp I Czp
was; z punktem C definiujg jednoznacznie kwadryke£ . Przyjmijmy z
kolei dowolng plaszczyzne 53 peku o osi WC%Wpra/vadzmy oznaczenia

~38i >"\3p Qel=My ¥3Iyrt) STj ~ e
Plas nie 1 p%porz adkowana jest w zwigzku /ﬂ*/ zjednoczona
z nig zZV~yzna (-’\ *9 punktom /I'6cyt ~  odpowiadaja
punkty Kpec,p , Lf>€<z/>czyll 7>,

W plaszczyznie ~ zachodzi zwigzek JAO/3 dgczacy stozkowg prze-
kroju kwadryki” —c; z prosta przekroju plaszczyzny ¢p - c3p . Wy-
znaczmy oS N zvvlqzku /N/y zakladajac, ze jego srodkiem jest
punkt £ , W _yn celu rozwazmy proste* m}=CH*m3 =CL 1 przyporzadko-

Punkt fn nacza sie za pomocg promienia WP re. okregu o(IVrQqu)
przypo onvanym prostej p - CE.
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im okregi: Q>*>>m3p  £p’7-p) Worowadzmy  donolng
plaszczyzne a'e/’za\merajaca prosta cn (CAese ) oraz X e Z przechodza-
cg przez prostg CL . Plaszczyznom *? 1/1 przyporzadkovane sg w
2wvigzku /A*/ Scisle okreslone sferyxr i Ap przestrzeni .  przy
czym (IvV, Co . A&/, (W} Cp, Lp)e%p, Zgodnie z podstawong  whasno-
scig zwiazku /4j/ okregi wspolne 4k - 71 Mp 1 "~ lezg na sferze pod
stavonej:  (Ep , ¢/JeS2 . Poniewaz proste m%a3 1 okregi m2p, ">3p
stanowig przekroj plaszczyzng i3 plaszczyzn af , §, oraz przyporzad
kowanych im sfer ac~, /V/> wynika stad, ze punkty przeciecia F3 rjp=
-9 0 1 m3mP~r.f2 spekniaja warunki: 4 Aflfi)etc czyli oS
t3(W 1V) I*zy rowmniez na eferze podstawonej — zwigzku /A$/,
Udowodnilismy w ten spastb, ze przekrdj kwadryki ¢ i plaszczyzny
dp dowolng plaszczyzng ac peku (jVc) wyznacza stozkong a 1 prostg
cp zhgczone takim zwigzkiem plaskiej akolineaeji M>/t"  ktorego
Srodkiem jest punkt W a osig okrag t; przekroju sfery podstanwonej
paszczyzng mt. Zamezny jednak, ze dysponuch zvigzkiem IAOI  w
plaszczyznach peku (3w), mozemy cbraC dowolng inng pare przyporzad-
kowanych sobie punktow w zwigzku /4// mp. C Cp i przeprowadzi¢
analogiczne rozwazanie dla przekroju knedryki. @ i plaszczyzny §c
¢owolng plaszezyzng peku {WC),

W rezultacie anlerdzany ze kazda plaszcz%zna wigzki (w) prze-
cina kwadryke &8 1 plaszczyzne $p w przyporzadkowanych sobie akoli-
neacyjnie utworach, przy czym Srodkiem odnosnego zwigzku iA0/ jest
Srodek zwigzku /A0/, a osig - okrag przekroju sfery podstawonej S?.
Wniosek taki jest jednoznaczny z wykazaniem, ze przestrzenny zwig-
zek akolineaeji sSrodkowej /AL, okreslony srodkiem W i przyporzad-

kowang sobie caworkg par punktow  , C,D,E)eF.% (Bt, ,® ,Dp, B e ffi
%erlglngzrgnaele@%uje kwadryce $ plaszczyzne §i, a tym samym spel-nla

9/ Twierdzenie 8.

Dla darej kwedryki krzywolinionej @ i danej sfely §p  istniejg
co_najwyzej cztery rozne przestrzenne zwigzki akolineaeji  srodko-
wej 'A%f przeksztadcajace wa. Peipi na odwrot.

Dowod.

Wezmy pod uwwage dowolng kwadryke krzywoliniong § 1 sfere ip
(rys. 28). Jezeli istnieje zwigzek akolineagji Srodkonej  przypo-
rzadkowjacy sobie te utwory, to zamezny, ze istnieje woaczas sto
zek T opisany na powierzchni § \ dp - W przypadku tym wazne  jest
twierdzenie Mcngea [9] orzekajace o rozpadzue linii przenikania
sig powierzchni ¢ 1 & na dvie stozkore. Wznaczny te stozkone -
okregi s ,i 1 skonstruujmy ich punkty przeciecia sie -S. 7. Wiado-
mo, ze punkty S 1 T sgq punktami powierzchni T opisanej na kwadryce
§ 1 sferze dp .



Wprowadiwy plaszczyzny 6 1T s-tyczne w punktael 5 1 T do obydwu
przenikajacych sie powiarzohni. Plaszczyzny takio sg jednoczesnie
styczne do powierzchni a zatem sg incydentne z wierzcholkien W
Dochodzimy w ten sposob do wniosku, zs Srodek akolineaeji /4//-YY
Jako wierzcholek powierzchni/ 1 musi lezed na krawedzi A=Gir pla-
szczyzn wspdlnie etycznych do kwadryki § i sfery $/x°".

Warunek przynaleznosci Srodka akolineaeji W do prostej k mozna
rowniez wyprowadziC¢ z nastepujgcego rozumowania. Zawezny, — ze
punkt W jesr biegunem wzgledem kwadryki & 1 dp plaszczyzn stoz-
KO"uych a~fi' i h +j'- odpowiednio a 1/2, cd. - str. 55»
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Rozwal rzekroj kwad ¢ §> \ r dowolng plaez X rze-
chodzatg Brzez kjra/vedzrx*(rys 2P),, Wpra/vadn%"fy arrocyenia: %g
xEl,-c,, xI'=Lm* Jest oczywiste, z* tworzace i 1 m s3 styczne d|
Stozka/vych C 1 ® . Zagadnienie ilosci “tozko 1T opisanych na  po-
wierzchni © 1 Z» sprowadza sie w przekroju plaszczyzng atdo dysku-
sji ilosci takich punktdw £k , z ktdrych aozna poprowadzi¢ pro-
ste L,;,mi wspblnie styczne do stozkovwcn c1” , Z caworoboku zu-
petnego_opisanego na stozkowych ¢ i Qu (por- dondd twierdzenia 3,
wnioskujeny, ze co najwyzej 3 takie punkty leze€ mogg na Jednej
prostej, przy czym prosta taka jest wowczas bokiem caworoboku.

Zawazmy, ze prostaA nis moze by¢ bokiem caworoboku opisanego
ila stozkowych c i e ., f£dyz bydaby ona wonczas tworzacg stozka .
Wnikadby stad warunek zjednoczenia sie plaszczya. & 1t ,00 prze-
czy zatozeniom o istnieniu dwoch réznych punktdw podwdjnych — kwa-—
dryki ® 18 (S 1 N. Pozostaje mozliwosSE przynaleznosci do prostej

A jedynie dwdoh punktow Wi «

Jednak, ze dla tego samego Srodka W otrzymaC mozna  dwa
rézne zwigzki /4// w zaleznosci od doboru psry przyporzadkonanych
sobie punktdw sposrod jaterech punktow przebicia kejaaryk jednym pro-
mieniem akolineaeji
Wnika stad, ze |Jlosc przestrzennych zwiazkdw akolineagji  Srodko-
wej przeksztadcajacych dang kwadryke krzywoliniowg# w dang sfere

wynosii n® 4.

10) Twierdzenie 9.

Dla danej kwadryki krzywoliniorej @ i _darej plaszczyzny $p ist
niejg co najwyzej dwa zwigzki akolineaeji Srodkono-osionej /A*|
przeksztadcajace h eE na na odmot.

Dowodt.

Najkrétszy wydaje sie dowdd nie wprost w oparciu o twierdzenie
(ust. 3.3.1). Przyjmijmy bowiem np., ze istnieje n>2 zwiazkdw
|A%I realizujacych przeksztakcenie krzw\ollnla/vej knwadryki o e X,

w plaszczyzrne Dokonajmy przekr jju utworow § i dp plaszczyz
na ct przechodzacg przez trzy dowolne sposrdd n Srodki  akolineagji
W3.

Jezeli istnieje inny punkt We/\ bedacy wierzcholkiem stozka T,
opisaaego na kwadrykach @ i1 dP, wonczas stozkone stycznosci
tych kwadryk: a,= ®L| , b,=8PL| przecinaja sie rowniez w punktach
S 1T, apunkt iyt musi by¢ biegunem plaszczymn: cc, (a, €x,),
/3,(6fe/3,) z uwagi na kwadryki § 18p . Oznacza to, ze prosta WWi
winna by¢ prostg sprzezong z prosta JT wzgledem kwadryk & i di>~
Warunki te spelnia wlasnie prosta k-JT, gdyz na niej leza bie-
guny wszystkich stozkowych u,edp 1 lein przechodzacych orzez punk

tySi17-e-



Zgodnie z wlasnoscig zwigzku /A*/ powinnisny otrzyma¢ trzy plaskie
zwigzki akolineaeji Srodkowo-osiowej /"o] przeksztakcajace stozko-
wa c=cr.§ w progtq a=a<pp , CO przeczy twierdzeniii 4, czyli wyklucza
za>ozenie r>

11) Twierdzenie 10.

Iitworem przyporzadkonanym s zwigzlim /277" dowolnvj  tez/woliaio-
wej kwadryce #eZ'moze byC plaszczyzna, sfera lub powierzchnia rze-
du czwartegoj §p e £p .

Dowdd.

Rozpatrzy przekroj utworu §f eZp dowolng plaszczyzng ¢ 2%
Z dowodu twierdzenia 7 wnika, ze w zwigzku /47 plaszczyznie fP
przyporzadkowana jest okreslona kwadryka krzywoliniona y  (incy-
denfora z Srodkien W zwiagzku /A%/). Kwadryka przenika sie z kwa—
dryka $ w krzywej rzedu czwartego ¢ . Utworem przyporzadkonarym
krzywej ¢ jest krzywa cp bedaca rzutem Srocdkoseni z punktu W krzy-
wej ¢ na plaszczyzn#. * Jest nig w ogolnym przypadku romiez krzy
wa rzedu czwartego. Wynika stad, U dowolna pitassezyzma P prze-
cina utwor przyporzadkowany kwadiyce $ <krzywej rzedu cawartego,
czyli, ze utworem”™, jest powierzchnia rzedu
Mozl iwosE akollneaeyjnego \t zZwigzku 747/, przeksztaloenla kwadry
ki $ w afere badZz plaszczyzne, czyli zdtgenera/vanle utworu do
sfer;" lub plaszczyzny rozstrzygaja twierdzenia 6 1 7.

4.3.2, Zastosowanie zwigzku IAo!

Podobnie w ustepie 3.3.2 wskaza¢ mozna mozliwosC wykorzysta
nia przestrzennego zwigzku akolineaeji Srodkonej /A%/ do rozwigza»
nin niektorych aadan dotyczacych powierzchni stopnia drugiego*

Przyk¥ady=

Zadanie 6. SkonstruowaC przekroj dowolng plaszczyzng @ dwupo-
wickonej hiperbcSoidy eliptyczrej.

Rozwigzanie twJs 29).

Wyznaczmy ustawienie p¥sacr.yzn przecinajacych hiperboloide
i w okregu» Rozwazmy plaszczyzny & peku (~7) styczng do  hiperbo-
loidy &, a punkt s ;yeznosci W notraktujicy jako Srodek akolineaeji
IAOI . Przyjmijmy dowolng plaszczyzne peku (Am) rézng od B' za
obraz hipertoloi.dy § . Wznaczmy sfere podstawowg zwigzku /A3/-JZ.
W iym celu wprowadzmy plaszczyzne cT styczng do hiperboloidy w pimk
cii D (dla uproszczenia - na rys» 29 plaszczyzne wybrano rowmniez
z peku (£9)), znajdzmy akolineacyjnie przyporzadkowany punktDo e$P,
skonstruujmy sfere § incydentng z punktem hV i styczng do  plasz-
ezyzny  w punkcie @ . Okragcd przekroju sfery 6P  plaszczyz-
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ng S jest okregiem przynaleznym do sfery podstawonej = Poniewaz
znany jest i drugi okrag lezacy na2 (N« $%$p ) - sfera J2  jest
13 dxoga jednoznacznie okresSlona.

Dysponujac sferg podstawowg zwiazku /[p/ wyzncfflay z kolei  n?2£*
reqp akolineacyjnie przyporzadkowang Zide tagcej 9 = gAS
Drzekroju o sferg % plaszczyzny $p jest akolineacyjny wzgledem
krzywej przekroju c biperboloidy § plaszczyzng a>_Rozwigzanie przed
stawia wiec rzut Srodkowy okregu @ z punktu W na plaszczyzne 972.

Zadanie 7.Dana jest dowolna elipsoida trojosiena $ 1 zewne-
trzna wzgledem niej prostam, Kalezy wyznaczy& plaszozysny stycz-
ne do elipsoidy -fi 1V przechodzace przez prosta m ,

Rozwigzani™ (rys. 30).

Wznaczaj ustawienie k plaszczyzn przecingjgcych elipsoide w
okregu* Rozwazaj punkt stycznosci W elipsoidy$ do jednej s pla-
szczyzn peku (E9* Traktujac punkt W za Srodek, przekssttoémy ako-
lineacyjnie elipsoide $ w dowolng plaszczyzne §P peku (A*)» Za po-
Srednictwem pomocniczej plaszczyzny S € (k*°) stycznej do elipsoidy w
punkcie D i1 odpowiadajacej jej sfery Sp stycznej do §P w punkcie
Dp wyznaczmy okrag (@ =56pt ktdry wraz z okregiemty - pdpP okresla
zjednoczong sfere-O zwigzku 1A%« Dysponujac nig przeksztakémy ako
lineacyjnie prostgm na okrag mP (incydentny z punktami  przebicia
sferySI prostam i punktem W »» Zadanie sprowadza sie do wyznacze-
nia sfer [1p 1 yp incydentnych z okregiem mp i stycznych do plasz-
czyzny”, . Konstrukcje te realizuje sig w oparciu o sposob  wyzna-
czania okregow przechodzacych przez dane dwa punkty stycznie do
nlemzd2|elajqcej ich prostej (per* zad. 3). Wystarczy w tym celu
rozwazy¢ przekroj okregu mp i plaszczyzny dP plaszczysang y = pro-
stopadlg do krawedzi i przechodzacg przez Srodek okregu mp

mP e <p

ezel |”‘y>)§D %V np =IfN nalezy wyznaczyC okregi am i &n zawiera®
Jace punktyM i N o¥az styczne dop = Okregi ich waz z okre-
giemmp ustalajg odpowiednio sferyfip 1\p . Sfery te s duwasgjai
szukanych plaszczyznp. 1 V.

4,3.3. Jwers.law przestrzeni lako, sgozegolaF przypadek “Wljaz-
ku 1Aol

Roaezany taki szczegllny przypadek przestrzennego zwigzku ako-
lineacji Srodkowej /4//, w ktdrym Srodek akolineaeji W jest Srod-
kiem sfery podstawowej*&. Dokonujac przekroju perzestrzaai £ 1 s-P
przyporzadkowanych sobie w zwigzku /AL, domolng plaszczyzng ffti
przechodzacg prsez Srodek W otrzymujemy ukdad <O 1 obraa v){p zda-
czone plaskim zwigzkiem akolineaeji Srodkono-osiowej /AQi» Ponie-
waz Srodkiem takiego zwigzku jest punkt W, a jego osig U =rvLS2 -
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okrag o srodku W wnosimy, ze o)i i <¥s3 z sobg w |mverSJ (por»
ust. 3.3.3). Z znanych wlasnosci invwersji zachodzacej kazdym
przekroju przestrzeni Z 1 Ep plaszczyzng wiazki (W) wynlka ze roz-
patrywany, szczegolny przypadek zwigzku //2// dodatkono  charakte-
ryzujg*

1) przyporzadkowanie kazdej sferze § none W sfery 4P,

2) przeksztakcenie sfery © ortogonalnej wzgledem sfery podsta-

wowej J2 w sferedp z nig zjednoczona,

3) zachowanie rownosci katow pomiedzy dowolnymi  plaszczyzna-

icc ifi oraz przyporzadkowanymi Im w zwiazku /A"l  sferami
trP 7flp '

Cechy powyzsze wraz z zaleznosciami wynikajacymi z wlasnosci o-
golnych zwigzku /A » oraz wlasnosci przeksztalcen inwersyjnych za-
chodzacych w kazdej plaszczyznie wigzki (W) pozwalajg traktonaé
przestrzenny zwigzek akolineaeji Srodkowej /70/, w ktoérym  Srodek

akolineaeji W_jest srodkiem sfery podstawowej, jako identyczny =z
przeksztadcenion przez promienie odwrotne (Irmersje) w prze-

strzeni.
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Ob QOHOA LIEHTPATBHON "AKOIVIVHEALY!

B pa6oTe pacCMOTPEHO HEKOTOpOe, HEeKONMMHeapHoe COOTBETCTBME MeXAay:
a) NNOCKMM MOMEM U MOBEPXHOCTLIO BTOPOTO MOPSAKA,

6) ABYMS COBMELLEHHbIMW B OfHOI MJIOCKOCTU MONAMM,

B) [BYMSl COBMELLUEHHbIMU NPOCTPaHCTBAMMU.

B 3TOM COOTBETCTBUM, MOAOGHOM FOMONOIMM HO HECOXPAHSIHOLLMM KONNMHEAPHOCTK
Touek (OTclofa HasBa "LeHTpanbHas akonAMHeauus™) COOTBETCTBYHT: TOUKaM, NPAMbIM
M NAOCKOCTAM OAHOr0 MPOCTPAHCTBA - TOYKWU, KPMBble W MOBEPXHOCTM BTOPOro Mopsif-
Ka B APYrom mpocTpaHcTBe. B HeKOoTOpoMm ciyvae, OCOGEHHO MOAYEpPKHYTOM B paGoTe,
YNOMSIHYTbIMA KPUBLIMU U MOBEPXHOCTAMM SBAAIOTCA BCErfa OKYXXHOCTU W MOBEPXHOCTU
Lwapa.

CBoIiCTBA LIEHTPaNbHOM aKoNAMHeaLUun BbICKA3aHbl B AeCATWM Teopemax, W3  KOTOpbIX
caMble FM1aBHble YTBEPXK/AeT BO3MOXHOCTb Npeo6pasoBaHuMs MPOW3BO/LHON KPUBOA BTOPO
ro nopsgka B MpsAMYl0, a HenWHeR4YaToil MOBEPXHOCTM BTOPOro Mopsaka - B MNOCKOCTb.
Mpeo6pa3oBaHns KPUBLIX B MpsMble, a NOBEPXHOCTeN 2-ro mopsaka B MAOCKOCTU MOXeET
ObITb MCMOMb30BAHO /18 PELUEHUs HEKOTOPbIX 3afay Mo HauepTaTenbHOl reomMeTpum.
B pa6oTe Noka3aHO MPUMEHEHMe LEeHTPaNbHOW akKoNMMHeaUunu B KOHCTPYKLMM Touek ne-
peceyeHUs KPUBbIX BTOPOTO mopsaka MpsMbIMA 1 KPUBLIMWA BTOPOrO NOpPsAKa, a Takxe B
KOHCTPYKLUMWU NIMHAKM NepeceyeHns moBepxHOCTel BTOPOro nopsaka MAockKocTsMM U Mo-
BEPXHOCTAMM. [0Ka3aHO, YTO paccMaTpUBaeMoe COOTBETCTBME ABNAETCH  0606LiEHUEM
WHBEPCMOHHOIO COOTBETCTBUS B MMOCKOCTW WM B NPOCTpaHCTBe.
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PERSUSKTIYE AKOLLINEATION

Man hat eine nlchtlineare, geometrische Abhangigkeit bespréchen
die zwischent

a) eilnem ebenen System und einer Flache 2. Ordnung,

b) zweier auf einer, gemeinsamen Ebeie liegenden Systeme,

C) zveil Ranmen

In dieser Abhangigkeit, die einer perspektiven Kollineation
ahnlich ist, die aber Inzidenz von Punkten zu einer Geraden nicht
bewahrt (daher die Benennung '‘Akollineation’) - den Punkten, Gera-
den und Ebenen eines Raumes - die Punkte, Kunren 2. Ordmmg und
Flachen 2. Ordung des anderen Raumes errtsprechen
In einem speziellen Palle, der in der Arbeit bezeichnet ist. sind
die erwahnten Kuryan und Pl&chen 2. Ordnung Immer Kreise und Ku-

geln.

Die Eigenschaften der perspektiven Akollineation sind in 10

Satze beschrieben, aus denen die wichtigsten die Moglichkeit der
Umbildung von Kurren und Plachen 2. Ordnung auf Geraden und Ebenen
feststellen. Kunren- und Plachenumbildungen konnen zu vielen Kon-
struktionen der darstel13nden Geometrie angewandt werden.
Man hat die Arwendung der perspektiven Akollineation in den Kcn-
struktionen von Durchsehnittspunkten der Kurven 2. Ordnung (mit
Geraden und Kurven 2 .orddaug), der Durchschnittslinien und Durch-
dringungslinien der flachen 2. Ordnung bewiesen.

Man hat bewiesen, dass die betrachtete Abhangigkert eine Verall
gemeinerung der ebenen und raumlichen Intrersion bildet.



ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIE]
ukazujg sie w nastepujacych seriach:

A. AUTOMATYKA
B. BUDOWNICTWO

Ch. CHEMIA

E. ELEKTRYKA

En. ENERGETYKA

G. GORNICTWO

IS. INZYNIERIA SANITARNA
ME. MATEMATYKA-FIZYKA
M. MECHANIKA

NS. NAUKI SPOLECZNE

Dotychczas ukazaty sie nastepujgce zeszyty serii MF.:

Matematyka-Fizyka z. 1, 1961 r., s. 48, zt 3—
Matematyka-Fizyka z. 2, 1963 r., s. 91, zt 5,65
Matematyka-Fizyka z. 3 1963 r., s. 56, zt 3,—
Matematyka-Fizyka z. 4, 1964 r., s. 96, zt 515
Matematyka-Fizyka z. 5 1964 r., s. 79, zt 4,90
Matematyka-Fizyka z. 6, 1965 r,, s 143, zt 6,—






