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1. Ш М Е  WSSfPSE

Praca powstała w wyniku rozważali autora nad pewnym odwzorowa­
nia przestrzeni na płaszczyźnie za pośrednictwem paraboloidy obro 
towej £l]«
V odwzorowaniu tyra przyjmuje się dowolną paraboloidę obrotową U 
(rys* 1) i styczną do niej w wierzchołku W rzutnię 3C • Każdemu 
punktowi przestrzeni A przyporządkowuje się dwa rzutys rzut norraal

ay na я - А \  tzw, rzut "p”- 
A‘p , będący prostokątnym rzu­
tem nasr różnego od W (lub 
zjedaecsenegc a nim) punktu 
przebicia paraboloidy pro- 
mieni es tYA»

Ponieważ prostokątnym rzu 
tern na ЗГ każdej elipsy przy­
należnej do powierzchni pa­
raboloidy jest okrąg [2], 
a każdej paraboli - prosta, 
wynika stąd, że rzutami do­
wolnej prrc-ataj w omawianym 
odwzorowaniu sąs prosta lub 
punkt jako rzut normalny i 
okrąg lub prosta przechodzą­
ca przes punkt W , a w azoze 
gólnym przypadku para punk­
tów - jako rzut "p",

Wsźsąy pod uwagę dowolną płaszczyznę có przechodzącą p rzez  t r z y  
niewspółlizdowe punkty A , S , С . Przyjmijmy, że rzuty A ' , Br, C' i 
Ant Bp , Cp aą dane, czyli t e  położenie płaszczyzny o) jest jedno­
znacznie określone*
Rozważaj dowolną figurę f e s rs którą uważajmy za rzut normalny fi­
gury Feci), Ponieważ położenie płaszczyzny «*> jsat ustalone, rzut i'' 
determinuje jednoznaszssie oryginał T  , o.̂  jednoeseśnis i rzut ярп 
Гр » ¥ oparciu o dane trzy pary punktów А'А'р , B'B'P , C'C'P ,można więc 
skonstruować rzut ”p" dowolnej figuryГео), zadanej rzutem noraal 
nyra Г ' t
Pomiędzy rautami Г  i Гр zachodzi pewien związek określony położe­
niem płaszczyzny o) . Związek ten 1 jego uogólnienia są przedmiotem 
niniejszej pracy*

Rys, \
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Celowość roapatrywaaia związku ią«aąe©go obydwa rzuty ukłMu 
płaskiego uzasadniona była jego zastosowanie® w odifserowaniu [1] 
oraz w perspektywie środkowejf w której tłem jest powierzchnia pa- 
raboloidy obrotowej, a środkiem - dowolny punkt tej powierzchni. 
Dsdęki uogólnieniu rozważać sfera zastosowań rozpatrywanego związ­
ku uległa pewnem rozszerzeniu i uzasadnienie podjęcia niniejsza» 
go tematu hożo być nieco uzupełnione. Bo uzupełnień tych w szcze­
gólności należąt konstrukcje w zakresie stożkowych i kwadryk reali 
sowarn przez przekształcenie krzywych stopnia drugiego w pr«*ste, 
a powierzchni stopnia drugiego w płaszoagrzsy, oćaieime interpre­
tacja przekroju i przenikania powierzchni oraz uogólnienie prze­
kształcenia przez promieni® odwrotne (inwersji) na płaszczyźnie 
i w przestrzeni*

Tematyka pracy nie posiada eaówienia w literattsrze krajowej.Ki® 
jest ona również rozwai&na w znanych, dostępnych pozycjach задок» 
aicznych* Jako pracę tematycznie zbliżoną do zagadnień składają­
cych się na genezę niniejszej rozprawy wysaienić nalepy publikację 
Z.JU Skopecfe pt. "Rsut stereograficzny i izotropowy paraboloidy 
na płaszczyznę styczną do paraboloidy w jej wierzchołku* [3].

2. ZWIĄZEK MOLISBJGJI ŚKGDK0W0-OSXOVE*f V ШП UKŁADACH
0 RÓŹEYCE PCDS?£!ffJEH

Weźmy pod uwagę dowolną powierzchnię stopnia drugiego I I  
(rys. 2) i dowolny układ płaski cd (A, B,C...a,b,c). Rozważmy rzut
układu 6) na powierzchnię JT z dowolnego, nieosobliwego punktu W
spełniającego warunki * WeJT, W no neu).

Wprowadźay przy tym defi­
nicję 1 *

Rzutem dowolnego punktu A 
na powierzchnię Л  z punk­
tu WeJI jest różny od W punkt 
przebicia powierzchni JT pro­
stą Ж4 . W przypadku stycz­
ności prostej IYA do po­
wierzchni# rzut он punktu A 
jest sm  punkt W. w przypad­
ku przynależności! WAe Л  
rzut punktu A jest rozciąg­
ły [4]; rzutem tym jest oała 
prosta WA.Rys. 2
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W wyniku rzutowania elementów układu płaskiego cJ -  na po­
wierzchni JT otrzymujemy: zbiór puaktów Ap , Bp ,*«* i zbiór incydent 
nych z punktem W stożkowych ap , bp , ,**

Zauważmy, że w zbiorze tym punkt W reprezentuje rzut nieskoń­
czenie wielu punktów układu co • Weźray bowiem pod uwagę płaszczyznę 
<y etyczną do powierzchni Л w punkcie W, Płaszĉ rzna (f przecina 
powierzchnię Л  v parze tworzących u, , иг (rzeczywistych lub uro­
jonych) [5]. a płaszczyznę o) w prostej s . Para tworzących u, , иг 
stanowi rzut sP prostej s na powierzchnię Л » Rzuty punktów Ur = u,s 
i Uz = Uzs są rozciągłe (przedstawiają je tworzące u, i ei2 ), nato­
miast rzuty wszystkich innych punktów prostej s jednoczą się z 
środkiem W,

Zbiór wszystkich punktów powierachni stopnia drugiego JT i wszyst 
kich stożkowych leżących na tej powierzchni, incydentnych z jed­
nym punktem W nazywamy układm o podstawie TI lub krótko układem* 
Punkt W nazywamy środkiem tego układu*

Rozważmy związek łączący układ płaski a,b..J z układem
a)p(Ap ,Bp ...  Opybp.], Stwierdzamy, żet

1. Każdemu punktowi A non e S układu płaskiego a> przyporządkować
ny jest w układzie tOp dokładnie jeden punkt Ap • Punktom u- 
kładu płaskiego g? leżącym na prostej s  * о) СГ przypórządkowa 
ny jest sam punkt W bądź też jedna z tworzących styczności 
w tym punkcie do powierzchni JT ~ , a2 , Odwrotnie - każ­
demu punktowi Mp układu a)p różnemu od środka W przypo­
rządkowany jest dokładnie jeden punkt M układu płaskiego có . 
Punktowi Sp m W układu cdp - w układzie płaskim przyporząd­
kowana jest prosta <s m cdff.

2. Każdej prostej a układu płaskiego o) przyporządkowana jest 
dokładnie jedna stożkowa ap układu ccp (zgodnie z definicją 
incydentna z środkiem W ) i na odwrót - każdej stożkowej mP 
układu cOp przechodzącej przez punkt W przyporządkowana jest 
w układzie płaskim cd dokładnie jedna prosta m * Stożkowa aP 
układu ećp odpowiadająca prostej я układu płaskiego <*> może 
byó zdegenerowanaf prostej s układu płaskiego odpowiada w 
układzie cdp stożkowa sp zdegenerowana do pary tworzących 
styczności ur , uz *

3. Element c® A ec przynależnym do siebie w układzie płaskim 
przyporządkowane są elementy Ap e cp przynależne do siebie 
w układzie cSp i na odwrót*',
sformułowaniu powyższym nie uwzględnia się elementów o rzu­

tach rozciągłych.
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4» Każdy punkt A układu płaskiego cO i przyporządkowany mu w u- 
kładzie cOp punkt Ap leżą na prostej przechodzącej przez sta­
ły punkt W.

5. Krawędź przecięcia się podstaw układów a) i &)p , czyli linia 
przekroju powierzchni U  płaszczyzną u) - stożkowa t stanowi 
zb iór wszystkich punktów zjednoczonych obydwu układów. Każdy 
punkt T e t należy jednocześnie do układu płaskiego o) i do 
układu a)p,

6. Każda prosta a e o.5 i przyporządkowana jej stożkowa ap € cdp le­
żąc w jednej płaszczyźnie rzucającej cc. m Wa posiadają z sobą 
dwa punkty wspólne (rzeczywiste lub urojone), Punkty te jako 
elementy zjednoczone układów a) i cOp muszą leżeć na stożko­
wej t .

Zauważmy, że powyższe własności związku łączącego układy co i 
tip są podobne, z pominięciem warunku współliniowości, do tych, ja­
kie charakteryzują związek kolineacji środkowo-osiowej dwu ukła­
dów płaskich o różnych podstawach [5]. Dla podkreślenia tej ana­
logii z jednoczesnym zaakcentowaniem zasadniczej różnicy polegają­
cej na naruszeniu współliniowości punktów, związek łączący układy 
i a)p nazwiemy związkiem akolineacji środkowo-osiowej układów o 

różnych podstawach.
Definicja 3
Układ ojp € Л  (w sensie definicji 2) nazywany środkowo-osiowo ako 

lineacyjnym z układem płaskim й) i na odwrót, jeżeli układy te są 
środkowo perspektywiczne, przy czym środek perspektywiczności W i 
leży na powierzchni JT , nie jest jej punktem osobliwym i nie przy­
należy do podstawy układu płaskiego, a powierzchnia TT jest nieoso- 
bliwą powierzchnią stopnia drugiego.

Związek akolineacji środ 
kowo-osiowej łączący układ 
płaski z układem cAp o 
podstawie J I opisywać będzie 
my symbolem /Аытг/• Środek 
układu cJp - punkt W nr rwie­
my środkiem akolineacji, 
stożkową t przekroju po­
wierzchni //podstawą układu 
płaskiego o) - osią akoli­
neacji, a proste wiązki (W) 
łączące pary przyporządko­
wanych sobie punktów - pro­
mieniami akolineacji. 
Rozważny jeszcze stożkową 
Пp przyporządkowaną w ukła­
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dzie ct)P prostej niewłaściwej л00 układu płaskiego (tf. Stożkową tę 
nazwieщу graniczną* Zauważmy, że w wyniku równoległości płaszczyz­
ny stożkowej np do podstawy układu płaskiego o) (rys. 3) - oś ako­
lineacji i stożkowa graniczna są podobne, jeżeli żadna z nich nie 
jest stożkową zdegenerowaną [6].

2*1* Elementy określające związek akolineacji środkowoosiowej 
dwóch ukłaidw o różnych postawach

Rozważny zagadnienie jednoznacznego określenia związku akolinea 
cji środkowoosiowej /Асдтг/ w przypadkachs

1 ) gdy dane są podstawy obydwu układów - od i U %
2) gdy dana jest tylko podstawa układu u)P - powierzchnia U,
3) gdy dana jest tylko podstawa układu płaskiego - a) .

M  1)
Oś związku lAtfji! jest stożkową przekroju powierzchni Л  pła­

szczyzną podstawy układu płaskiego. W celu wyznaczenia środka ako­
lineacji wystarczy przyporządkować sobie dowolnie parę punktów» 
A eti) i Ap e (0P wykluczając przypadek ААр еЛ% Prosta AAP przebija po­
wierzchnię 1T w jednym, różnym od Ap (bądź zjednoczonym z nim) punk 
cie W , który jest środkiem związku /А и л /,

Ad 2)
Dla danej powierzchni Л - podstawę układu płaskiego u) i związek 

lAuJrl określają alternatywnie:
a) trzy pary przyporządkowanych3̂  sobie punktów ( A> В , C) £ cJ 

i ( A fi , BP , CP) c  oJp, przy założeniu niewspółliniowości tró­
jek A , 8 , С i Ap , 3p , Cp .

b) jadna para przyporządkowanych sobie punktów ApCcćp i A e u )o -  
raz dowolna stożkowa cP układu oJp przecinająca się z prostą

ГТ*--”“ ”
' W określeniu "pary przyporządkowanych sobie punktów A,AP ,  B,BP 

C,CP ", należy rozumieć, że proste AAp, BBP, ̂ przecinają się 
z sobą w jednym punkcie W c  J I .
Podobnie w sformułowaniu» "stożkowa aP przyporządkowana prostej 
G" należy rozumieć warunek incydencji stożkowej ap z środkiem 
akolineacji W i przynależności prostej a do płaszczyzny stożko­
wej Qp .
Warunki powyższe zawarte zgodnie z niniejszą umową w określeniu 
"przyporządkowania" nie będą w dalszych rozważaniach wymienia­
ne osobno.
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AAp w jednym punkcie W i przyporządkowana Jej prosta с e cO 
(4 no nec),

c) wierzchołek W i oś t akolineacji3 fAajr l  •
W alternatywach a) i b) założenia ustalają położenie płaszczyzny &) 
i sprowadzają zagadnienie do przypadku 1
W alternatywie с; podstawa układu płaskiego có jest ustalona jedno­
znacznie przez stożkową t .

M  3)
Jeżeli dana jest podstawa układu płaskiego o) - podstawę ukła­

du cóp - powierzchnię JI oraz związek lA ^n! określają*
a) oś akolineacji f  oraz trzy pary przyporządkowanych sobie 

punktów (A , 3 ,  CJecdf ( Ap , 8P ,CP) e  cóp przy założeniu*
ot) żaden z punktów А, В ,С  nie leży na osi t
fi) trójka punktów A , 3 ,  С nie jest współliniowa.

b) dwie stożkowe ap i bP przecinające się w dwu rzeczywistych 
punktach, przyporządkowane dwu prostym a , b oraz jedna para 
przyporządkowanych sobie punktów Ce ей i Ср есйр{Спкте a ,  d ; Cp 
none(2p f Ąo)® Z warunku przyporządkowania wynika* prsypo— 
rządkowane sobie punkty С i CP muszą leżeć na prostej prze­
chodzącej przez jeden z punktów wspólnych stożkowych ap ± 6p.

V  akolineacji i , jedna stożkowa aP przecinająca się w dwu 
punktach z osią t i przyporządkowana jej prosta a oraz jedna 
para przyporządkowanych sobie punktów С i Cp .
Zauważmy, że alternatywa b̂  } jest szczególnym przypadkiem al 
tematywy b). Z warunku przypadku b) wynika więc, że prosta 
o. przecinać się winna z stożkową ap w punktach leżących na 
osi t e

c) stożkowa ар €(йр przyporządkowana prostej QecJ oraz cztery pary 
przyporządkowanych sobie punktów A , В , С ,Десй} (Ap, BP ,C P> 
Op)eo)p przy założeniu ( A , B % С ,D) n o n e ^ A *  Bp, Cp , DP - 
niewspółpłaszczyznowe i nieprzynależne do aP .

d) osiem par przyporządkowanych sobie punktów ( A ...... Н)бСй i
i ( HpJeOp w ogólnym położeniu.

Podane w alternatywach a) -r d) warunki są równoważne przyjęciu 
dziewięciu punktów określających jednoznacznie powierzchnię stop­
nia drugiego JT* Oś związku /A^jf/ zdefiniowana jest każdorazowo jed 
noznacznie jako stożkowa przekroju powierzchni JT daną płaszczyzną 
ей, położenie środka akolineacji W wynika z założeń przyporządko­
wania sobie punktów obydwu układów bądź stożkowej układu cOp danej 
prostej układu płaskiego ей.
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2*2» Niezmienniki akolineac.li środkowo-osiowej układów o róż­
nych podstawach

Rozważmy dwie dowolne proste a l b  układu cO będące podstawami 
dwu szeregów rzut owych j

,
а (А , В, С. . . )  A b ( M ,  N, P . . . )

Przyjmijmy, że prostym a l b  przyporządkowane są w układzie cO'p 
niezdegenerowane stożkowe aP i bP przechodzące przez środek W  . 
Szeregom rzędu pierwszego (tf) i (b) odpowiadają perspektywiczne z 
nimi szeregi rzędu drugiego w układzie «#>»

Op f4p, Bp Cp ■..) A (o) j  bp (Mp, Np, Pp .. , J  Я  ( b )

Ponieważ środek perspektywiczności W jest punkiem leżącym na stoż­
kowych ap 1 bp z powyższego wynika bezpośredniej

( а , )  X ( b f ) x ) (1)

Weźmy pod uwagę dwa rzutowe pęki prostych w układzie płaskimi

A (a, b, с . . . )  л  B ( m , n , p . . . )

W układzie o)p - prostym pęk» (A) przyporządkowane są stożkowe aP , 
bP ... przynależne do punktów Ap 1 W t a prostym pęku (£) - stoż­
kowe ГПр , nP ... przynależne do punktów Bp I W ,

Wprowadźmy definicje 4
Zbiór stożkowych układu cup o podstawie JT incydentnych z środ­

kiem ukłaiu W i jeszcze jednym różnym od W punktem Ap nazywamy pę­
kiem {Ap) stożkowych tego układu.
Zauważmy, że stożkowe pęków {Ap) i {Bp) leżą w płaszczyznach zawie 
rających przyporządkowane im proste w pękach {A) i (■#).

\ --------
W przypadku przyporządkowania prostym a l b  stożkowych Qp i bp 
zdegenerowanych do par prostych (różnych od. tworzących stycz­
ności do powierzchni JT w punkcie W ) - szeregi rzutowe w  . 

(bp) są szeregami rzędu pierwszego.
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Przyjmijmy dowolną prostą l w układzie płaskim nieprzynależną do 
pęków (A) i (5). z przecięcia prostą L elementów pęków (A) i (8 ) 
otrzymujemy dwa złączone na wspólnej podstawie szeregi rzutowe:

(A 1} , C] )  A l2 ( Mg у Л̂ > ,  2̂ )

Stożkowa ip przyporządkowana w układzie cóP prostej i przecina 
stożkowe pęków {Ap) i (Bp) w złączonych na wspólnej podstawie dwu 
szeregach rzędu drugiego:

:> Cip ■. .J  j  (МгР ,  " г р , Рг р - . . )

Ponieważ j
w w

(L ip ) A ( S f )  } ( i t p )  A ( l z )

zachodzi:

( l i p )  ^  ( ^ 2p )  (2)
Pęki (Ab) i {Bp) spełniające relację (2) dla każdej stożkowej U  
układu cjp nieprzynaleźnej do tych pęków są rzutowe»

M  /Г ( B p )  (3)

Z powyższych rozważań wnosimy, że w dwu środkowo-akolineacyjnych
układach co i cć)p o różnych podstawach - utworom rzutowym układu
płaskiego c) przyporządkowane są utwory rzutowe w układzie cOp i na 
odwrót*/.
Wartość dwustosunku można zatem uważać za niezmiennik związku /Дуj j /  
Drugim, wynikającym s definicji 3 niezmiennikiem układów środkowo- 
akolineacyjnych cj i cOp jest relacja przynależności.

X / Wniosek nie dotyczy jedynie prostej s^cOG' (gdzie C oznacza pła­
szczyznę styczną do IT w punkcie W ) i przyporządkowanej jej 
stożkowej Sp=JT6' zdegenerowanej do pary tworzących styczności.
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2.3. Niektóre zastosowania związku IAcjjiI

Weźmy pod uwagę dowolną powierzchnię stożkową TT i płaszczyznę 
<p( rys.4).
Niech zadaniem będzie konstrukcja przekroju powierzchni TT pła­
szczyzną <p.
Załóżmy przy tym, że znany jest jeden punkt W wspólny dla powierz­
chni JT i płaszczyzny 50 .



Rozważmy układ płaski cJ o płaszczyźnie podstawowej Щ . Pła­
szczyzna JC, przecina powierzchnię 7Г w kierującej t , prosta Пд>=(рзс. 
jest elementem układu płaskiego* Rozpatrzmy związek łączący układ 
płaski cO z jego rzutem środkowym cOP z punktu W na powierzchnię JT * 
Jest to związek akolineacji środkowoosiowej /-W/ o osi t  . 
Zauważmy, że szukana linia przekroju jest w rozpatrywanym związku 
stożkową układu cJp przyporządkowaną prostej h<? = a ec j . Tak więc 
zadanie sprowadza się do znalezienia w układzie u>P stożkowej przy­
porządkowanej w określonym związku akolineacji środkowo-osiowej 
danej prostej układu płaskiego a) .

Jednym z punktów stożkowej ap jest punkt Np przyporządkowany 
niewłaściwemu punktowi Л'00 prostej a i leżący na stożkowej granicz­
nej Г)р . Dwa dalsze punkty krzywej ap leżą w przecięciu prostej a 
z osią akolineacji t . w naszym przypadku (rys* 4) punkty te są u— 
rojone i w celu znalezienia dalszych elementów szukanego przekroju 
można skorzystać z następującego rozumowania.

Rzućmy szukaną krzywą aP z punktu S na rzutnię Щ «, w wyniku 
takiej konstrukcji stożkowa aP zjednoczy się z t  a punkt
W- przejdzie w Ws, Elementy leżące na rzutni pozostaną w miejs­
cu. Promienie akolineacji łączące punkt W z kolejnymi punktami 1 ,
2, 3 , 4 prostej a=h9 przejdą w pęk promieni Ws(W s1} №*2, Ws3 , WS4..J, 
a leżące na nich punkty krzywej ap przyporządkowane w związku’ 
/'W/ punktom /, 2 ,  3 , 4  znajdą się na kierującej t  . Tak więc 
otrzymujemy punkty 1SP% 2sp t  3sP%4 sp , które rzucone z wierzchołka ^ 
na odpowiednie promienie akolineacji dają atukane elementy Д , 2» 
3P,4p.. linii przekroju,

Rozszerzając rozważania odnośnie przyporządkowanych sobie utwo­
rów w związku IAajrl na te, które w układzie cJP odpowiadają stożko 
wym leżącym w płaszczyźnie układu płaskiego a , otrzymujemy nową 
interpretację konstrukcji linii przenikania powierzchni Л z po­
wierzchnią stożkową stopnia drugiego.
Niech np« dana będzie dowolna paraboloida obrotowa JT i taka po­
wierzchnia stożkowa Г  , której wierzchołek W leży na Ж , a kieru­
jącą jest dowolna stożkowa с . Należy wyznaczyć linię przenika­
nia powierzchni JT i Г  .

Rozważmy układ płaski oj , którego podstawą jest płaszczyzna 
stożkowej с i jego rzut środkowy cJP z punktu WeJI na powierzchnię 
Л. Stwierdzamy, że szukana linia przenikania może być rozpatry­
wana jako utwór układu cjp akolineacyjnie przyporządkowany stożko­
wej c leżącej w płaszczyźnie cJ , w związku /АаГГ1, którego środkiem 
jest wierzchołek powierzchni T  , tj. punkt W eil, zaś osią stożko­
wa przekroju paraboloidy JT płaszczyzną cJ {cecj)a 
Korzystając z faktu, że wszystkie elipsy leżące na powierzchni pa­
raboloidy obrotowej w rzucie prostokątnym na płaszczyznę prostopad 
łą do osi L tej powierzchni są okręgami, powyższy przykład przed­
stawiono w rzucie па. 1 (rys.5).
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¥ х-ршвка ilustrujący* to rozwiązanie* oznaczają s 
stoifeow* £'{dla uproszczenia oknse) - rzut klarującej с powierzch­
ni stoikowi Г,- punkt W* - rsut wierzchołka powiersscl»» 
ni-Г, okrąg t ' - rsrut krzywej przekroju powierzchni Ж płaszczyzną 
klarującej с *

Rys, 5

Krzywa c'p przedstawia rzut linii przenikania powierzchni Л ± T  
na rzutoię JT, .
Konstrukcja oparta jest na rozważaniach następnego ustępu,Poszcze­
gólne punkty krzywej wyznaczono jako punkty akolineaeyjnle przy 
porządkowane punktoe okręgu c ' ,

¥ dalszych naszych rozważaniach zajmiemy się pewnym szczegól­
nym przypadkiem związku akolineacji środkowo-osiowej, w którym 
stożkową niezdegenerowaną układu <4p przyporządkowaną prostej ukła­
du "ci jest zawsze okrąg.
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¥ związku M & j/ prsypadek taki zachodzi wówcsas, kiedy podstawa u-» 
kładu ć̂ * - powierzchnia Ж js'st aferą*

3-, ZWIĄZEK ЛХОШЕАШ ŚRCDmv'0»*<SI0WlJ NA PŁJSSCZYŹMB

Rosp&trzay układ <Ą, ( Ap , BP ...ap,bp ... rnp )np) o podstawi© Ж i na­
kład płaski 6t) (A, 8-. c,b... m .n ) » przyporządkowana sobie w zifląz 
ku akolin-aseji środkowo-osiowej lA $jjl*

Dokonajsy rzutu obydwu ukła­
dów na dowolaą płaszczyznę su 
(rys,: 6) z ni bob obliwego 
punktu <5 powierzchni JT 
spełniającego warunkit S non 
e ( ' » J non e йг9 j"̂  Ж*
¥ rezultacie otrzymuj eniys z 
rzutu układu płaskiego aj ~ 
układ płaski &)', a rzutu u- 
kładu о)р - zbiór *y' zawtsra»> 
jacy punkty ̂  -.. jako
rzuty pUEfctÓ*? U"
kładu a)f> sras stożkowe Sp t 
bp • «* względnie proste s 
»/>»»» przechodząc® praez 
jeden punkt wspólay >vf/ ««ja­
ko rzuty stonkowych aP t bP ,
• •• frtp , nP układu Zbiór 

nazwij;̂  obraz»- układu 
cóp lub krótko obrazem a)j> *

Ш Ш ^ Л
Obrasem układu *V o podstawia JT nazywany rzut tego układu aa do 

wolną płeszozysnę s t «e środka «У różnego od środka układu i speł« 
niającsgo warunki s

1)Je# i nie ,1est punkt га osobliwym powierzchni JT ,
2 ) S  non e Л  ,
Rozważmy związek łącaąoy układ płaski a)' z ohrazess wprowa­

dzając oznsoseni&j
SF rsut z punktu S krawędzi przecięcia się płaszozysny s pła­
szczyzną СГ styczną do powtaesscłmi 1Г w punkcie W $ krawędź
prsecięcia się s rzutnią st płaszczyzny <p stycznej do pnwierzcfê d 
TT w puakcie <У.

RySs 6

14



Stwiardzamy?
1) Każdemu punktowi A' шп с s ' układu płaskiego co\ różnemu od 

rzutu И1"środka W pr syporsądkowany jest w obrazie dokłada!e 
jeden punki: A'p .
Dowolnemu punktowi przyporządkowany jest w obrazie <гЛ>'
bądź to punkt Gp=Wrt bądź też presta (rzeczywista lub uro­
jona) przechodząca przez W % stanowiąca rsut jednej z two­
rzących styczności powierzchni Л  w punkcie Wt 
Punktowi układu płaskiego cJ' zjednsesoneraa z środkiem Ж' przy 
porządkowana jest cała prosta f ' s
Odwrotni® - kaMesu punktowi, Mp non e f '  obraza a)P różnemu od 
rzutu W Jrodka W przyporządkowany jest dokładnie jedsn punkt 
№'xikładu płaskiego й?'«

2) KaMej prostej ar układu płaskiego nieperzechodzące j przez 
punkt W'przyporządkowana jest dokładnie jedna, incyd©ntna z 
iY'stożkowa aP obrazuj i na odwrót-»
(Stożkowa ap może być zdegenerowana# prostej &' układu płas­
kiego ̂ 'odpowiada stożkowa s'p obrazu o)p zdegenerowana do pa» 
ту prostych),
KaMej prostej m' układu płaskiego co', przechodzącej przez 
punkt Wr przyporządkowana jest w obrazie аУР zjednoczona z nią 
prosta mp «

3) Elementom AJe c ' przynależny® do siebie w układzie płaski® có' 
przyporządkowane są elementy prssrnależnet A'P e cp w obrazie 
cup i na odwrót2/.

4) Każdy punkt A' układu płaskiego л/i przyporządkowany mu w o- 
brazie cJp punkt A'p leżą na prostej przechodzącej prz®s 
punkt W' t

5) Istnieje zbiór punktów zjednoczonych (wspólnych) układu i 
obrazu cO'p *
Zbiór ten tworzy stożkom t rt która może być rzeczywista,nie 
zdegenerowana lub zdegenerowana, bądź też urojona»

6) Każda prosta a' układu płaskiego a ' i przyporządkowana jej 
stożkowa a'p obrazu tip przecinają się w punktach r̂zeczywi- 
stych lub urojonych) leżących na stożkowej

Związek łączący układ płaski cd' z obrazerc alp o wyżej wymienio­
nych własnościach nazwijmy płaskim związkiem akolineacji środkowo- 
osiowej i opiszmy symbolem /Ах/.

W sformułowaniu powyższym, analogicznie jak na str« 5 n±s u- 
względnia się elementów o rzutach rozciągłych.
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Puukt H^uważajsy za środek zwiąsku И х  ł  * вЪо&£сщ i ' -  т. oś swiąa- 
ku, a prosienie pęka \W r) ша prawienie akeHn&acji płaskiej, Szut 
stożkowej grani*?, smej nP układu o£> nazwijay stożkouą ©rentczną pła­
skiego związku akoliseaeji średkoso^siewej / W .

Deflntoia 6
Iłowolay układ płaski a;7 i ©feaz układu - eoP słączon® na jMiwsj 

płsssozyśnie podstawowej ar E&sywaey środkewo-osiowo *(Vcli3$Krj~ 
nyei, jeżeli są ess rsmfeasi ca płaszczyznę sr dwdoh średkowo^osio» 
we akclinsaeyjnyoh układów 4)ł«!> о różayćh podstawach йу 1 ^  * 
środka rzutdw 5 тбкпщо od środka układu 4 . i 6pełniająe®gs warunki:

1) J  e  JT i cis jest punkt«и osobliwya powierzchni Л  t
2 ) <5 ион e &?,
3) S non s JT „

3.1. osiowej
na uwsdze defiaisję 6 - elemnty określająca płaski p*?ią« 

zek akolineacji £r@dkowo~osiowej (Ajrt wyprowadzaj * rosważarf. 
ustępu 2.1. ¥ ssesegdlacści stwierdzamy,, że zwiąstó /4г/ soże fcyd 
jednozaacsnie zdefiniowany pra©« zaSeni®*

1) osi akolineacji t 'eersas trzech psa.* przyporządkowanych sofcie 
puskt^# 64;, ą it ci, j e  Cć’p ; /'/?■; 5; C )e oł' tełdeh, że żaden z 
nicfc nie leży na <*g± ć', a trojka Л', £', C’ ul# jest wsp«Sł- 
liniowa.

2) osi akolineacji t ', »'*вйк^э^ а^еа£ i par̂ jrpô aądkowaaisJ jej 
p^cstej rfecf p^^ińającyeh się z sohą w punktach J eżących na 
osi i ' er&z pary pi^porządiamieiyoh soMe paiktśws CP e  co,%
i C e  O ' (prosta С’Ср »1вва persseoiaŝ  stożkową а'Р w редак&езЬ 
rzeczywistych)*

3) dw&sh prssoiaająeyeh się w dwa rzeczywistych punktach stożka 
wyoh (a'f>,bp ) e  o)p i pâ sypes-sądlaswaŝ ch is ptreetych (a 'y je a } f 
«raz Ja&aaj pssry przypersądbreaayck seMe punktów 
C'ećó'\Cp nor €&p}tfp% С'асаегг^)» zgodnie z wiaruafeiaa pray- 
persą̂ kowenia preeta CC'p înoa przeehsdsić przem pusakt 
wspólny stożko«yeh o£ 1 ̂  , a punkty przecięcia si% stofc* 
kowyeh o£ i aeaz punkt wtsspólay prostych a ’ i  b ' wlany ŷe 
ysp̂ łliniowe.

Ra rys. ? przedirtawleBo pt^zy^sdewo konstrukcję steżk««itj m'p 
сЪзгажи Op odpowiadającej dewelnie ptrsyjętej psrostej m' ШЖш&п &У 
w płaski* związku iAx/ określony w spasćb рей t )«



Rozważmy jeszcze elementy określające szczególny przypadek pła- 
skiego związku akolineacji środkowo-osiowej IAXI « w którym niezde- 
generowaną stożkową obrazu a'/> przyporządkowaną prostej układu ^ 
jest zawsze okrąg. Przypadek taki a.in. zachodzi przy rzutowaniu 
prostokątnym na płaszczyznę эс takich dwu złączonych związkiem 
H tiirl układów o różnych podstawach cJ i U  , w których podstawą Л  
jest paraboloida obrotowa o osi prostopadłej do rzutni oc , Ten 
szczególny rodzaj płaskiego związku akolineacji środkowo-osiowej 
opiszmy symbolem fA 0! «

V

Rys. 7

W omówionych wyżej weriantach jako warunki określające związek 
/ A d  otrzymujemy*

i) oś akolineacji t ’ i parę przyporządkowanych sobie punktów*
A’p e d)fi i A 'e  eJ' ;
środek akolineacji W można skonstruować jako punkt przecię­
cia prostą А'А'р okręgu a’P przyporządkowanego dowolnej pro­
stej a 'e A [
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la) oś t ' i środek akolineacji W ' (w 'n m e t’}t dowolną parę przy­
porządkowanych sobie punktów Арен# i 4'eć'możne. otrzymać 
rozważają© dowolną prostą a 'e cJ 't ściśle określoay, pray- 
porządkowany .jej okrąg o'fi przechodzący przez środek ako­
lineacji W!i punkty wspólne prostej a ! z osią t ' .

Ib) trzy pary przyporządkowanych sobie punktów (Ap, ̂ /^ 4 i 
(A‘, В ' С ' j e  a)' z wykluczeniem współliniowości punktów A* S ’Cj 
punkt przecięcia się prostych łączących pary punktów A’ Ap, 
в  B'p ± € CP jest środkiem akolineacji W % Trójki punktów* • 
W'Af,Elp i W'BpCp wyznaczają okręgi (a'p, b'P)  e  <Jp , który® 
w układzie a)' odpowiadają proate* a'=A'8’ l  b ‘-  B'C! • punk- 
ty wspólne okręgu a'p z prostą a' 1 okręgu bp z prostą̂  6 '  
wyanaszają oś akolineacji t ' .

Ula) dwa przecinając® się w rzeczywistych punktach okręgi
£'p eo)p przyporządkowane dwu prostym {а '0 ')е  ей' (z warun­
kiem wepółllniowcści punktów a'p -6'p iа:Ълц  średMe® akoli­
neacji jest wówczas jeden z punktów przecięcia się okrę­
gów a'p i bp a osią - okrąg incydentny z punktami wspólny­
mi* okręgu а'р i przyporządkowanej m  prostej a ’ oraz okrę­
gu b ‘P i przyporządkowanej mu prostej 6'.

Illb) jeden ckrąg a'p ecJp i przyporządkowana mu prosta a 'e  o)' o- 
raz jedna para przyporządkowanych sobie punktów Bp e  co'p ,  
В 'е  a)' % w przypadku tym jeden z punktów przecięcia akrę- 
gu a'p prostą 3'Bp jest środkiem akolineacji /V' (prosta 
В'Вр musi być tak przyjęta by przecinała w punktach rze~ 
czywistych okrąg a p ) , Prowadząc przez punkt B ! dowolną po­
mocniczą prostą 8  przecinającą się z а 'п р . w punkcie Q' 
wyznaczamy przyporządkowany jej okrąg bp przez punkty W \ 
Bpt QpCOp. Punkty wspólne okręgu^ z prostą гг'огаг okrę 
gu bp z prostą b' leżą na osi akolineacji.

3*2. Niezmienniki płaskiego związku akolineac.li środkowo-oslo- 
wej lA sd

W ustępie 2,2 ustalono, że niezmiennikami związku akolineacji 
środkowo-osiowej / W /  układów o różnych podstawach (O 1 J I jest pigy 
należność i rzutowość. Ponieważ układ c0‘ i związany z niza płaskim 
związkiem t:'~olineacji środkowo-osiowej /Аж/  obraz (Op stanowią rzu­
ty dwóch układów złączonych związkiem /tor/, a zarówno przynależ­
ność jak i rzutowość w wyniku rzutowania nie ulegają naruszeniu - 
własności te należy uważać również za niezmienniki związku /4г/.
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Wnosimy więc, że utworom rzutowym w układzie ̂ 'przyporządkowane 
są utwory rzutowe w obrazi,® a)/> x), a w szczególności г

a) szeregom rzędu pierwszego o podstawach nieincydentnych z 
środkiem akolineacji t (я') Я \б^) przyporządkowane są na ogół 
szeregi rzędu drugiego* \a'p ) Л (óP),

b) szeregom rzędu pierwszego o podstawach przechodzących przez 
środek akolineacji* (»') Я (/?') przyporządkowane są szeregi 
rzędu pierwszego o podstawach mp- m ' t n'p*n' % (mp ) л (лР ),

°) Р̂ ксяг prostych e środkach różnych od środka akolineacji| 
И')'1 (*') przyporządkowane są pęki stożkowychj (/1р) Я (#),

d) pękom prostych o środku w punkcie W't (М/=УУ') Я (s/J=w/) prsy 
porządkowana są identyczne z nimi pęki,* {?Г}Р) Я (/%',<>).

3.3. Szczególny przypadłe płaskiego związku akolineacji śrad- 
k.ovo-osiowe.1 lAo/

3*3.1. Własności związku /A 0l

W ust. 3.1 wspomniano o szczególnym przypadku płaskiego związ 
ku akolineacji środkowo-osiowej - /Д>/» w którym niezdegenerowaną 
stożkową obrazu cć‘/> odpowiadającą prostej układu cO' nieincydeat- 
nej z środkiem jest zawsze okrąg. W celu omówienia własności 
związku /Ad /  rozpatrzy jego interpretację przestrzenną, tj. roz­
ważmy dwa ukłedy o różnych podstawach cO i JT akolineacyjne w związ­
ku lAuwl, których rzutami na płaszczyznę t?e są złączone związkiem 
/A0j  układ o)' ± obraz c0’p .

Możemy przy tym rozpatrzyć dwa modele s
a) Układ płaski ci i złączony z nim związkiem /Aa7If  układ cJP le­

żący na powierzchni kuli JT.
Przez rzut stereograficzny układów ей i a)P otrzymujemy złączo 
ne płaskim związkiem akolineacji /А-r/ układ cd'i obraz a)'p • 
Środek rzutów S  może być przy tym punktem antypodycznym 
względem środka akolineacji W - płaszczyzna зс - płaszczyzną 
prostopadłą do promienia WS.
Rzutami okręgów układu cJP nieprzechodzących* przez punkt S  
będą okręgi obrazu a)P - płaski związek akolineacji środkowo 
osiowej łączący układ a)' z obrazem <JP będzie więc związkiem

Analogieziiie jak w ust. 2.2 z wniosków powyższych wyłącz sif, 
elementy o rzutach rozciągłych.

19



ъ) Układ płaski cJ i złączony z nim związkiem /Аатг! układ a)P 
przynależny do powierzchni paraboloidy obrotowej Л  . Jeżeli 
układy co i d)P rzucimy prostokątnie na płaszczyznę ж prosto­
padłą do osi paraboloidy — otrzymamy akolineacyjne w związ­
ku lA r l układ a ' i obraz a)p , gdyż środek rzutów spełnia wa­
runek* S °°  e  JT -

Ponieważ rzut prostokątny na płaszczyznę prostopadłą do osi pa­
raboloidy obrotowej każdej elipsy leżącej na tej powierzchni jest 
zawsze okręgi «o - związek łączący układ a)' z obrazem cOp jest szcze­
gólnym przypadkiem płaskiego związku akolineacji środkowo-osiowej
M d .Prostsi aparat projekcyjny (rzuty prostokątne w miejsce środko­
wych) uzasadnia wybór modelu b) jako podstawy do dalszych rozważań
własności związku ///<?/. t ,
Weźmy pod uwagę złączone związkiem f  A0/  układ o) i obraz dp •

Interpretując je ja­
ko opisane pod b) rzu­
ty ekolineacyjnych u- 
kładów a) i (rys. 8) 
stwierdzany t

■ £*> i) Punktowi Gfi = W
f p obrazu d)p - przyporząd­

kowane są w układzie 
płaskim cJ‘ punkty pro­
stej s ' . Ponieważ pro­
sta ta jest rzutem kra­
wędzi przecięcia się 
płaszczyzny układu u) 
z płaszczyzną & stycz­
ną do powierzchni JT w 
punkcie W , punkty pro­
stej s ' są punktami prze 
cięcia prostych układu 
o)' z stycznymi 4 w punk­
cie W  do przyporządko­
wanych im w obrazie 
okręgów (rys. 8).

2) Punktowi S'^W' układu płaskiego a)'- jest przyporządkowana w 
obrazie dp prosta niewłaściwa //c° jako krawędź przecięcia się pła­
szczyzny JT z płaszczyzną niewłaściwą cp00 rzucającą punkt S^°.

3) Prostej układu й/przechodzącej przez punkt W' przypórządkowa
na jest w obrazie prosta zjednoczona ą'p=(l\ Punktyi A ', В , С . 
... e  4 ' i przyporządkowane imj Ap •••£%/> tworzą dwa rzu
towe szeregi o wspólnej podstawie ą'’=■ (£P

ą ' (A ' f В ' . . . )  л  ą'P (Ap,  B p . . .  )

20



Zjednoczonymi punktami szeregów ( ę j  i  (gp) (rzeczywistymi lub uro­
jonymi) są punkty przecięcia prostej f=q'p z osią akolineacji t ' .

4) Oś akolineacji t 'i okrąg graniczny n'p są współśrodkowe, gdyż 
środki elips . przekroju paraboloidy płaszczyznami równoległymi le­
żą na jednej jej średnicy.

5/ Dowolnemu okręgowi c'fi ea)/ przyporządkowana jest akolineacyj- 
nie w związku (A o!\

a) prosta c ' - jeżeli W 'e  Cp
b) stożkowa c ' - jeżeli W' non e  cp .

Przyporządkowanie a) wynika z definicji związku M>/. 
Przyporządkowanie b) staje się oczywiste, jeżeli rozważy się po­
wierzchnię stożkową T  , której kierującą jest stożkowa cp e JT , a 
wierzchołkiem - środek związku /4утг/ , punkt W . Dobierając odpo­
wiednio płaszczyznę a) - jako przekrój С Г otrzymuje się stożkową 
C, której rzut ć  może być bądź to elipsą, bądź parabolą, bądź teź 
hiperbolą. Zauważmy przy tym, że rodzaj stożkowej c ' zależy od poło 
żenią okręgu c ’P względem okręgu granicznego n‘p . Ponieważ punktom 
obrazu a)f> leżącym na okręgu granicznym odpowiadają w układzie a)’ 
punkty niewłaściwe przeto w przypadku:

ОС ) przecinania się okręgu Cp z okręgiem granicznym w dwóch 
punktach rzeczywistych otrzymujemy jako c ' - hiperbolę,

/3 ) styczności okręgów Cp i r>p - krzywa г;'jest parabolą,
у ) braku rzeczywistych, wspólnych punktów okręgów Cp i. nf, stoż 

kowa с'jest elipsą lub okręgiem.
Konstrukcję krzywych przyporządkowanych w związku /4>/ okręgowi 
Cp e <$') przedstawiają 1

Rys. 9
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ad ( t  ) - Rya. 9. W konstrukcji użyto okręgów u'p i i-p stycznych 
do c; w punktach Up> Vp=c ' f ”/>* tj. przyporządkowanych asymptotom 
u \  v 'e  a)' szukanej hiperboli c ' , Dwa punkty stożkowej c J stanowią 
elementy wspólnet c'p ■ t '

ad /3 ) - Rys. 10, Promień akolineacji przechodzący przez punkt 
styczności okręgu c ‘p z okręgiem granicznym - WWp wyznacza środek 
paraboli c'. Obierając dowolny okrąg u ’p styczny do Cp i incydentny 
z W'konstruujenęy przyporządkowaną mu styczną «'do paraboli с « 
Oprócz stycznej i sprzężonej z nią średnicy znane są dwa punkty 
paraboli ̂ 'leżące na osi akolineacji? 1 ,£ '  — c ’p - t ' .
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ad у  ) - Ку*в1 1# w ioastrascji e&ją© dene dwa pua&ty *Hpey ja 
ка punkty przeoięaia ©ai ć' ctaęglera cp wyzaaoж«ш> dalaze ©etery 
p!askty tej krzywej przez wprowadzenie dwóeh possocaiazyeb okręgów 

1 bp (w;Cp,Dp). Junkty Л \ B \ C \D ’ l*ią aa odpowiedź ch 
praadeaiaeh akelineaeji i odpowiednich prostych a ’, b ‘ prsyporząd 
kotmureh ©kręge® op i b'p .

5) Dowolnej preatej c ‘p e<x)p przyporządkowana jeai akolineaoyj- 
nie w związku ŻA0I \

6) pro sta г = Cp ** jeżeli И/ e c'p
b) stołkowa c ' -  jeżeli /■У'поа r, c'p .

W wyprowadstmlu powyższej własności akorzyataó seożna z rozuraowania 
analogicznego jak w jasnkcie 5). Stożkenm cp e7T , której rzute* 
nwaalnya aa płaszczy s»f яг. proetepadSfĉ  do ©si paraboloidy П  
jest rozważana prosta cP , przedstawia sobą parabolę.
Proasienie akolineacji łączące punkt WeTT z poszczególny»! punk- 
tasti. paraboli cp tworzą powierzchnię stożkową Г  • Przekrój po­
wierzchni Г dowolną płaszczyzną cO aaa £ W wyznacza w związku /А ^я / 
akoJLimaeyjaą z cp eteżkową С « której rzut na яг jeet stożkową c'.

Ha rys. 12-14 przedstawiono stożkowe с' akolineacy jne w związku 
jA 0f  z prostą sie©s®ąs ety©zoą i zewnętrzną względem okręgu gra- 
niczaego /?(ó ,

Bys. 12
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7) Twierdzenie 1.
Dowolnej stożkowej c'e£u' aotoa zarazo przyporządkować akelinea- cyjny z nią okrąg cp e cjp .

Dowód.
/ ¥е£шу pod uwagę styczne do stołkowej с Vsr(rys* 15) - proste m \ 

n przecinające się w punkcie W‘i wpiszmy w nie dowolny okrąg c'p . 
Wykażemy, te istnieje płaski związek akolineacji środkowo-osiowej 
H o t przekształcający stołkową c'w okrąg Cp • Przyjmijmy dowolną 
paraboloidę obrotową U  (W eil), powierzchnię waloową Г  o kierującej 
c ' i powierzchnię walcową ГР o kierującej cj, , o osiach prostopad­
łych do płaszczyzny к  • Częścią linii przenikania powierzchni wal­
cowej Гр z paraboloidą 77 jest elipsa cp4

V dowodzie na to można przeprowadzić następujące rozumowanie» 
rozważmy punkty przebicia paraboloidy 77 trzema tworzącymi po­
wierzani Гр przechodzącymi przez trzy dowolne punkty A'p,  B'PJ Cp 
okręgu c'p , Otrzymane w ten sposób punkty A*, Bp , C* wyznacza­
ją pewną płaszczyznę f  przecinającą paraboloidę 77 w elipsie 
Cp • Jest oczywiste, że elipsa ta przechodzi przez punkty A* , 
B£t Cp • Z własności paraboloidy obrotowej wynika, że prostokąt 
nym rzut«B elipsy c* na płaszczyznę JClL jest okrąg. Ponieważ» 
zgodnie z konstrukcją» A*;=AP, B*'=B'P, <£'»£ przeto okrąg cp jest 
identyczny z okręgiem c*p' • Wynika stąd, te wszystkie punkty e- 
lipsy Cp są punktami powierzchni walcowej Tp , Ponieważ są to 
jednocześnie punkty leżąoe na paraboloidzie Л  - elipsa cp = cp 
jest częścią linii przenikania powierzchni Л  i Гр .
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Wprowadźmy powierzchnię stożkową Ф o wierzchołku v punkcie W i 
kierującej w postaci elipsy cP . Powierzchnia Ф przenika się z 
powierzchnią walcową Г w dwóch stożkowych c/ z gdyż istnieją dwie 
różne płaszczyzny wspólnie styczne do £ i T Jt т 'с ^ ^ ^ х ^ с , nci>} v jv t? 
a zatem - dwa punkty podwójn®*
Każda t  stożkowych ą z jest akolineacyjna z elipsą cfi w związku
A W /  (gdrsi® ой przedstawia płaszczyznę stożkowej c, lub cz J* po­
nieważ elipsa cp oraz punkt W leżą na paraboloidzi* 7/.
Wynika stąd, że ieh rauty prostokątne ci~c'Ł na płaszczyznę o t oraz 
Cp są złączone pewnym płaskim związkiem akolineaeji środkowo-osio- 
wej /Л/. Ponieważ zachodzi. с',=ф с', twierdzenie o istnieniu związ­
ku IA0I przekształcającego dowolni® przyjętą stożkową c ' w okrąg 
Cp jeet prawdziwe.

8) Twierdzenie 2.
Istnieje związek !A0/  akolineaoyjnie przekształcający dowolną 

stożkową w prostą*
Dowódг
Ba płaszczyźnie гк przyjmijmy dowolną stożkową с 'i prostą c'P 

(rys. 16). Wprowadź prostą s'JIc'p , styczną do stożkowej c ‘ w punk­cie W' . RozwaŻMy po­
wierzchnię waloową I  o 
kierującej ci osi prosto 
padłej do płaszczyzny &  
oraz dwie płaszczyzny* 
y±&,c'fiej>, s'e<r.
Powierzchnię walcową T  
przetnijmy dowolną pła­
szczyzną w stożkowej с 
i utwórzmy powierzchnię 
stożkową § , której kie­
rującą jest krzywa с , a 
wierzchołki» punkt W'. 
Ponieważ płaszczyzna (У 
jest styczna do pcwierzch 
ni $ - płaszczyzna у  / /6  

У̂®» przecina tę powierzchnię
w powiej paraboli cp . 

Rozważny paraboloidę obrotową П е ^ ' о  osi ^^.przechodzącą przez 
parabolę cP . Stwierdzamy, ż® parabola cP etanowi rzut z punktu W 
na powierzchnię JI stożkowej с » czyli, że obydwie te krzywe złączo 
ne są związkiem akolineaeji środkowo-osiowej układów o różnych pod 
stawach lA^jrl •Ponieważ rzutem prostokątnym na płaszczyznę ж , czyli rzutem z 
punktu S°°eJI stożkowych cp i с są odpowiednio prosta ćp i stoż­
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kowa с' - utwory te щ  aoMe przyporządkowane w płaskie związku ako 
liaaaeji fA0 /, 30 naleiało udowodnić.

9) Swiordseni* 3.
Dla danej statkowej c ' i йт щ й okręgu с/ leżąeyefc na jednej pła 

szczytnie <tt istniej* eo najwyiej 12 rótayoh związków akolineaeji 
środkowo-oeiowej /А 0/  przekształeająeyoh c'ea*nać><?*J>'i ua odwrót.

Dowód,
Bozwataęr przokształeenie stożkowej w ©krą̂  (rys, 16). w wypro­

wadzeniu twierdzenia 1 przyjęto dowolnie paraboloidę /7 i wykazane, 
te istnieją akollneffioyjne w związku /Ааж! taki układ płaski co i 
układ ейР o podstawie .711 te zadana stożkowa c'i okrąg c'p są rzutmal 
przyporządkowanych sobie utworów odpowiednio ргжупа1ейщеЬ do tych 
układów cecJ, cpee)p . z dowolności przyjęcia paraboloidy II wynika, 
i» związków /А ^п / o powytszej własności jest niesketiezenie wiele. 
Wykaieny, te rzut prostokątny na płaszczyznę гг osi każdego z tyoh 
związków jest jednya z dwu okręgów stanowiąeyeh a®ie dwu płaskich

27



związków akolineaeji l A J • W tym celu przyjmijmy dwie dowolne para 
boloidy obrotowe JT i JT o osiach prostopadłych do _płaszczyzny яг 
przechodzące przez takie dwa punkty W i , że Paraboloidy 7Г
i JT przenikają się z powierzchnią ip (rys* 15 i 17/ w elipsach cp
i Cp , które traktujemy jako kierujące powierzchni stożkowych I  , 
§  o wierzchołkach w punktach W i W .

Rozpatrując linię przenikania powierzchni walcowej _ T z po­
wierzchniami ̂  i # otrzymujemy pary stożkowych ctz i cbZ o pła­
szczyznach* сг есОг , cr ea), , cz са)г Stożkowe cf2 , c1z są
odpowiednio akolineacyjne z elipsami cp , cp

w związkachi
ą  -  cp -  /Ай'Тс/ o osi f, = o),7T
cz -  Cp - lA^Ul o osi t* ̂  сОг Л
с, тёр - lA^frl o osi ^

— Ĉ> — ® OSi ~ Ĉ2
Wyznaczmy prostokątny rzut na płaszczyznę ot jednej z osi akolinea- 
cji np, t 1 » 4 tym celu rozważmy rzut dowolnej prostej a -  12 u- 
kładu cJ. i skonstruujmy przyporządkowany mu w płaskim związku ako 
lineacji /Д>/ okrąg cu,. Okrąg będzie incydentny z znanym środ­
kiem akolineaeji W'* W' oraz z punktami ̂ i 2'p przyporządkowanymi
punktom 1' i 2'*

Punkty wspólne okręgu ^  i prostej <r'są elementami osi akolinea 
cji Ą' • Zaważmy jednak, że dzięki prostopadłości tworzących po­
wierzchni .Г i Tp do płaszczyzny vc , z punktami 1' i 2 ' oraz 1'P i 2'P 
jednoczą się odpowiednio przyporządkowane sobie w związku akolinea 
cji /Л)/ pary punktów P i 2 ' oraz 1'P i. Ę> • ___
Oznacza to, ż© zachodzi a'=a' , gdzie , a = 12 oraz a‘p= a'P • Wynika
stąd, że pary punktów osi t', i t't , jako elementy wspólne prostych 
a'% G' z przyporządkowanymi im okręgami a'p , a'p w rzucie prostokąt­
nym na płaszczyznę w  ulegają zjednoczeniu* Ponieważ prosta a. przy­
jęta została dowolnie, przy innym jej położeniu w analogiczny spo­
sób, można dowieść, że pokrywają_ się w rzucie dalsze punkty osi t'f
i tif , czyli, że zachodzi t', = ć/ •

Rozważając w podobny sposób rzutyprostych becJz i b e<dz spełnia­
jących warunki b'=b'=a‘= a '{b~ 34 t 6 = 3 4  ) oraz przyporządkowanych, im 
w płaskim związku akolineaeji środkowo-osiowej okręgów bP i b'p , 
stwierdzimy pokrywanie się osi t ‘z =t'e * Z powyższego wnioskujemy» 
niezależnie od przyjęcia paraboloidy Ж istnieją tylko dwa płaskie 
związki IA0I  o wspólnym środku W'przekształcające daną stożkową c' 
w okrąg c'p »

Zauważmy jednak, że środek akolineaeji - Skonstruuje się jako 
punkt przecięcia się wspólnych stycznych m'i n' do okręgu cP i stoż
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kowej с' (rys. 15)» Ponieważ stycznych takich (rzeczywistych i róż­
nych) może być co najwyżej cztery - m ', n ' , p ' , ą ' (rys. 18) - ist­
nieje co najwyżej sześć różnych położeń punktu w '- W,'+6 (w wierz­
chołkach czworoboku zupełnego mWpty ), a konsekwentnie co najwyżej 
12 różnych związków akolineaeji środkowo-osiowej /4>/ realizują­
cych przekształcenie stożkowej o ' w okrąg c'P .

Rys. 18

10) Twierdzenie 4 .
Dla danej stożkowej o i danej prostej cP leżących w jednej pła­

szczyźnie istnieją co najwyżej dwa związki akolineaeji środkouo- 
oeiowej /Л>/ przekształcające с 'ecJ'na cp edP i na odwrót*

Dowód.
Przyjmijmy dowolną stożkową c ' , dowolną prostą cP i styczną do 

stożkowej s'//c'p leżące w płaszczyźnie w  (rys. 19). Obierzmy po­
wierzchnię Г  o kierującej c' i tworzących prostopadłych do pła­
szczyzny ac oraz dowolny przekrój tej powierzchni - stożkową cecJ . 
Rozważmy tworzącą i powierzchni T  , przechodzącą przez punkt stycz 
ności prostej s ' do stożkowej c ’ i dowolne dwa punkty ( Wt W) € l . 
Utwórzmy powierzchnie stożkowe Ф , $ , których kierującą jest stoż 
kowa с , a wierzchołki - odpowiednio punktami w i w .
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Przekrojami powierzchni# i $  płaszczyzną fJ .sr, Cp e/ są para- 
bele cp i  Cp * Rozwa&ay paraboloidy obrotowe określone odpowiednio 
przez parabol* cp  ±  ćfi caraz punkty W i W I Т Г (С р ,  ^  жу.

Rys. 19

Stwierdzany środkowo-osiowo akolineaeyjne przyporządkowanie* 
stożkowej С - paraboli Cp - •* związku /А ^ л /, 
stożkowej с - paraboli C/> - w związku /Aa f i l•
Zauważmy, że prostokątne rauty na гг środków związków I^o k I i /Л>#/ 
jednoczą się w punkcie W'-W', Rozważmy oeie tych związków* t  i t •
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W tym celu obierzmy dowolną prostą m przecinającą się z stożkową 
с w punktach / , Z • W związku Msvirl prostej m przyporządkowana 
jest stożkowa mp przechodząca przez środek W i punkty 1P , 2P w 
związku /Aafrf - stożkowa mp ineydentna z środki ей W i punktami 1P , 
2 Z przecięcia mmP oraz mmP otrzymujemy pary punktów osi akoli­neaeji t  , t ,

Dokonajmy prostokątnego rzutu na płaszczyznę sc prostej m i prsy 
porządkowanych jej w związkach lAajjrj i /A^w! stołkowych ny, , mp . 
Stwierdzamy pokrywanie się rzutów środków akolineaeji tV=W'aruz p»»*- 
tóW|. 1p= Tp v 2'p =* 2p , Ponieważ rzuty stożkowych /77i f77e> 0̂, 9к!ГШ8р 
®i przechodzącymi przez И-"'wynika stąd, że zachsdzii

Konsekwencją powyższej relacji jest pokrysraaie eię w prostokąt- 
Egrch rzutach na vc punktów przecięcia się m z mP oraz m % mp , czyli 
punktów osi akolineaeji f  i fPonieważ prosta m przyjęta została 
dowolnie - wynika stąd, że zmieniają© jej położenie otrzymujemy in 
ne pekrywająee się w rzutach aa sr punkty osi i i t  czyli, że zacho 
dzi *»?'. Okrąg t  = t ' jest osią płaskiego związku akolineaeji środko 
wo-oeiowej I A J  przekształcającego stożkową с 'w prostą cP .
Udowodniliśmy, że nie zależy ona od wyboru paraboloidy JT realizu­
jącej akelineacyjne przyporządkowanie układów o różnych podstawach 
stożkowej сей) i paraboli cPetiP w związku //W/ (można wnioskować, 
że dla danej stożkowej с i płaszesysDey f  - paraboloidy 7Г , 7Г , o- 
kreślone jak wyżej, przenikają się z sobą m.in. w elipsie t  , któ­
rej rzutem na płaszczyznę oc jest oś t ‘ ).
Wynika stąd, że istnieje jeden tylko związek М>/ o środku '̂przy­
porządkowujący stożkowej с' prostą cp .

Zauważmy jadnak, że w miejsse stycznej s'//c'p (rya, 19) można fcy- 
ło rozważyć prostą s}//s'//cp styczną do stożkowej c ‘ w punkcie W, i 
przeprowadzić analogiczne rosumewanie. Stwierdzilibyśay wówczas 
istnienie również jednego, niezależnie od pośredniczących w rozu­
mowaniu paraboloid Л  , zwiąsku /А о / przekształcającego stożkową c’ 
w prostą cp , lecz o środku Wj i osi t ’t . Wnioskuj eoęr zatem, że je­
dynie dwa związki akolinsacji środkowo-osiowej /Ао! i / 40L  mogą 
przyporządkowywać danej stożkowej с 'daną prostą c'P.
Zauważmy jeszcze, i@ przyporządkowanie takie nie zawsze jest moż­
liwe. Gdyby na przykład ąako stoiskową '̂przyjąć parabolę, a jako 
prostą Cp - jedną s jej stycznych m*c'P, wówczas ponieważ nie ist­
nieje różna od m ' styczna s'//cp musiałoby zachodzićt s'=cp ,  W 'e c'p. 
Konsekwencją przynaleteości punktu Sdo prostej cP byłoby przypo­
rządkowanie jednego, tego samego punktu Mp=W‘-ąrostej cp wszystkim 
punktom stożkowej c'* co przeczy własnościom związku akolineaeji 
średkowo-osiowe j «
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11) Twierdzenie 5.
Utworem przyporządkowanym w związku /А л / dowolnej stożkowej с'есо' 

może być prosta, okrąg lub krzywa rzędu czwartego Cp с cJp .
Dowód,
Możliwość przyporządkowania stożkowej o'okręgu lub prostej c ’p  

rozstrzygają twierdzenia 112*
V celu udowodnienia możliwości akolineacyjnego przekształcenia staż 
kowej w krzywą rzędu czwartego weźmy pod uwagęt dowolną stożko­
wą c' na płaszczyźnie vc jako kierującą powierzchni walcowej T  o 
tworzących prostopadłych do płaszczyzny ж , dowolny przekrój tej

powierzchni - stożkową 
с oraz dowolną parabolo 
idę obrotową JT o osi 
iJ-tc* Rozważmy powierz­
chnię stożkową Ф o kle 
rującej с i wierzchoł­
ku W dowolnie przyjętym 
na paraboloidzie JT. 
Powierzchnia $ przenika 
się z powierzchnią JT 
w krzywej rzędu czwarte 
go - cP t która może być 
interpretowana jako 
rzut stożkowej с na pa- 
raboloidę Л  z punktu 
Y/e TT, Krzywe с ± Cp aą 
sobie przyporządkowane 
w związku akolineaeji 
środkowo-osiowej ukła­
dów o różnych podsta­
wach (A^itI ,Wynika stąd, 
że ich rzuty prostokąt­
ne na płaszczyznę - 
krzywe с i ci są sobie 
przyporządkowane w płas 
kim związku akolinea- 
cji środkowo-osiowej 
/А о /, Ponieważ przy o- 
gólnych położeniach stoż 
kowej с i środka W po­
łożenie krzywej cp wzglę 
dem płaszczyzny ж nie 
ma żadnych cech szcze­
gólnych - przeto rzutem 
Cp jest również krzyva 
rzędu czwartego (rye#20>
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Zauważmy, że dowód powyższy przeprowadzić można preeto w opar­
ciu o dowód twierdzenia 2. Zfcadajagr bawiera ilość ponktów przeei*- 
eia utworu Cp e a)/, dowolną prostą m'p « W tjia celu wyznaezny utwór 
т 'аil akolinsaeyjny w związku M o / z prostą /»/ e o 'a jest nią Kgodrde 
z  roawaśazdaHd punktu 8,ustąpu 3 .3 .1  stożkowa/??'iacydentna я śród- 
kim W' związku ///<?/• й?*у ogólnym parzyjęciu stożkowa rn' przeeiaa 
się z stożkową o'w  ostereoh punktaefeu Wynika stąd, że dowolna pro­
sta mP posiada z krzywą c-р ©stery punkty wspólns, ożyli, że có  
jest kisywą rzędu czwartego.

3*3.2. jŁag-taafljtaaia związku Mo!

33



Możliwość akolineacyjnego przekształcenia stożkowej w prostą 
czyni przydatnym związek /А0/  do zastosowań w zadaniach konstruk­
cyjnych dotyczących krzywych stopnia drugiego.

Przykłady
Zadanie 1. Dana jest parabola c'określona punktani A ', B ' śred 

nicą A S '00± styczną ̂ 'przynależną do punktu A ' , Wyznaczyć punkty 
przecięcia paraboli с'dowolną prostą m

Rozwiązanie (rys. 21).
Poprowadźoy prostą p '/ / s'przynależną do punktu B'± wyznaczmy na 

niej w oparciu o symetrię ukośnokątną trzeci punkt paraboli C'. 
l̂ r&ktujay prostą p ‘ jako utwór akolineacyjnie przyporządkowany pa­
raboli с - p -Срь Przy taki® założeniu punkt A 'jest środkiem W ' 
związku akolineaeji J A 0l » a punkty 3 'i <?'wspólne obydwu utworom 
(paraboli i prostej) są elementami osi akolineaeji t \  Hiewłaściwe 
mi punktowi paraboli S'°°odpowiada w związku /А0/  punkt Sp prostej 
c'p • Zauważy, że prostej niewłaściwej n/co stycznej do paraboli w 
punkcie S 00przyporządkowany jest akolineacyjnie okrąg nP styczny 
do Cp w punkcie Sp * W celu skonstruowania osi akolineaeji t  wy­
starczy wysnaozyć środek 0 'okrąga n ‘p , gdyż jest to okrąg granicz­
ny związku / Ao/• Dla tak określonych elementów związku /-4o j należy 
przekształcić akolineacyjnie na okrąg mp daną prostą m '(okrąg m ’p 
przechodzi przez punkt W'± punkty przecięcia prostej m'% osią t '  ) , 
a następnie wyznaczyć punkty fp , 2p w których okrąg m'p przecina 
się z prostą c'p . Znalezienie punktów 2 ' przyporządkowanych w 
związku }A0f  punkt025 1p i 2p (na promieniach akolineaeji i prostej 
m ') stanowi rozwiązanie zadania»

Zadanie 2. Dane są cztery dowolne punkty hiperboli А \  £ \  С' . 
0 ' i. styczna У  do krzywej w punkcie Wyznaczyć asymptoty hiper­
boli.

Rozwiązanie (rys. 22).
Przyjmujemy prostą cp akolineacyjnie przyporządkowaną hiperboli 

c ' w związku /A o l o środku A ', Spełniony musi być przy tym warunek 
cp //s * Dla uproszczenia konstrukcji przyjmujemy О'ес’ь* Wówczas
punkt D jest już jednym, znanym punktem osi akolineaeji '̂.Rozważ­
aj prostą Znając przyporządkowany jej akolineacyjnie okrąg
a ’P (przechodzący przez A'=W i. punkty Bp=W‘B'-c'p,Cp~W'C'ćp przyporząd 
kowane punktom B‘C') z punktćw przecięcia się tych utworów wno­
simy o dalszych elementach osi akolineaeji a'cp =
Znalezienie osi akolineaeji i ' ź'',-?') pozwala na wyznaczenie o- 
kręgu granicznego np związku /А0/  jako wspćłśrodkowego z i ' i przy 
należnego do punktu W'» Punkty przecięcia okręgu granicznego П'р 
prostą Cp — Uf, i Q'p odpowiadają akolineacyjnie niewłaściwym punk­
tom hiperboli U’™i Q'°°. Konstrukcja asymptot sprowadza się do wy-



znaczenia prostych u.' i ę ' akolineacyjnie odpowiadających eto*gom Up 
i qp styczny* do prostej Cp w punktach Up i Qp •

Zadanie 3* Dane są dowolne dwa punkty Ap , ̂  oraz nierozdziała 
jąca je i nie przechodząca przez żaden z nich prosta £/• . Wyznaczyć 
okrąg r'p incydentny z punktami Ap i Bp t styczny do prostej c'p .

Rozwiązanie (rys* 23)«
W konstrukcji posłużymy się związkiem akolineaeji órodkowo-osio 

wej /А о / łączącym daną prostą Cp z dowolnym okręgiem c ' stycznym 
w punkcie Ap do prostej s'/!c‘p . Dwa punkty osi akolineaeji t ' stano­
wią punkty przecięcia się prostej c'p z okręgiem c'- /'t i5', dalsze



dwa {3 i 4 ') otrzyeujeEgr z rozważenia dowolnego okręgu q'fi (dla u- 
proezczenia konstrukcji prsyjęto 4> e ) oraz odpowiadającej raa 
akolineaoŷ ni® preetej f'. Wyznaczywszy punkt B \  przyporządkowany 
w związku iA 0f  punktowi &'p , konstruujemy styezne do okręgu c' 
przechodzące przez B \ Styczny® ty® akolineacyjnie odpowiadać będą 
okręgi styczne do c/> i przechodzące przez punkt Bp , a jednocześ­
nie Ineydentne z punktea A/> jak® średkia® akolineaeji. Ha rys. 23 
wyznaczono jeden okrąg rosviązujący zadanie - rj, . Elemente® po­
średniczący® w konstrukcji jest punkt Cj> = C \ tj. punkt przecięcia 
oal akolineaeji t 'prostą r ' styczną do okręgu c '.

Zadanie 4. Dane sąt elipsa с'określona parą średnio sprzężonych 
M'N'± Р'й' oraz parabola с ' określona punktem /V=//'wra7. z przynależną 
do niego styczną Tri', średnicą MS'00i  punktem R‘ 0 Wyznaczyć punkty 
przecięcia się elipsy c ‘ z parabolą c_' przy założeniu, _że obydwie 
krzywe posiadają wspólną styczną rn'*m’ w punkcie M'~ M r.
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2'=2'=2Z=2L

Rys. 24
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Rozwiązanie (rys* 24).
Traktując punkt M~M'$ako środek akolineaeji Â obYdwie 

możemy przekształcić na tę samą dow o l n ą ^ J 1̂ ? ^  2 2 S d
К ' ? ! ЯГ ? ЧГ ̂  I ?* OTlą2kl ®kolineaeji, związek /^/ o środ ЛГ / P̂ z*k3ztâ a,1ący na prostą с elipsę c oraz związek
Чч-L « ** ^  i fSi i PP^^ewadeająey na prostą <?> parabolę <з~ .

“ i*  г 1 *' • » C.1U « р и . и ^ г . ’к о в й р л .»prostą <> «укг^Лдг рггоа р и И  л ”.  D siftt  to o i ю щ  je s t  od r i .  
zu jeden punkt osi t ' -  punkt wspólny elipsy c ' l  prostej c'P • л̂ -л*.

pû f y te3 081 otrzymany z przeeięcia dwóch akolineac/j nie przyporządkowanych sobie utworów w związku //fQ/% prostej o '
w S ^ i e  V  Р8У * PUBkCi* Q ł oVpęgU #  ®*3reznego do prostej ̂
« S a S S i ” 180*1 w 1.; zvr6<S№y uw««4_aa fekt, że okrąg P jeet Z  f  !!! Z ęgl,HE J ânieznym /7/ związku /<, /.Ponieważ okrąg graniczny/?; stykasię z prostą c'fi w punkcie Ji i * 
definicji przechodzi przez W~4=M'~ środek 0' osi P leży w piecie» 
te* Padłe‘l d° ̂  pr2echodx̂ ceJ Przez $  z symetralną odoin-

jeden dowolny punkt osi ?/ dl jej skonstruowania. Sa rys. 24 znaleziono dwa takie punkty ja­
ko elementy zjednoczone dwóch przyporządkowanych sobie w związku
« /  “Е Е Й , * " * * *  p№^ ^ ^ ' “iJ*olineacyjnego z nią okrf
S o Ł n ^ f  ? w ' egC PrZ6Z ^  ̂  1 Dysponując osiamiakolineaeji i ( przeprowadźmy następujące rozumowanie. keźm? pod
uwagę dowolną paraboloidę obrotową ТГ o osi £ prostopadłej do pła-

paraboloid« ̂  * kierunku osi г punkt prostą <5̂  i oaręgi ć' i t '  .

Otrzymujemy punkt /V, parabolę л, i elipsy £ oraz cMMfaw 
powierzchnię stożkową # o wierzchołku Ж i kierującej o, .Przekroje 
powierzchni # płaszczyznami o) ( t e <») ± £  (teaj) odpowiadają akoli- 
neacyjnie parabo11 w związkach* /А^ут/ o wierzchołku IV i osi t  
oraz f a n /  o wierzchołku W  i osi ć . Rzutami prostokątnymi na pła­
szczyznę rysunku układów akolineaoyjnyoh w związkach f/lcjni i /А лл/ 
są utwcary przyporządkowane sobie w płaskich związkach akolineaeji

ś£ >ókieB odpowiednimi osi^i Л  Stwierdzaj, że są to związki identyczne z /Аа /  i /Ао/  (por.
*  L „ l i i  ^  * elfpfla c 1 Perabola ć' są prostokątnymi rzuta-
fx>S s ^ ™ ^  T3rf aJu kr^ y ęh przekroju powierzchni stożkowej
leżeS w* Va&ły kraw9<łź^=^. Jest oczywiste, żejeżeli istnieją punkty przecięcia się stożkowych с i с , to leżeć
one ““szą na prostej к  . Prostokątne rzuty na płaszczyznę rysunku
• T ^ I T ^ A 0 04 рш“ "*
Konstruując prostą A '  zauważmy, że dwa jej punkty /'i i>' stanowią 
punkty przecięcia się osi ć i i '. Punkty te należą równocześnie do
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układów elipsy с', i paraboli 5' oraz do akolineaeyjnego z wian ober a™ 
zu Cp * Możemy s&teas napisać*

/'* r  = tp = /; ; 2 '~ 2 '  = 2 'p= 2 'p

Wynika stąd, że w związkach M>/ i /4э / prostej ̂ ^  przyporządkowa­
ny będzie ten sa®okrąg k'p ~kp (jv't /p t 2p~$)* Punkty 7p ± JTp t w 
których okrąg kj,=/<p przecina prostą odpowiadają akolineacyjnie 
punkt on wspólnym <c'i ̂ 'e
Szukane punkty znajdujemy na promieniach akolineaeji i prostej k '  
jęto»* I '=  WTp k ' ,  JT'~ WJLp ■ k \

Zadanie 5« Dane są* elipsa с przechodząca przez punkt O,' i hi­
perbola C przynależna do punktu P ' t styczne do prostych/77'i n ' w 
punktach M*M% N^N'» Wyznaczyć punkty przecięcia się elipsy c ' z hi­
perbolą c \

Rozwiązanie (rys, 25),
W oparciu o twierdzenie 1 przekształćmy akolineacyjnie obydwie 

krzywe w okrąg Cp, Przyjmując okrąg Cp stycznie do prostych m ' i 
n'otrzymujemy środek przekształceń akolineacyjnych* m'n'= W'.
Z«łćż«y9 że przekształcenie elipsy с' w okrąg cp realizuje płaski 
związek akolineaeji /4?/, przekształcenie natomiast hiperboli w 
ten sam okrąg - związek Д,/.
Wyznaczmy osie obydwu związków akolineaeji И 0/  i /4,/ - okręgi
t '±  t ' .

W tym celu skonstruujmy* w związku lA0f  przyporządkowane sobie* 
prostą a*MW i  okrąg a'p(Mp,Np,W) (gdzie punkty Mp lA /p są odpowied­
nimi punktami styczności okręgu cp do prostych m'± n ' ) oraz prostą 
b ^kfn ' iokrąg bp(Mp,Qp,№)'j w związku /'A0/  przyporządkowane sobie*
groatą a W  i okrąg a ‘p ( Mt, ML. W  )= Oh oraz prostą d'** N 'P‘ i okrąg
Wyjaśnijmy przy tym, że punkty up i wybrane zostały z par punk­
tów przecięcia okręgu c'p odpowiednimi promieniami akolineaeji do­
wolnie,

Elammty zjednoczone utworów przyporządkowanych sobie akolinea­
cyjnie w związkach Ио /  i M o / wyznaczają osie /'i Dla danych 
osi akolineaeji t ' i t  powtarzamy rozumowanie z zadania 4, Rozważâ » 
my krawędź к płaszczyzn o) i u) określonych rzutami na paraboloidę 
JT okręgów z" i t \  Punkty przecięcia się osi t ' i 2^1 /i/'i Z '=2' 
wyznaczają prostą к ‘к ’» W obrazie c ’p akolineacyjnym z elipsą , c ‘ i 
hiperbolą c' prostej k*fć‘ odpowiada okrągkl-Hp przynależny do punktów
fp-ip% ż f - ą , i w '.
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Rys. 25
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Znalazłszy punkty przecięcia się ©kręgu kp^^p в okręgiаш с/, -
IL-ILI ll’I'p wyznaczену pacę szukany eh punktów wspólnyeh_ elipsy c' 
z hiperbolą с' na promieniach akolineaeji i prostej Je* — J ,  JT . 
Pozostałą parę punktów przecięcia się stożkowych c i  e' otrzymać 
można zmieniając założenia odnośnie przyporządkowania punktów .©- 
kręgu eć punktom stożkowych, fak np. rozważając jako eleoent gcoli 
neacyjnie odpowiadający punktowi P1 punkt P)p w miejsoe punktu p o— 
raz punkt Q‘)P w miejsce Qp jako element przyporządkowany akoljLnea- 
cyjnie punktowi ą ' elipsy ustalamy nowe wiązki akolineaeji M o h i 
/A0 L . Osie tych związków - okręgi i', i t'i (niezaznaczone na rys.25) 
wyznaczają nową prostą 'f/"*/, na której leżą pozostałe punkty prze­
cięcia się stożkowych e' i c ' j JB =M' oraz W'=7?\

3.3.3. Inwersją jek.q_lłj«raślay_prg7padck ywĄąąSH f t o j

Rozważaj taki przypadek płaskiego związku akolineaeji środkowo- 
osiowej, w którym środek akolineaeji K/ jest środkiem osi t  , Przyj* 
Bjijay dowolną prostą ' incydentaą z punktera W i rozpatrsasy ажз 
reg punktów układu co' o podstawie <£' t (Aj С

Z rozważań ustępu 3.3 wiadomo, że utworem przyporządkowanym w 
obrazie ̂ szeregowi (f ' j będzie szereg gp (Ap,Bp,Cp..j, przy еда 
o'-qLt (о")Л Wp)» ,Zauważmy, że z przyjęcia środkowego względem punktu W położenia 
osi akolineaeji f  wynika równoległość płaszczyzny układu co do pła­
szczyzny rzutów я". Konsekwencją takiego założenia jest przyporząd­
kowanie!

a) punktowi Gp = /V obrazu — prostej s 00 układu oJ
S * cJ vcr

b) punktowi układu a)' - prostej £'°° obrazu alp
( ęp jako płaszczyzna styczna do paraboloidy JT 
w jej środku S 00 jest płaszczyzną niewłaściwą 
por. ust.3).

Wynika stąd* s '° °~
Przyjmijmy,

s - G

Ponieważ* G'°°= Fp°°, zatem w szeregach

istnieje para elementów zamiennych f T ’ -  Gp , £/o0= /■Г ) .

41



Szeregi (g ) i (ę i ) twarzą więc inwelueję. Punktami zjednoczonymi 
szeregu inwolucyjnego В'Вр...) *>ą punkty przecięcia pro­
stej z osią akolineaeji - /'-w u'~t/p* Wynika stąd harmonioz-
ność czwórek*

( A'A'f, T'U ') -  (B'B'p T'U') = - 1  >

eo oznacza, że punkty Ą b '.... układu co'i punkty obrazu -
odpowiadają sobie w przekształceniach przez promienie odwrotne czy
li ierersję [7j*
Шйшту więc stwierdzić, te inwersja startowi szczególny przypadek 
płaskiego związku akolineaeji środkowo-osiowej /До/*

V oparciu o rys* 26 przeprowadzić można inny jeszcze dowód po­
wyższego związku* Rozważmy układ 0) ' i obraz cJjb złączone takim z wiąz

ki «a akolineaeji środkowo-osiowej JAJ 
w którym oś jest okręgiem t '  o środku 
zjednoezonym z środkiem akolineaeji W', 
Przyjmijmy dowolny punkt A'eo)'\. skon­
struujmy przyporządkowany mu punkt 

¥ ty® eelu obierzmy prostą a ' 
przechodzącą przez A ' prostopadle do 
W'A• Punkty <?', w których a ' prze
eina oś akolineaeji i ' oraz punkt W '
wyznaczają okrąg ajt> przyporządkowany 
w obrazie Cif, prostej a \  Punkt prze­
cięcia prostą W'Ał okręgu ctp (różny 
od Wł ) jest szukanym, przyporządko­
wanym punktowi A ’ punkt eo A/> • 
Zauważmy, że*/^/'-/Ж///jako ramiona 
kąta wspartego na średnicy okręgu . 
Wynika stąd, że prosta А р1' i analo­
gicznie A/,2' są stycznymi do okręgu t \  

t czyli, że prosta a' jest biegunową
punktu//, względem okręgu t '  9 Ponieważ z założenia А'е a 'punkty A ' i 
A/t, są sobie przyporządkowane w inwersji, eo należało udowodnić [8],

4. ZWIĄZEK ЛКОЫНЕ ЛСЛ ŚRODKOWEJ W PRZESTRZEHI

Przyjmijmy dowolny punkt W i nieincydentną z nim, niezdegenero- 
waną kwadrykę •£ «
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Rozważmy związek zaohodzacy pomiędzy przestrzenią Z  i przestrzenią 
Zr { w którymi

1) Każdej płaszczyźnie «.eZ nieprzechodzącej przez punkt W przy­
porządkowana jest w przestrzeni EP dokładnie jedna, ineydentna z 
punktem W kwadry ка należąca do pewnego zbioru (/f) i odwrotnie - 
każdej kwadryce fŁp e Zp zbioru (/r) przyporządkowana jest dokładnie 
jedna płaszczyzna przestrzeni Z  . Kwadry ki zbioru (>f) mogą być 
zniekształcone. Każdej płaszczyźnie vr przestrzeni Z  incydentnej z 
punktem W przyporządkowana jest zjednoczona z nią płaszczyzna ж» 
przestrzeni ZP ,

2) Układowi płaskiemu cOeZ o podstawie cc przyporządkowany jest 
układ fy eE p o podstawie 1Г=аР akolineacy jny z nim w związku lAaJrl
o środku W .

3 ) Zbiór przyporządkowanych samym sobie punktów wspólnych prze 
strzeni Z  i Zf> leży na kwadryce-fó 1 wynika stąd, ie przyporządkowa­
ne sobie utwory obydwu przestrzeni np. płaszczyzna cceS i kwadryka 
CCpeS,:, przecinają się w utworach przynależnych do kwadry ki ̂  .

Związek łączący przestrzeń Z  z przestrzenią o własnościach 
1+3 nazwijmy związkiem akolineaeji środkowej przestrzeni lub prze­
strzennym związkiem akolineaeji środkowej i oznaczmy symbolem /А 3l

Punkt W zgodnie z dotychczasową terminologią nazwijmy środkiem 
związku /А 3/ , a proste wiązki (jv) - promieniami akolineaeji, Kwad 
rykęJ2 nazwijmy kwadryką podstawową lub zjednoczoną przestrzennego 
związku akolineaeji środkowej /А 3/ ,

Zauważmy, że przekrój przestrzeni Z  i Zf, dowolną płaszczyzną Щ 
incydentną z środkiem W wyznacza układ cJt =T; Z  i obraz aJlb = *rt- 
złączone z sobą płaskim związkiem akolineaeji środkowo-osiowej 
/Ax h • W związku tym środkiem jest punkt W a osią Ą. - stożkowa 
przekroju kwadry ki podstawowej^ płaszczyzną Jiz , Relacja ta jest 
oczywista, gdyż z własności 1r3 związku j4 3/  wynikają dla przekro 
jów płaszczyzną X i własności definiujące związek paneli •
Można stwierdzić również zależność odwrotną. Jeżeli przekrój dwóch 
przestrzeni Z  i dowolną płaszczyzną wiązki (lV) - щ  wyznacza ta 
ki układ a)i Z  i obraz , w których zachodzi płaski zwią­
zek akolineaeji środkowo-osiowej IAx l i o środku^ i osi t i , przy 
czym wszystkie osie t; związków 1Ал 1с leżą na jednej kwadryce J2 - 
przestrzenie Z  i Zp są sobie przyporządkowane w przestrzennym 
związku akolineaeji środkowej /А3/  o środku W i kwadryce podstawo­
wej , Należy tylko jeszcze dodatkowo założyć, że w przestrzeniach 
£  i Ep jest zachowana relacja przynależności.

Zauważmy bowiem, że:
a) Własność 3 ) związku /А 3/  jest konsekwencją warunku przynależ 

noś ci osi ±i wszystkich związków IAT IL do jednej kwadryki J2 , Po-
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nieważ w każdej płeazczyinla wiązki (iv) zbiór wszystkich punk­
tów zjednoczonych układów akolineaeyjnych Ą -eZ t tworzy stoi
kową ii - kwadryka S2 jest istotnie miejscem geometrrycznyia punktów 
zjednoczonych przestrzeni^ i ^ .

b) Dla okazania własności 1) związku (A 3/  wystarczy rozważyć do 
wolną płaszczyznę cc (Л'попеа:) i przecięcie jej wiązką płaszezyzn
•R-i .

Przyjmijmy i &c, <x = a , ,  #vz ce = аг .
Prostym o>9 og ,... w związkach /4г/, » lĄ*lz » przyporządkowane są 
odpowiednie stożkowe a!p , aip ... Punkty wspólnej a ,o1f> , a2 aZf> bę­
dące elementami osi t , , tz zgodnie z założeniem leżą na jednej kwad 
гусе, a patero, jako incydentne z płaszczyzną er - na jednej stożko­
wej ta . Zauważmy, że stożkowe atp , oZ/b i t a posiadające z sobą aześd 
punktów wspólnych wyznaczają dokładnie jedną kwadrykę cep .Na kwa­
dryce tej leżą wszystkie stożkowe ctćp akolineacyjne w związkach/&/• 
z prostymi płaszczyzny cc , gdyż każda z nich przecina się z stożko 
wymi a,P i QZf> (obrazy prostych o, e a  przecinająoych się),przechodzi 
przez punkt W i przecina się z osią ta w rzeczywistych lub urojo­
nych dwu punktach. Wynika stąd. że kwadryka ftp jest obrazem płasz­
czyzny a , czyli, że własnośó 1) związku /A3/  jest spełniona.

ę) Własność 2) związku /A3/  wynika z rozważań przeprowadzonych 
w punktach a) i b).
Na podstawie powyższych uwag wprowadzić można następujące określe­
nie 1

Definicja 7.
Dwie przestrzenie nazywamy środkowo-akolineacyjnyml w związku 

/А 3/ o środku W i kwadryce podstawowej J2 , jeżeli ich przekroje do 
wolną płaszczyzną wiązki Qv) są złączone płaskim związkiem akoli 
neacji środkowo-osiowej /Ąx li o środku W i osi a relacja
przynależności w przyporządkowanych sobie utworach jest zachowana.

4.1. Elementy określające związek l  A 3!

1) Niech dane będą trzy niewspółpłaszczyznowe pary przypórządko 
wanych sobie punktów* AApt BBpt CCp 1 kwadryka podstawowa i2. Wyka­
żemy, że elementy te określają jednoznacznie akolineacy jne w związ 
ku /AV  przekształcenie przestrzeni w siebie. Weźmy w tym celu pod 
uwagę płaszczyznę a*ABC (rys. 27) i przyporządkowaną jej kwadrykę 
CCf> przechodzącą przez stożkową ta=aQ% incydentną z punktami AP t Bp% 
Cp i W - AAp &Bf> .
Rozważny dowolny punkt Mnoneccprzestrzeni Z  .
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Aby wyznaczyć przyporządkowany pmikt Mf. przestrzeni wprowadź 
dowolną płaszczyzny pt, (Me/*) i skomitrurojmy przyporządkowaną jej

kwadrykę^* Zgodnie z włass 
nościml związku /А3 f  kra- 
dryka/i/. przechodzi przez 
stożkową iOT-/Ą punkt W i 
przez stożkową /rp e<zp przy­
porządkowaną krawędzi / c ^ a .  
Punkt przebicia kwadry ki jUP 
proBieniem WM jest szuka­
nym punktem Łatwo stwier 
dzić, te położenie punktu/%> 
nie zależy od sposobu przy­
jęcia płaszczyznŷ  .Załóżmy 
bovieat że w miejsce p- 
prayjBuieosy inną płaszczyz- 
nąfi , ineydentną z punktem//. 
Kwadryka ( i1p konstruowana 
analogicznie jak kwadryka/̂  
przynależy de stoiskowej tm = 

punktu W i stokowej 
fc,p eap przyporządkowanej kra 
wędzi kf-fAfOC.

Zauwa&ny, te zgodni® z 
własnością i) związku (  43 /  
i zawartym w własności 2) 
warunkiem zachowania przyna 
lotności, kwadry ki fLf> i p tp 
przenikają się w stożkowej. 
Stożkowa ta, (p =(*■/> jest
utworem przyporządkowanym w 

przestrzeni £/> krawędzi pPtJeZ» Rozważany punkt Aplety na l/> ,
gdyż krawędź t z założenia przechodzi prze* punkt/V. Wnioskujemy
więc9 te przyporządkowanie punktu Mp punktowi M jest niezależne od 
sposobu konstrukcji, cssyli, że przyjęte na wstępie dan* określają 
istotnie jednoznacznie akolineaoyjne przekształcani* przestrzeni w 
siebie*
Z dalszych elementów określających przestrzenny związek akolinea- 
cjl środkowej /А3/  wymienić można*

2) Kwadrykę podstawową*/?, dowolną kwadrykę ccP e  Zp przenikającą
się z kwadryką J2 w stożkowej oraz parę przyporządkowanych sobie
punktów Cp eZf> i C eS , (płaszczyzna a e S  przyporządkowana kwadryce 
<Zp jest jednoznacznie określona jako płaszczyzna stożkowej przeni­
kania Op&t zgodnie z warunkiem przynależności We a.p , prosta CCP 
winna być tak przyjęta, aby przebijała kwadrykę a.p w punktach rze­
czywistych)»
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3) Dwie przenikając* się w rzeczywistej stożkowej kwadryki Gp 
i fi? , przyporządkowane im płaszczyzny a- i /3 oraz para przyporząd­
kowanych sobie punktów Cfie^, i C eS  z zachowaniem warunków*

a)/r=a/3 i kp^Kpfip - współpłaszczyznowe, С nonelr, Cp non ekP ,
b) prosta CCf, posiada z stożkową kp co najmniej jeden rzeczywi­

sty punkt wspólny.
Podobnie jak w ustępie 3*1 rozpatrzmy jeszcze elementy określające 
szczególny przypadek przestrzennego związku akolineaeji środkowej 
И о ! * w którym niezdegenerowanym obrazem płaszczyzny jest zawsze 
sfera, a niezniekształconą stożkową przestrzeni Zp przyporządkowa 
ną prostej - okrąg, W przypadku tym omówione wyżej warunki ustala­
jące związek /A g! równoważne są przyjęciu*

i) sfery podstawowej J2 i pary różnych, przyporządkowanych 
sobie punktów /ej’, Ap eSp nieleżących na sferze J? j

la) sfezy podstawowej -Q i środka akolineaeji W }
Ib) czterech niewspółpłaszczyznowych par przyporządkowanych 

sobie punktów AAp, BBp , CCp , ODp z wykluczeniem współpła 
szczyznowośoi czwórki А В  CO.

Ilia) dwóch przenikających się w rzeczywistym okręgu kp sfer 
a> » przestrzeni , przyporządkowanych im w przestrze­
ni Ź  płaszczyzn cc , /з oraz środka akolineaeji W e kp (w o- 
kreśleniu przyporządkowania cep i <x oraz /?/> i /3 zawarty 
jest warunek współpłaszozyznowośoi krawędzi k=a/3 z okrę 
giem kp = «р /ЗрJ  •

Illb) jednej sfery ap eZp i przyporządkowanej jej płaszczyzny
oraz jednej pary przyporządkowanych sobie punktów 8p e £ p  
Bp noneefy,  B e E , S none«r, z warunkiem istnienia 
rzeczywistych punktów wspólnych <Xp - BBp .

4,2, Niezmienniki przestrzennego związku akolineac.1i środkowej
W 7

Uwzględniając własność 2) przestrzennego związku akolineaeji 
środkowej (por, ust, 4) oraz definicję 7 stwierdzić można,że nie­
zmiennikami przekształcenia utworów płaskich przestrzeni £  w
przyporządkowane im w związku /А 3/  utwory przestrzeni Zp są przy­
należność i rzutowość (por, ust, 2,2 i 3.2;,

Rozpatrzmy cechy niezmienne utworów trójwymiarowych przynależ­
nych do przestrzeni 2  i przyporządkowanych im w związku / ^  /  obra­
zów w przestrzeni Zp ,
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Pękowi płaszczyzn przestrzeni £  * ć(<zyĄ p ..) przyporządkowany jest 
pęk powierzchni tf> opisanych na stożkowej Cp •
Rozpatrzmy pęki*

Ł> ( а 1> f i l ,  Г г - " )  Я  /Зг ; У г )

i przyporządkowane im obrazy*

Lfp ( a *p> fi/= ■ ' • )  j  Ljtp ( a Zp  } f e p  - • - )

Ponieważ przekrój tych utworów dowolną płaszczyzną z? incydentną 
z środki «a W daje pęki,

L f (.Ojj bf ) Cf • • Л £-2 fo'g j  j  cz . . . )
i

ł-ff> ( atp> > b)f>, Cip ■ J  у f  вгр> C2p • • • )  p

przy czym* (Z//&)/T"(4̂>) (ust. 3.2) - na podstawie perspektywiczności

Л ( l , ; , ) }  ( 1 г р )  Л  (/ - г р )

wnosimy, że zachodzi*

( Ltf>) A ({* /> )

W analogiczny sposób dowodzi się, że obrazami wiązek przestrze­
ni Z  * \P7 )и (/| ) są rzutowe wiązki kwadryk i stożkowych prze­
strzeni Zf, * (Pff, )/f (Ąt)»
Na podstawie powyższych rozważań oraz określenia związku /А 3/  
(por. ust. 4) stwierdzić można, że rzutowość i relacja przynależno 
ści są niezmiennikami omawianego, akolineacyjnego przekształcenia 
}A3/  przestrzeni 2Г w przestrzeń

x  Z uwzględnieniem marginesowych uwag ze str. 10 i 19.

9
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*•3® udm . akolinaacji

4.3*1, Własności zwiąsku Mol

W «stępi» 4*1 «Mówiono warunki określające aaczególsjy przypadek 
przestrzennego związku akolinaae;ji środkowej Ml / , w którya abra- 
saad płaszczyzn i prostych ргяуаайаАзусЬ do przestrzeni 2  są odpo­
wiadał© sfery i okręgi należąca do przestrzeni^, Z uwagi aa moż­
liwość wykorzystania tego związku w niektórych zadaniach konstntk- 
oyjiayeh g®craetrii wykreślnaj (peer. ust, 4*3.2} rozpatrzay szczegó­
łowo niektóre 2ego własności •

1) Punktowi <?f. =W obrasu £ ь przyporządkowana jest w przestrze­
ni Z  płaszczyzna 6~ * Płaszczyzna ta jest mielcem gessaatryesiayBi 
krawędzi przecięcia się płaszczyzn przestrzeni £  « а  , f i , ,.e *
płaszezysnasai etyessynai w pmsfejie Ж  do obrazów ccf , /Зр ee# * Włas­
ność powyższa wynika stąd* że w каМу» przekroju przestrzeni JT i 
Ef, płaszczyzną ineyd»«t®ą z psanktae Ж  m  щ£*jsce szezególay przy­
padek płaskiego związku akolineaeji środkowo-osiowej -  M o l  
(por. ust. 3,3.1)

2) Punktowi i5'̂K/ przestrzeni ̂  przyporządkowana jest w obrazie 
Zp płaszczyzna niewłaściwa ęp°°e Up .

3) Płaszczyźniec)eM/%o e Z przyporządkowana jest w przestrzeni 
zjednoczona z nią płaszczyzna cĄ,-cJt Poszczególne punkty płaszczyz­
ny o) są «5 Sn* od ewoieh obrazów ж wyjątki ora tych, które leską na 
sferze podstawowej i?, tj. aa stożkowej t » cJŚ2 .

4) Sfera podstawowa i sfera graniczna są współśrodkowe. Sfera 
graniczna V/, zawiera wszystkie te punkty przestrzeni 2̂ , , któi*ym 
przyporządkowane są punkty niewłaściwe przestrzeni £  , jest więc 
obrażeń płaszczyzny niewłaściwej V e  £  •

5) Dowolnej sferze freE f. przyporządkowana jest akolineacyjnie 
w związku /А Ц  i

a) płaszczyzna у  «* jeżeli W  e y fi
b) kwadryka }> - jeżeli Ж  non e  f p

Przyporządkowanie a) jest konsekwencją definicji swląeku /̂ //.Przy­
porządkowanie b) wynika z własności płaskiego związku akolineaeji 
średkewo-oslowej /  A0f  oraz z własności związku akolineaeji średko 
wo»osiow*j układów o różnych podstawach / W -/,

Sauważay bowie®, że zgodnie в własnością 5) związku /Л/ vust,
3.3.1) każda płaszesysaa przechodząca przez środek W przecina u-
twór у  pŝ ypearządkowaâ  sferse^, w stożkowej* Wprowadzając drnrol-
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ną płaszczyznę g nii-LEcyd sntną z punktem W stwierdzamy, że prze­
krój c * g y jest również stożkową*). Wynika stąd, że każda płaszczyz 
na przecina utwór у  w stożkowej, czyli utwór ten jest kwadryką [52. 
łyp kwsdryki V zależy od położenia sfary y P względem sfery granicz 
nej związku A//, a. w szczególności}

( t ) w przypadku przenikania się afery yp z sferą graniczną V/> w 
rzeczywistym okręgu nP - kwadryka у  posiada niezdegenerowaną 
stożkową niewłaściwą n °% jest zatem hiperboloidą.

/3 ) w przypadku styczności sfery y P z sferą graniczną t y  -  kwa­
dryka у  posiada jeden punkt niewłaściwy, jest więc parabo- 
loidą#

y )  w przypadku braku rzeczywistych punktów wspólnych sferze i 
- kwadryka у  nie posiada żadnego punktu rzeczywistego nie 

właściwego, jest więc elipsoidą.
6) Dowolnej płaszczyźnie przyporządkowana jest akolineacyj 

nie w związku Й о /х
a) płaszczyzna У*У/* - jeżeli W e f f .
b) kwadryka у  - jeżeli И''non e  yja

Przyporządkowanie a) wynika z własności 1) związku M o !• Przypo­
rządkowanie b) wyprowadzić można z następującego rozumowania.Każda 
płaszczyzna Ztc wiązki (łv) przecina przestrzenie /  ii”/» w układzie 
płaskim (Di i jego obrazie złączonych związkiem akolineaeji środ 
kowo-osiowej /Л>/6- . Prostej c,P nieprzechodzącej przez punkt
IV przyporządkowana jest zgodnie z własnością б) związku /%/ stoż 
kowa Ci=3Qy (ust. 3.3.1).

Wprowadźmy dowolną płaszczyznę g nieincydentną z środkiem W i 
przyporządkowaną jej w związku /4// sferę#,. Sfera §p przecina się 
z płaszczyzną yP w okręgu rp-ęp yp . Okręgowi /> przyporządkowana 
jest krzywa r=<?y . Promienie akolineaeji wiążącej okrąg /> z krzy­
wą r tworzą powierzchnię stożkową T , Wynika stąd, że r jako prze- 
którj tej powierzchni płaszczyzną <? jest stożkową.
Ponieważ zarówno płaszczyzny ягг jak i <?i przecinają utwory w 3toż 
kovych wnosimy, że utwór ten jest kwadryką.

Y IW dowodzie wystarczy rozważyć kwadrykę akolineacyjną z pła­
szczyzną §> i jej linię przenikania z sferą yP \ = tppfc • 
Pomiędzy krzywymi с i c* zachodzi związek akolineaeji środkovo- 
osiowej układów o różnych podstawach , * którym» a )- ę , JT**pP . 
Ponieważ cP jest okręgiem - krzywa с musi być stożkową (jako 
przekrój powierzchni stożkowej, której kierującą jest okrąg Cja).



7) Twierdzenie б
Istniej® przestrzenny związek akolineaeji środkowej M o l prze- 

kształeająey dowolną kwadrykę krzywoliniową §  w sferę §/» .
Dowód.
Rozmaimy dowolną kwadrykę krzywoliniową §  , opisany na niej sto 

żek obrotowy T  i dowolną, wpisaną w stożak Г  sferę .
Wprowadźmy oznaczeniaj

W  - wierzchołek stożka T
g  - stożkowa styczności kwadryki §  do stożka JT,
Sfi - okrąg styczności sfery do stoika T .
Rozpatrzmy przestrzenny związek akolineaeji środkowej M l /, w 

którym?
a) środkiem W jest wierzchołek stoika T ,
b) płaszczyźnie у  stożkowej g przyporządkowana jest incydentna 

z okręgiem gp i punktem W sfera ?
c) punkty 8e $  i .̂leżące na dowolnej prostej przechodzącej 

przez środek W s tanowią parę punktów przyporządkowanych (z 
dwu punktów przebicia sfeiy promieniem WB wybieramy jeden
dowolnie)*

Zgodnie z uwagami ust, 4.1 związek M o / jest рг-ez powyższe założę 
nia jednoznacznie określony. Udowodnimy, ż® realizuje on prze­
kształcenie kwadryki § w sferę Фр -

Zauważmy, że konsekwencją założeń a) r- c) są relacje*
d) stożkowej g e S  przyporządkowany jest oarąg gp eSfi (zgodnie z wa 

runkiem zachowania przynależności)?
e 5 dowolnej płaszczyźnie/3 przechodzącej przez punkt в  i do­

wolny punkt Meg przyporządkowana jest określona sfera До 
przechodząca przez środek tV , punkt Bp i punkt /%> egP przypo­
rządkowany punktowi M  }

f) okręgi tg = у  у/> i ̂ ^3/. definiują sferę podstawową <J2 związku 
M l /o

Dowód przeprowadzimy wykazując, że przekrój utworów^ i Ф/ь każdą 
płaszczyzną яге wiązki (УУ) wyznacza stożkowe С,-ЗГ;§Х C;p=x,$p akolinea** 
cyjne w płaskim związku /Ао/i  , którego środkiem jest punkt ^ ,a o- 
sią - okrąg t t leżący na sferze S2 * t,-ж ort-J2 .

Weźmy pod uwagę przekrój kwadryki / i sfery dowolną pła­
szczyzną pęku (jVe) - JT/ . Zgodnie z dowodem twierdzenia 1 (por.ust.
3.3.1) stożkowe c, -3tf ■§ i с,р=л,}р są sobie przyporządko­
wane w pewnym płaskim związku akolineaeji środkowo-osiowej Ho/-j •
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Przyjmijmy, że punkt W jest środkiem tego związku, a punkty 8 i Bp 
punktami przyporządkowanymi. Skonstruujmy oś związku - okrąg t? • 
Zauważmy, że punkty M0 typ, M1 f t są parami sobie przypo­
rządkowane w związku /4,/, . Wynika stąd, że prostej /^przypo­
rządkowany jest okrąg a prostej - okrąg
Punkty (,2~гп,т}р oraz 3,4щл%, są el «centami osi ł, •

Poprowadźmy przez prostą BM, dowolną płaszczyznę , a przea 
prostą 8M, - dowolną płaszczyznę fi, • Stożkowe przecięcia się tych 
płaszczyzn z przyporządkowanymi im sferami i /3/уР г 4> >

leżą zgodnie z relacją f)jaa sferze podstawowej <&■ związ 
ku Mi/, Ponieważ*(i,2)e tbf , (3,4)e ht - oś t, związku akolineaeji 
płaskiej /Ao/f% leży nSwnież na sferze podstawowejS ł związku M o i •

Dowód można by uważać za niezupełny, gdyż dotyczy on tylko pła­
szczyzn pęku (IV8), Zauważmy jednak, że dysponując związkami Mo Л 
możemy obrać dowolną irrną parę punktów 3 e f ,  3p e  ̂ .przyporządkowa­
nych sobie w związku M l/ i przeprowadzić podobna rozamowaais dla 
przekroju kwadryki $  i sfery Фр dowolną płasseayzną pęku (p'S)t 0- 
znacza to, że każdej płaszczyźnie #1 wiązki (JV) można stwierdzić 
związek M d i łączący с,=щФ i , którego środkiem jest śro­
dek związku, //*<?/, a <»ią - okrąg przekroju płaszczyzną ^  sfery 
podstawowej J2 , oo należało udowodnić.

8) Twierdzenie 7 .
Istnieje związek /А Ц  akolineacyjnie przekształcający dowolną 

kwadrykę krzywoliniową $ w płaszczyznę Фр •
Dowód.
Ponieważ przekrój utworów Ф i Фр dowolną płaszesyzną л? przecho­

dzącą przez środek związku M o / winien dać akolineacyjne w płas­
kim związku Mo /i stożkową c/*x,$ i prostą с/̂ х.ф р, przeto styczne 
Si w punkcie IV do kwadryki §  (jako styosme do stożkowych <7 ) winny 
być równoległe do płaszczyzny^.

Wynika stąd, że środkiem przestrzennego związku akolineaeji/^ 
przyporządkowującego dowolnej kwadryce krzywoliniowej Ф płaszczyz­
nę Фр może być tylko punkt styczności do tej kwadryki płaszczyzny
<5V/ ФР -Ponadto z warunku przynależności do sfery podstawowej SI zbioru 
punktów wynika, że zbiór ten jest okręgiem. Warunkiem zatem
przekształcenia dowolnej k#adryki ф w płaszczyznę Фр jest takie 
przyjęcie płaszczyzny Ф?, aby równoległa do nia j płaszczyzna <T by 
ła etyczna do powierzchni Ф w punkcie pępkowym.
Przyjmijmy spełniające powyżssy warunek* kwadrykę Ф , . płaszczyznę 
Фр i płaszczyznę styczną do Ф w punkcie /V.
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Rozważmy związek /Л;*/ określony grodkiem W± czteroma parami 
przyporządkowanych sobie punktów* (B,C,D, £ ) e  $  - (BP,CP Dp EP) e  $p  
(z wykluczeniem współpłaszczyznowości czwórki B c ą e  - por, p. Tb 
(ust. 4.1). Płaszczyzny/З-ЗСО, p-BCE oraz przyporządkowane im sfe-
ry D/>) i }'p(W;Bh Cp £.) wyznaczają okręgi /3/3^ 4 , yvp = tg us :;a
łające kwadrykę podstawową J2 związku M o l *
Weźmŷ pod uwagę przekrój kwadryki §  i płaszczyzny płaszczyzną

Zgodnie z dowodem twierdzenia 2 stożkowa с, я,Ф i prosta c,p=vr: $p 
są sobie przyporządkowane w płaskim związku akolineaeji środkowo- 
osiowej /4>/7 . Przyjmijmy, że środkiem tego związku jest punkt W. 
Wyznaczmy oś związku M 0/1 — okrąg tr . w tym celu rozważmy proste
BD»mt oraz gdzie Z7 jest punktem przebicia płaszczyzny *7 pro­
stą CE (Р=С£Л/), Prostym tym w określonym wyżei związku /A i f przy- 
pcrządkowane_są okręgi * mip (iY, Bp, Dp)  i mtp(w, Bp, ty  ̂Punkty wspólne 1,2 = 
*m,m,pi 3,4=m,m,p są elementami osi t, związku /AD/? . Zauważmy jednak, 
Ъъ\т,-ВДср , . Wynika stąd, że punkty /,2 leżą na okręgu 4  ,
a punkty - na okręgu tg , czyli, że przechodząca przez nie oś 
t / leży na sferze podstawowej *52 związku //?//.

ftrzeprowadźmy analogiczne rozumowanie dla płaszczyzny 
Stożkowa сг =л2Ф i prosta czp~ar2$f> są sobie przyparząû owane w płas­
kim związku akob.n»acji środkowej /A0 /z , o środku i osi ̂  . Pro­
ste i BQ=mz , gdzie ̂  jest punktem przebicia płaszczyzny -25
prostą oraz przyporządkowane im okręgi i т ^ ^ в ^ О р )
przecinają się w punktach Sy6 7&=тг тгр stanowiących elementy o— 
si t? . Ponieważ zachodzi* BEey ,B ąefi - przeto* ,  tfą ) e ̂
czyli oś (2 leży na sferze podstawowej J 2 .
Stwierdziliśmy, że w płaszczyznach W3D i łVB£ przekroje kwadryki# 
i płaszczyzny Фр są złączone takimi związkami akolineaeji fA0 łf i 
IA0I2 » których środkiem jest punkt W , a osie leżą na sferze pod­
stawowej *42 związku ////.

Zauważmy, że stożkowe c, i cz (przyporządkowane prostym c,p i Czp 
wras; z punktem С definiują jednoznacznie kwadrykę £  . Przyjmijmy z 
kolei dowolną płaszczyznę я3 pęku o osi WC % Wprowadźmy oznaczenia

~ ̂ 3 i  > ^зр Фр • •л1 *= M у **з JCg ^  t ) STj ■ с^ ~ •
Płas czynnie 1 przyporządkowana jest w związku /Л*/ zjednoczona 
z nią r.! Jas z v' ~ у zna £ Zp (•̂ ,*̂ ) 9 punktom /Гбсу t  ̂ odpowiadają 
punkty Kpec,p , Lf>€ cz/> czyli ?/i>, e ^  .

W płaszczyźnie ^  zachodzi związek JA0/3 łączący stożkową prze­
kroju kwadryki^ — c.; z prostą przekroju płaszczyzny фр - c3p . Wy­
znaczmy oś ^ związku /Л/j zakładając, że jego środkiem jest 
punkt .t , W ..ym celu rozważmy proste* m} = CH* m3 =CL i przyporządko-
3  , nPunkt fp wyznacza się za pomocą promienia WP na. okręgu o(lVrCp,Ep)

przyporządkowanym prostej p  -  C£. ’
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wane im okręgi: m3p Cp> */>)> m3p £p ’ ̂ -p) . Wprowadźmy dowolną 
płaszczyznę а'е/’zawierającą prostą СИ (САезе ) oraz X e Z przechodzą­
cą przez prostą CL . Płaszczyznom *? 1 Л przyporządkowane są w
związku /А * / ściśle określone sfery x r i Яр przestrzeni , przy 
czym (IV, Co . Ać/f , (W} Cp, Lp)e%p , Zgodnie z podstawową własno­
ścią związku /łj/ okręgi wspólne 4ł -  zl Mp i ^^^leżą na sferze pod 
stawowej: (ćp , ć/JeS2. Ponieważ proste гг>з%т3 i okręgi гг?зр ,  ^>зр
stanowią przekrój płaszczyzną ffC3 płaszczyzn af , Я, oraz pr2yporząd 
kowanych im sfer ać*, Л/> wynika stad, że punkty przecięcia /r?3 r?jp = 
-,9/ 0i m3 m3P^tr,f2 spełniają warunki: 4  .? ( f/ ,fź )e  t c czyli oś 
t3( W 11,V ) l*ży również na eferze podstawowej związku /А $ /, 
Udowodniliśmy w ten sposób, że przekrój kwadryki ф i płaszczyzny 
Фр dowolną płaszczyzną crc- pęku (jVc) wyznacza stożkową a  i prostą 
c,p złączone takim związkiem płaskiej akolineaeji M>/t- ̂ którego 
środkiem jest punkt W a osią okrąg t; przekroju sfery podstawowej 
płaszczyzną rnt . Zauważmy jednak, że dysponując związkiem lA 0l± w 
płaszczyznach pęku (>w), możemy obrać dowolną inną parę przyporząd­
kowanych sobie punktów w związku /4// пр. С , Cp i przeprowadzić 
analogiczne rozważanie dla przekroju kwadryki. Ф i płaszczyzny § c 
ćcwolną płaszczyzną pęku {WC),

W rezultacie stwierdzamy, że każda płaszczyzna wiązki (w) prze­
cina kwadrykę § i płaszczyznę $p w przyporządkowanych sobie akoli­
neacyjnie utworach, przy czym środkiem odnośnego związku iA0/  jest 
środek związku /А0/ , a osią - okrąg przekroju sfery podstawowej S?. 
Wniosek taki jest jednoznaczny z wykazaniem, że przestrzenny zwią­
zek akolineaeji środkowej /А Ц określony środkiem W i przyporząd­
kowaną sobie czwórką par punktów , C,D,E)eF.% (Bt, , CP,Dp , EP) e  f.fi 
przyporządkowuje kwadryce $  płaszczyznę <gfi , a tym samym spełnia 
twierdzenie 7.

9/ Twierdzenie 8.
Dla danej kwadryki krzywoliniowej Ф i danej sfeiy §p istnieją 

co najwyżej cztery różne przestrzenne związki akolineaeji środko­
wej !A%f przekształcające ъа. <§pe źp i na odwrót.

Dowód.
Weźmy pod uwagę dowolną kwadrykę krzywoliniową § i sferę ip  

(rys. 28). Jeżeli istnieje związek akolineaeji środkowej przypo­
rządkowujący sobie te utwory, to zauważmy, że istnieje wówczas sto 
żek T  opisany na powierzchni §  \  фр . W przypadku tym ważne jest 
twierdzenie Mcnge’a [9] orzekające o rozpadzie linii przenikania 
się powierzchni ф i Фр na dwie stożkowe. Wy znaczmy te stożkowe - 
okręgi s , i i skonstruujmy ich punkty przecięcia się -S . 7. Wiado­
mo, że punkty S i T są punktami powierzchni T  opisanej na kwadryce 
§ i sferze фр .



Wprowadiwy płaszczyzny 6  i T s-tyczne w punktael 5 i T do obydwu 
przenikających się powiarzohni. Płaszczyzny takio są jednocześnie 
styczne do powierzchni a zatem są incydentne z wierzchołki en W. 
Dochodzimy w ten sposób do wniosku, ż-s środek akolineaeji /4//- УУ 
jako wierzchołek powierzchni/ 1 musi leżeó na krawędzi />:= Gir pła­
szczyzn wspólnie etycznych do kwadryki § i sfery sF/>x'.

i

Warunek przynależności środka akolineaeji W do prostej к można 
również wyprowadzić z następującego rozumowania. Zauważmy, że 
punkt W jesr biegunem względem kwadryki § i фр płaszczyzn stoż- 
ко'чусЬ a ^ f i ' i h ł j ' -  odpowiednio a 1/2, cd. - str. 55»
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Rozwalmy przekrój kwadry* Ф> §/> \  r  dowolną płaezczyzną X prze­
chodzącą przez krawędź A (rys. 2P)„ Wprowadźmy oznaczenia: % §  = c ,  
х£/,-с„,хГ= L,rn* Jest oczywiste, ż* tworzące i i m są styczne di 
stożkowych С i Cp . Zagadnienie ilości “tożkó .г Г opisanych na po­
wierzchni Ф i Z,» sprowadza się w przekroju płaszczyzną at do dysku­
sji ilości takich punktów £ к , z których aożna poprowadzić pro­
ste L,:, mi wspólnie styczne do stożkowycn с 1 ̂  , Z czworoboku zu­
pełnego opisanego na stożkowych с i Cju (por. dowód twierdzenia 3, 
wnioskujemy, że co najwyżej 3 takie punkty leżeć mogą na jednej 
prostej, przy czym prosta taka jest wówczas bokiem czworoboku.

Zauważmy, że prosta A nis może być bokiem czworoboku opisanego 
iia stożkowych cię., £dyż byłaby ona wówczas tworzącą stożka Г. 
Wynikałby stąd warunek zjednoczenia się płaszczy zr. & i t  ,co prze­
czy założeniom o istnieniu dwóch różnych punktów podwójnych kwa­
dryki Ф 1 &p (S  1 Г). Pozostaje możliwość przynależności do prostej 
A jedynie dwóoh punktów W i •
Zauważmy jednak, że dla tego samego środka W otrzymać można dwa 
różne związki /4// w zależności od doboru psry przyporządkowanych 
sobie punktów spośród jaterech punktów przebicia k>;aaryk jednym pro­
mieniem akolineaeji.
Wynika stąd, że ilość przestrzennych związków akolineaeji środko­
wej przekształcających daną kwadrykę krzywoliniową# w daną sferę

wynosi i n  ^  4  .
10) Twierdzenie 9.
Dla danej kwadryki krzywoliniowej Ф i danej płaszczyzny $p ist 

nieją co najwyżej dwa związki akolineaeji środkowo-osiowej /A *l 
przekształcające ф е Е  na na odwrót.

DowódŁ
Najkrótszy wydaje się dowód nie wprost w oparciu o twierdzenie 

4. (ust. 3.3.1). Przyjmijmy bowiem np., że istnieje n > 2 związków 
iA%l realizujących przekształcenie krzywoliniowej kwadryki Ф e X, 
w płaszczyznę Dokonajmy przekr jju utworów § i Фр płaszczyz
ną ct przechodzącą przez trzy dowolne spośród n środki akolineaeji 

W3 .

Jeżeli istnieje inny punkt Wf e/\ będący wierzchołkiem stożka Г, 
opisaaego na kwadrykach Ф i ФР , wówczas stożkowe styczności 
tych kwadryk: a,= ФЦ , Ь,=§РЦ przecinają się również w punktach 
S l T, a punkt iYt musi być biegunem płaszczyzn: cc, (a, e x ,) ,  
/3,(óf e/3,) z uwagi na kwadryki § i §p . Oznacza to, że prosta WW; 
winna być prostą sprzężoną z prostą JT względem kwadryk Ф i  Ф/> ~ 
Warunki te spełnia właśnie prosta к-JT, gdyż na niej leżą bie­
guny wszystkich stożkowych и,еф i Дей przechodzących orze z punk 
ty S i 7 •
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Zgodnie z własnością związku /А * / powinniśmy otrzymać trzy płaskie 
związki akolineaeji środkowo-osiowej / ^o] przekształcające stożko­
wą c=cr.§ w prostą cr =a<pp , co przeczy twierdzeniii 4, czyli wyklucza 
za>ożenie r > 2 .

11) Twierdzenie 10.
litworem przyporządkowanym я związlm //*//' dowolnvj tez/woliaio- 

wej kwadryce #eZ" może być płaszczyzna, sfera lub powierzchnia rzę­
du czwartego j §p e £ p .

Dowód.
Rozpatrzy przekrój utworu §f e Zp dowolną płaszczyzną с 2’ъ 

Z dowodu twierdzenia 7 wynika, że w związku /4<f/ płaszczyźnie f P 
przyporządkowana jest określona kwadryka krzywoliniowa у  (incy- 
denfcna z środkien W związku /A%/). Kwadryka przenika się ż kwa- 
dryką $ w krzywej rzędu czwartego с . Utworem przyporządkowanym 
krzywej с jest krzywa cp będąca rzutem środkowani z punktu W krzy­
wej с na płaszczyzn #. * Jest nią w ogólnym przypadku również krzy 
wa rzędu czwartego. Wynika stąd, U  dowolna pitassezyzna УР prze­
cina utwór przyporządkowany kwadiyce $  < krzywej rzędu czwartego, 
czyli, że utworem^, jest powierzchnia rzędu czwartego.
Możliwość akolineaeyjnego, \t związku /4?/, przekształcenia kwadry 
ki $  w aferę bądź płaszczyznę, czyli zdtgenerowanie utworu do
sfer;' lub płaszczyzny rozstrzygają twierdzenia 6 i 7.

4.3.2, Zastosowanie związku lAo!

Podobnie w ustępie 3.3.2 wskazać można możliwość wykorzysta 
nia przestrzennego związku akolineaeji środkowej /А%/ do rozwiąza» 
nin niektórych aadań dotyczących powierzchni stopnia drugiego*

Przykłady•
Zadanie 6. Skonstruować przekrój dowolną płaszczyzną Ф dwupo- 

włckowej hiperbcSoidy eliptycznej.
Rozwiązanie trJ's 2$).
Wyznaczmy ustawienie pł̂ sacr.yzn przecinających hiperboloidę

i  w okręgu» Rozważmy płaszczyzny & pęku (/-"’) styczną do hiperbo- 
loidy Ф, a punkt s ;yezności W notraktujicy jako środek akolineaeji 
IA'0I . Przyjmijmy dowolną płaszczyznę pęku (Am) różną od в" za 
obraz hiperboloi.dy § . Wyznaczmy sferę podstawową związku /A 3 / -JZ .
W i-ym celu wprowadźmy płaszczyznę cT styczną do hiperboloidy w pimk 
cii D (dla uproszczenia - na rys» 29 płaszczyznę wybrano również 
z pęku (£")), znajdźmy akolineacyjnie przyporządkowany punkt Dp e$P, 
skonstruujmy sferę Sp incydentną z punktem hV i styczną do płasz- 
ezyzny w punkcie Op . Okrąg c)d przekroju sfery óP płaszczyz-
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ną S jest okręgiem przynależnym do sfery podstawowej • Ponieważ 
znany jest i drugi okrąg leżący na J2 (^ « $ $ p ) - sfera J 2 jest 
tą dxogą jednoznacznie określona.
Dysponując sferą podstawową związku /Др/ wyzmcfflay z kolei n?£*“ 
rę cpp akolineacyjnie przyporządkowaną płasacssyźide taącej 9  • oj£r̂ S 
Drzekroju cp sferą % płaszczyzny $ p jest akolineacyjny względem 
krzywej przekroju с biperboloidy § płaszczyzną a>.Rozwiązanie przed 
stawia więc rzut środkowy okręgu Cp z punktu W na płaszczyznę 9?.

Zadanie 7. Dana jest dowolna elipsoida trój osiewa $  i zewnę­
trzna względem niej prosta m, Kależy wyznaczy& płaszozysny stycz­
ne do elipsoidy - f i  I V  przechodzące przez prostą m  ,

Rozwiązani* (rys. 30).
Wyznaczaj ustawienie к płaszczyzn przecinających elipsoidę w 

okręgu* Rozważaj punkt styczności W elipsoidy $  do jednej s pła­
szczyzn pęku (£")* Traktując punkt W za środek, przekssttóćmy ako- 
lineacyjnie elipsoidę $ w dowolną płaszczyznę §P pęku (A*)» Za po­
średnictwem pomocniczej płaszczyzny S € (k*°) stycznej do elipsoidy w 
punkcie D i odpowiadającej jej sfery Sp stycznej do §P w punkcie 
Dp wyznaczmy okrąg (Dd =56pt który wraz z okręgiem t y  -  ф фР określa 
zjednoczoną sferę -O- związku IA%!• Dysponując nią przekształćmy ako 
lineacyjnie prostą m na okrąg mP (incydentny z punktami przebicia 
sfery SI prostą m i punktem W )» Zadanie sprowadza się do wyznacze­
nia sfer [lp i у'p incydentnych z okręgiem mp i stycznych do płasz­
czyzny ,̂ . Konstrukcję tę realizuje się w oparciu o sposób wyzna­
czania okręgów przechodzących przez dane dwa punkty stycznie do 
nierozdzielającej ich prostej (per* zad. 3). Wystarczy w tym celu 
rozważyć przekrój okręgu mp i płaszczyzny ФР płaszczysaną у  pro­
stopadłą do krawędzi i przechodzącą przez środek okręgu mp
(m P e  <p).
Jeżeli* У>§Р -р  % Vmp  =k1f N należy wyznaczyć okręgi a)m i &n zawierâ  
jące punkty M i /V o**az styczne do p • Okręgi i cJn wraz z okrę­
giem mp ustalają odpowiednio sfery fip i Vp . Sfery te są obrasajai 
szukanych płaszczyzn p. i V.

4<,3.3. Jnwers.1a w przestrzeni lako, sgozególaf przypadek ŵljąz-
ku lA ol

Rozważany taki szczególny przypadek przestrzennego związku ako- 
lineacji środkowej /4//, w którym środek akolineaeji W jest środ­
kiem sfery podstawowej*&. Dokonując przekroju perzestrzaai £  i s-P 
przyporządkowanych sobie w związku /А Ц  dowolną płaszczyzną ffti 
przechodzącą prsez środek W otrzymujemy układ <Oi i obraa ь){р złą­
czone płaskim związkiem akolineaeji środkowo-osiowej /A 0/i» Ponie­
waż środkiem takiego związku jest punkt W, a jego osią U = rvL S2 -
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okrąg o środku W wnosimy, że o)i i <*}/> są z sobą w inwersji (por» 
ust. З.З.З). Z znanych własności inwersji zachodzącej w każdym 
przekroju przestrzeni Z  i Ep płaszczyzną wiązki (W) wynika,że roz­
patrywany, szczególny przypadek związku //?// dodatkowo charakte­
ryzują*

1) przyporządkowanie każdej sferze §  non e W sfery ФР ,
2) przekształcenie sfery Ф ortogonalnej względem sfery podsta­

wowej J2 w sferę фр z nią zjednoczoną,
3) zachowanie równości kątów pomiędzy dowolnymi płaszczyzna­

mi cc i f i oraz przyporządkowanymi im w związku /A " l sferami
t r P  7 f l p  '

Cechy powyższe wraz z zależnościami wynikającymi z własności o- 
gólnych związku / А ^  oraz własności przekształceń inwersyjnych za­
chodzących w każdej płaszczyźnie wiązki (W) pozwalają traktować 
przestrzenny związek akolineaeji środkowej /̂ 0/, w którym środek 
akolineaeji W jest środkiem sfery podstawowej, jako identyczny z 
przekształceni on przez promienie odwrotne (inwersję) w prze­
strzeni.
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ОБ ОДНОЙ ЦЕНТРАЛЬНОЙ "АКОЛЛИНЕАЦИИ"

В работе рассмотрено некоторое, неколлинеарное соответствие между:

а )  плоским полем и поверхностью второго порядка,

б) двумя совмещенными в одной плоскости полями,

в )  двумя совмещенными пространствами.

В этом соответствии, подобном гомологии но несохраняющим коллинеарности 
точек (отсюда назва "центральная аколлинеация") соответствуют: точкам, прямым 
и плоскостям одного пространства -  точки, кривые и поверхности второго поряд­
ка в другом пространстве. В некотором случае, особенно подчеркнутом в работе, 
упомянутыми кривыми и поверхностями являются всегда окужности и поверхности 
шара.

Свойства центральной аколлинеации высказаны в десяти теоремах, из которых 
самые главные утверждает возможность преобразования произвольной кривой второ 
го порядка в прямую, а нелинейчатой поверхности второго порядка -  в плоскость. 
Преобразования кривых в прямые, а поверхностей 2-го порядка в плоскости может 
быть использовано для решения некоторых задач по начертательной геометрии. 
В работе показано применение центральной аколлинеации в конструкции точек пе­
ресечения кривых второго порядка прямыми и кривыми второго порядка, а также в 
конструкции линии пересечения поверхностей второго порядка плоскостями и по­
верхностями. Доказано, что рассматриваемое соответствие является обобщением 
инверсионного соответствия в плоскости и в пространстве.
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PERSUSKTIYE AKOLLINEATION

Мал hat eine nlchtlineare, geometrische Abhangigkeit bespróchen 
die zwischent

a) einem ebenen System und einer Flachę 2. Ordnung,
b) zweier auf einer, gemeinsamen Ebeie liegenden Systeme,
c) z we i Ranmen 

besteht.
In dieser Abhangigkeit, die einer perspektiven Kollineation 

ahnlich ist, die aber Inzidenz von Punkten zu einer Geraden nicht 
bewahrt (daher die Benennung "Akollineation") - den Punkten, Gera­
den und Ebenen eines Raumes - die Punkte, Kunren 2. Ordmmg und 
Flachen 2. Ordung des anderen Raumes entsprechen.
In einem speziellen Palle, der in der Arbeit bezeichnet ist. sind 
die erwahnten Kuryan und Pl&chen 2. Ordnung immer Kreise und Ku- 
geln.

Die Eigenschaften der perspektiven Akollineation sind in 10 
Satze beschrieben, aus denen die wichtigsten die Móglichkeit der 
Umbildung von Kurren und Plachen 2. Ordnung auf Geraden und Ebenen 
feststellen. Kunren- und Plachenumbildungen kónnen zu vielen Kon- 
struktionen der darstell3nden Geometrie angewandt werden.
Man hat die Anwendung der perspektiven Akollineation in den Kcn- 
struktionen von Durchsehnittspunkten der Kurven 2. Ordnung (mit 
Geraden und Kurven 2.0rckiung ), der Durchschnittslinien und Durch- 
dringungslinien der flachen 2. Ordnung bewiesen.

Man hat bewiesen, dass die betrachtete Abhangigkeit eine Verall 
gemeinerung der ebenen und raumlichen Intrersion bildet.



ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ
ukazują się w następujących seriach:

A. AUTOMATYKA
B. BUDOWNICTWO

Ch. CHEMIA
E. ELEKTRYKA

En. ENERGETYKA
G. GÓRNICTWO
IS. INŻYNIERIA SANITARNA

MF. MATEMATYKA-FIZYKA
M. MECHANIKA

NS. NAUKI SPOŁECZNE

Dotychczas ukazały się następujące zeszyty serii MF.:

Matematyka-Fizyka z. 
Matematyka-Fizyka z. 
Matematyka-Fizyka z. 
Matematyka-Fizyka z. 
Matematyka-Fizyka z. 
Matematyka-Fizyka z.

1, 1961 r., s. 48, zł 3,—
2, 1963 r., s. 91, zł 5,65
3, 1963 r., s. 56, zł 3,—
4, 1964 r., s. 96, zł 5,15
5, 1964 r., s. 79, zł 4,90
6, 1965 r„ s 143, zł 6,—




