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lo Cel oraz tresc¢ pracy

W pracy sformutowano i1 rozwigzano nastepujgce zaga-
dnienie brzegowe z dziedziny przewodnictwa cieplnegos

Ciato ogrzewane 1 posiada posta¢ warstwy kulistej o
promieniu zewnetrznym b i wewnetrznym a (rys«l), z ma-
teriatu jednorodnego, charakteryzowanego za pomocg wspot—
czynnilcéws przewodzenia ciepta i przewodzenia tempe-
ratury aj * ~cN R1, przy czym

cj ciepto wtasciwe materiatu,
N gestos¢ materiatUe
Warstwa kulista jest
wypedniona cieczg 2, kto-
rej state fizyczne ozna-
czano symbolami? X/t a”,

°2* 229

Uktad powyzszy podda-
ny jest dziataniu zmierif
nej z czasem t', tempera-
tury otoczenia t”"), o
ktoérej zaktadamy, ze jest
ciggta i posiada transfor
mowang Laplace"aO W prak-
tyce sg to przewaznie
funkcje, ktérych transfor-
mowana Laplace”a jest

Rys, 1. Aparatura funkcjg meromorficznag.
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Nalezy wyznaczyé przebieg temperatur tl i t2 sk#adni»
kéw uk#adu w funkcji czasu i promienia biezgacegoO

Ze wzgledu na rozszerzalnos¢ cieplng, granice sktadni-
kéw uktadu sa ruchome, sa funkcjami czasuO

W pracy znaleziono zaleznos¢ temperatur sktadnikow
uktadu od czasu i promienia biezacego9 bez uwzglednie«
nia konwekcji,, Kryterium nie wystepowania konwekcji prze-
dyskutowano oddzielnie w koricowej czesci pracyO

Otrzymane rozwigzanie zastosowano, przy pewnych upro-
szczeniach, do przypadku czujnika w postaci termometru
kontaktowego, przy czym jako temperature otoczenia przy«

jeto

< £
t<in = Bk 6 A
ksl
gdzies
B:C, oc . 0 sa wielkosciami rzeczywistymi statymi«
1

State oek sg ujemne i rézne od siebiea

W pracy zdefiniowano i obliczono opé6znienia, spowo-
dowane przewodnictwem cieplnym w dyskutowanym wyzej uk#ta-
dzie,

1. SFORMULOWANIE | ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA BRZEGOWEGO

20 Réwnania rézniczkowe problemu

Problem zakfadamy kulisto symetryczny, wskutek czego
temperatury tg sag funkcjami czasu £ 1 promienia
biezgcego r

- r thr,N) - ¢Lborerr,n assr«ib Q)
" *1ldr2
r ©2(r,v - b= r t2(rfo Ossrsga @)

= &2 dr2
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f

30 Warunki poczatkowe
t~rr.0) . tl Q) t2(p#0) — t240(r) 3)

Przedyskutowano dwa przypadki t. ® const, i * 1,2 oraz
t. ,(r), zmienne z re

49 Warunki Kraniezne

Ha powierzchni kuli zewnetrznej r*b(tj speiniony
jest warunek3

2
dr - 37 "W 4)

Wymiane cieplng przyjmujemy weddfug prawa Newtona,
przy czym oc oznacza wspotczynnik wnikania ciepta. Inne
oznaczenia jak wyzej*

Na granicy obu ciat r~aC”) spednione sg warunki na-
stepujace!

(a,”) a tgCa,)

(5)
dr X2 dr

W Srodku kuli strumien cieplny jest réwny zeru, wiec

T7 [-ii(0®)] =° (6)

5. Obrana metoda rozwigzania problemu

Ze wzgledu na ruchomos¢ granic, na ktérych podane sg
warunki brzegowe, obrano nastepujgcg metode! Przedzia#t
zmiennosci temperatur dla danego procesu ogrzewania czy
ostygania (wiec i przedziat zmiennosci czasu) dzielimy
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na dostatecznie duzag ilo$é podprzedziatéwO Wartosci a”,
b~ promieni a, b uwazamy w przedziale i —ym za sta-

te, Przy przejsciu od jednego do drugiego podprzedziatu
zmieniajg sie one skokowo® Podziat przyjmujemy tak drob-
ny, by stosowane dalej przyblizenia byty stuszne®

Na granicach poszczegdlnych przedziatow zaktadamy
ciggtos¢ funkcji temperatur, przyjmujac jako wartosci
poczatkowe w przedziale i + 1 koncowe wartosci tempe-
ratur tlft2 =z przedziatu i8

6, Sformutowanie problemu dla kutego odcinka czasowego

Zupeinie podobnie do réwnan (2-6) mozeiry napisa¢ ana—
logiczne sformutowanie problemu dla k—tego przedziatu
czasowego z nastepujacymi rdéznicamiT

a) Granice an, okreslajace przedziaty zmiennosci
r~, sg state,
b) W miejsce r, a, b wchodzg odpowiednie r”, a”,

bk®
c) Szukane temperatury oznaczamy tN k, i — ',2,

d) Czas liczymy kazdorazowo od poczatku kazdego pod«
przedziatu czasowego,

e) Ze wzgledu na ostatnie zatozenie, funkcja t(i1")
ktérej przedziat zmiennosci czasowej obejmuje wszystkie
podprzedziaty czesciowe, zmienia swg posta¢ w poszcze-
golnych podprzedziatach, jak to poctano explicite w P*\
W miejsce wiec t(CT) wprowadzamy t"CT)®

W przypadku réwnania (1) posta¢ ta jest nastepujgca?

r»l Tr > ” asmr
tk(d) s H Bs e +6a E Bs,k e +vy (1
s“1 Sl
) Ze wzgledu na dalsze trudnosci oznaczeniowe, nie

wprowadzamy dla czasu w przedziale k»tym osobnego ozna-
czenia®

T ———

Symbol P oznacza przypisy.
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70 Metoda rozwigzania problemu dla kutego podprzedziatu

czasowego

Uk#ad rownan (2-6) z modyfikacjami, podanymi w punk-
cie 6 rozwigzujemy metodg catki Laplace"a? przy czym pa™
rametr transformacji ze wzgledu na czas oznaczamy przez p.
Transformowang funkcji —tf?) oznaczono T(p).
Szczegdty przeliczenia podane sg w przypisach.

O« Wyrazenia dla temperatur

Ha podstawie (P 24) mozemy napisa¢ rozwigzanie proble-
mu dla k—tego podprzedziatu w postaci nastepujacejs
k k

Wao r=wt1

(7)
WFiO r=wtl

i - 1,2

S9 Oznaczenia

9alo Funkcje ()
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n ® <
S

®2,li.k<v~r — £ Es,k,sh[p2,s rk> e 8 /rk
Ssat
o)
ANZ KAKA)Y —E £  Vu..k—3hh IT<v rk)] +

v=H uv

* B, u koShRy yPrend * S 0 kCNRS1g, F T Y

U oV
Ve VA
+ Dv,u ,k*eh[?]l,v(V rk>]
(e 0] u c1§/<f
's.Z .k k1 - £ E EVUU >k.* V, h[P2,v rkl+ * /rl

Vsl uv

9.2* Wspotczynniki funke\n ~m K. k~k’'»

9.2.1, Wspdtczynniki zalezne od indeksu s<

Ask ” 2 sa,. *k chp2.,s "j - (1 —t-)—=h[p2,a *y
. (9)
Bs,k 3 27bk " “ ~sP2,l,k#s"sn

Al
sk ~2~ *k pl,s Sh@®2,s «;I* Pl,1fk ,s K }/Mk

Ds,k “ 2 ~ bk pl,s P2,1 k8 "s” Ik xs"
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1
m.k “ Ni«s).ah[p2(3 aj \ »1,3 Sh [P1.S \V
i’1_,1,k,5\(/ccs) @ ok pi,s oh +
X,

+ (»k—1ir) sh h .S< W ] e ?72,1,k,s <V +

We wspodczynnikach napisano dla skrocenia

9,2,2. Wspokczynniki funkcji &i zalezne od iIn-
deksu v,

u

Avuy k- /WD -y 2 [ak p2,v =hh . v

dp
"1~ a“[p2,v *k]J e ritk (%>
-A, M (<)
nov v
e (P=—%J - * 10
=% M, oGt A4 (10)
u
~vou ks (Wuvr U 27k o *
<p

.y W21
AM, @9
* U (cc )

o' V' ov v
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duv
GV’U#k . (Lru ) _ZUV
dp
/- A m () T
Tk VP T v ¥ Y 104)
Y A4
Dyou k @ (Ue!) 2 o« Pk ® v PE)»k(oc )(p»oc, )"
\Y/ dpv
/ @4 M (c I\ /
(-~)/«oK)
2(P="V)"
Ev, Jk—<1/ 1A ~ M \ 1, hipl,v «ij-
Vv,u <1/uv Adpv P2.v \1] pl,v shipl,v «ij
nY 1 - i

er2 e« Fi,kK> +i~ bk pi,v shK v (W J +

I-AM (@ ) \z—-1

+ ok - JBRIPITCVNS] - sz M) W) f

+ VeV> ¢ Gk f1 , k<V*“TI- f2,k(V Wy>

Wzory sg wazne dla k » 1,2 0,

Oznaczono w nich

AM (R ) a M @) — M (o ) (11)
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9030 Uwagi dotyczace wzoréw (9) i1 fl0O)

Pewnej uwagi wymaga przypadek k * 0, pierwszego Kro«
ku iteracji* Dla k a 0 BS)0 » Ds 0 =0, w miejsce

, _(cc.) nalezy wstawi¢ -bh. . » We wzorze na
~u s S K ojK

t]

Sg}gKB) znika F(Qgigkgs(ogj oraz ostatni czton

n “ S 21»k.s*»0n N

Omdéwienia wymaga sposob tworzenia wspotczynnikdéw
funkcji (10)0 Wystepuja tu funkcje F. k(p), ktore sg
zbudowane z cztonéw, posiadajacych jaEo bieguny miejsca

zerowe H “oc ) = 09 Jezeli wiec w odpowiednim cztonie
k(p) wystepuje wartosc¢ ocv, wtedy dla tego cztonu

naiezy podstawi¢ x a z8 Jezeli zachodzi réwnos$é ces»odv,

nalezy podstawi¢ z » 3« W innych przypadkach z = 1ly2e
Jezeli w cztonach— F. . (p) wystepuja o, rézne od

rozpatrywanego, nalezy podstawi¢ X * z-1, Indeks uy

w pierwszym przypadku prgybiera wartosci od O do z-1, w
w drugim od O do z~2,, d /dp° oznacza funkcje nier6z—
niczkowang«

9*4» 2oséb tworzenia funkcji T» k(rk*p)
| il 1 B is>S\L | ivunn . . ... 1l ..—»

Zgodnie z warunkami poczatkowymi spednione sg row-
naniag

f+,o(roep, mro tl,o/Pi 1 *1°2 (12)
fi,k(rk«p) <12’ >
Icd 172 Qe

Funkcja L ~ Nk EANT Podobllie zbudowana,

jak transformata Laplacea ze wzgledu na czas K, z tym
ws*akze, ze kazdy czton wyktadniczy przed transformacjag
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co_ @, ®, K
posiada staty czynnik e wzglednie e » przy
czym fjj oznacza koniec podprzedziatu k>l«

Inaczej mozemy napisac?

k k
fi.k<Vp>"ri £ i »1»k ~rk |] TPy
LwaO row +1
k k
+ £ S i,2,w(rk* ~ V 54+ ®p (13)
WSO rewt]
w+ 1k
Funkcje 2 ¢ sx AK (r,K *p) sa tworzone wediug podobnego

przepisu jak transformaty Laplace a ze wzgledu na czas*
z tym, ze wyrazy wyktadnicze zostaty odpowiednio pomno—

. K gi k ~y Ak /[ m
zone przez e ot albo przez e y o We wzorach (9)
wystepuja funkcje S xw K * Sg to cztony odpo-
wiednich funkcyj 3 'X|S€-)k(a'K ,0C ), przynalezne do danego ss
J w

9e50 Sposodb tworzenia funkcji S\ k(p)

Ha podstawie (P 10) otrzymujemy

Noor v (bv)
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?2,k(p) - f2,k<\>- *k “a oh «kl—
fl,k(v [\ p2 cli[p2 \1- @* Sh “j* (U)
dr,.

Poniewaz funkcje f* k(p) sa sumami czitondéw zaleznych

od indeksu s i v, mozemy réwnania (14) napisa¢ w posta-
ci

*
»i.k<»> - I'l,1, k<>"> % \Z’ M (’5)

i a 1,2 k a 1*2 a*««

Pierwsza funkcja zawiera cztony, przynalezne do in-
deksu 3, druga do indeksu v.

Charakterystyczne dla rownan (15) jest to, ze nie wy-
stepuje tu temperatura stanu ustalonego 0, jezeli przyj«
miermy dla I'k(p) wyrazenie (P 13). W czesci rozwigzania
przynaleznej do indeksu s, wygodnie jest przyjac

n
i, l#kip>" ~  Pi,l,k,s(p) (16)
S s1
przy Cczym przez F 1 (p) oznaczono zesp(’)l- CZ‘l’Oﬂ()W,

X919KeS
przynaleznych do tego samego s,
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9.6. Uwagi o wartosciach wtasnych problemu

Wartosci ¢ sg biegunami funkcji transformowanej
funkcji t, (C), ktdérg przyjmujemy w postaci (P 13}
n
Vp) — e hvy «“,) e 8/p an
Przy tym zatozono, ¢e bieguny te sg pojedyncze.
Wartosci o sa rozwigzaniami rownania* ktoére otrzy-

mujemy, podstawiajac w wyrazeniu ponizszym k » 0, i po-
rownujgc je do zera

1 r
*k Pl ~ L “k P2 Oh[p2 “ki*

- 0 - Sr) sh [»2 «d] =ohfpi (V a>]H

+ \ bk shp2akl- sh[pi(v ak)]+
*1 r Vv
\ p2 ch[p2 ak]—- (1 * iC)sh [p2 =K]
X \

« sh [pi<bk — \ )]+ (bk —tf) ic =k  P1 ah[p2 “Ki

ch p (18)

Graficzng metode rozwigzania powyzszego rownania
przedyskutowano w przypisach putskt P Il 2 rownania (P 15)
do (P 22).

Ze sposobu rozwigzania wynika, ze wartosSci sa po-
jedyncze, rzeczywiste, ujemne*
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10° ~gy”alna interpretacja rozwigzania rownania (7)

W rozwigzaniu réwnania (/) staly czdon oznacza stan
ustalony, zgodny ze stanem ustalonym temperatury otocze-
nia.

cozostate cztony zanikaja z biegiem cza3u wyktadni-
czo, przy uczynionych zatozeniach o wartosciach whasnych
zagadnienia0

Ze wzgledu na sposob obliczania, cztony przynalezne
do indeksu k — 0 wyrézniaja sie od pozostatych, i'unk—
cje bowiem posiadajg jako statg wartos¢ po-

czgtkowg wartosc¢ w pozostatych zas funkcjach

jako wyraz staty figuruje 8 , przy czym cztony wyktadni-
cze nie sg od niego zalezne.

Interpretacja cztondéw, przynaleznych do indekau k*0
jest nastepujaca; przedstawiajg one razem z wartoscig®©
rozwigzanie problemu przy granicach nieruchomych. Stad
wynika, ze gdybysmy stosowali w przypadku statych granic
sposob podobny jak zastosowano w pracy, otrzymalibysmy
wartos¢ cztondéw, odpowiadajgcych k * 1,2... réwng zeru,
i—'akt, ze one sg w naszym przypadku rézno od zera, ujawnia
wptyw tego, ze w obliczeniu przyjeto granice ruchome.
Odpowiednie cztony sa wiec cztonami poprawkowymi.

Ze wzgledu na warunki poczatkowe, ktére zaktadajg
ciggtos¢ temperatur na granicy dwu sgsiednich podprzedzia—
6w, wynika, ze dla f — 0 muszg dla k » 1,200e zniknac
czrony przynalezne do najwyzszego indeksu Kk, pofaiewaz
w tym przypadku otrzymujemy funkcje z poprzedniego pod-—
przedziatu, obliczong dla chwili koncowej.

1. ZASTOSOWANIE UZOROI/ DLA TEMPERATUR
DO OBLICZENIA ZMIAN WYMIAROW | OBJETOSCI

11« Wzory reku.renc.yjne dla zmiany wymiardéw

Jezeli wspotczynnik rozszerzalnosci liniowej materia
+u 1 oznaczymy przez , mozemy ze wzgledu na mate przy—
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rosty temperatur uzy¢ nastepujgcych wzordéw rekurencyj*

nych dla i

\ N 1+ 'h[Kk-1"k-1*""

k-1 r
“ + J Lt2,k»1 rk-1,<t"

T i

t2,k»1rrk—19°5 drk-i

k3

t2,k-1irk-19°).

dr.

k“ 1

(19)

bk— j* 1 + 71[*24k—1(rk—1»<;"t2,k—1(rk~1,0)] tok-1 +

+ / 1 N[ titk—"rk-1<"“ tl,k-1rrk—1*°~] drk-1 &

Jk—lr
by T 21 [AK— I K- 17—

L S

i

12. Wzér dla zmian objetosci cieczy

t2fk—1(ric—1, U Jdi'k-1 +

Jezeli oznaczymy wspotczynnik rozszerzalnosci obje-
tosciowej cieczy przez j3z, mozemy analogicznie otrzy-

mac dla zmiany objetosci cieczy

*
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Jako objetos¢ poczatkowa przyjmujemy

VO — 4%*\1 3 (22)

13» Wyliczenie catek, wystepujacych w réwnaniach (19).
wie— ~d
Przy pomocy réwnania (7) otrzymujemy
k 2 k
**» -
k

.6i,J*h,J<(V N

F=w+2
i - 1,2 w + 17k (23)

Podstawienie wielkosci (23) do réwnan (19 - 21) daje

Xi — /h flcl<*k—i.*)— ti,k—1(rk«1*0) } drk-1

kK 2 (o K
sy 23k e i N> -
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'Wystepujgce w |. catki» otrzymujemy przy pomocy rowna«
nia (®), zastepujac tam p,, p2 przez m » p~/i, "—Pp/i
i s f» 1, Funkcje sh 1 eh dzielone przez r”» zastepu»
jemy przez sinus 1 cosinus catkowy
X
Si x :J Sin tedt/t Si 0SSO
iD (26)
Gi x a — / cos t«dt/t
X k—1

TN

zastepujemy przez t'A, oraz eOCt przez (e »1l)e

Catka (25) wyraza sie za pomocg funkcji hiperbolicznych*
Wykonujgc catkowanie przez czesci otrzymuje sie

[ rk=1 Bn[p2 vi1] drk-1 " rk=2°h[P2 rk-11 /p2 *

‘* shp2rk-t]/ P22 {27)

Wyrazenie to wchodzi w miejsce sil[P2 v rk] Iu3

shjp2 s rke>*l a Ponadto wielkos¢ t zastepujemy przez

. , N o
wielkoéé zas &' przez (€ K «17 e

Ha Kilka uwag;

W dotychczasowych rozumowaniach nie robiono zadnych
uproszczen® Jezeli to uczyniono przy przejsciu od "(«y)
do Mo(xv)i to podana metoda pozwala postugiwac¢ sie roz-
winieciem tego wyrazenia z dowolng doktadnoscig»

Otrzymane wyrazenia mozemy nieco uproscic¢, korzysta«
jac z zatozenia uczynionego na poczgtku, mianowicie, ze
czasy 't., mierzgace diugosci poszczegdlnych podprzedzia—»
+6w czasowych, sg bardzo krotkie«, Wskutek tego mozemy
funkcje wyktadnicze zastgpic¢ ich rozwinieciami w szereg#
co jest specjalnie wazne w tym przypadku, gdy mamy roz-
wigzac¢ otrzymane wyrazenia ze wzgledu na czasO
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Z dalszych rozwazan wynika, ze nalezy uwzglednié czto-
ny do co najmniej drugiego stopnia wigcznie.

15. Wyprowadzenie przyblizonych zaleznosci

Korzystamy z nastepujgcego przyblizonego wzoru
o
a «@ 1 a occr-f cc <£p / 2 (28)

Podstawiajgc wartos¢ (28) w funkcjach (8) zmodyfikowa-
nych wedtug uwag punktu 14* otrzymujemy po uporzadko-
waniu wzgledem tr

\ a®-i+" AVI +n* A \-1 (29)
bk s \—i+v Abk»i+w A bk—i (30}

Vk 3 Vk-1 + *0*2* 3?1M Vk-1 + (B2- 3/i}"™ 4 Vk-1

(31)
przy czym wprowadzono nastepujgce oznaczenia:
Symbole ia~"™, A b ", oznaczajg prawe strony

(19) do (21), w ktérych czynniki e0® — 1 zastgpiono
przez odpowiednig wielkos¢ o albo o « Analogicznie

otrzymujemy A2 /g b ~, ,g \/1\4_1, gdzie w miej-

sce czynnikéw e00™“ 1 wprowadzono °nf2 lub &E/2a
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16. Zwigzki miedzy ak» bk®>\ 1 V bo* Vo

Przez eliminacje wartosci posrednich otrzymujemy

] 2lKW1 2
®k “ ao +"Ni&w N Aau + A ap (3"
paO psawW *
bk —k +rfe' 4ip *y”~2 e' ~ \ <33)
p=o * p=o F

VK m¥0o +t/h2 _3*i2)|g01 AVP + (IV 3h>’\§=0 42V

(34)

Przy tej doktadnosci, wystarczy wielkosci Aa , 4b , 4v
wyliczy¢ z doktadnoscig do pierwszych potegi , wielkosci
zas A?ak, A2 b”, A2 Vk, oblicza¢ z doktadnoscig do po-
teg zerowych (wartosci poczatkowe).

17. Warunek na osiggniecie okreslonej objetosci

Warunek osiggniecia okreslonej objetosci ma nastepu-
jaca postac

przy czym Vk 0 jest wielkoscig znang (np. okreslong”
przez potozenie kontaktéw termometru kontaktowego). Row-
nanie (35) okresla koniec danego procesu ogrzewania lub
ostygania.

Ogdlne rozwigzanie rownania (35) metoda graficzng po-
dano W [6] «
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Gtownie ze wzgledu na moznos¢ prostego rozwigzania
tego rownania, przyjeto upraszczajgce zatozenie (28).
Najwygodniej przy tym przyjac¢ rownanie drugiego stopnia»

J.1l, OSCYLACJE TEMPERATURY W ROZPATRYWANYM UKLADZIE

180 1nyrcuby dla oscylacji temperatury otoczenia

Jezeli przedstawiony we wstepie uktad przedstawia np,
termometr kontaktowy, odbywaja sie w nim oscylacje tem-
peratury, wywotane kolejnym wzrostem i obnizeniem sie
temperatury otoczenia«

Zmiany te przyjmujemy podobnie jak w [6] gdzie roz-
patrzono oscylacje temperatur ukfadu n sktadnikowego
prsy kolejnych zataczeniach i wytaczaniach zrédta cie-
pta# Zatgczanie i1 wytgczanie jest zwigzane ze zmianami
objetosci cieczy 2a W pracy [6] znajdujemy dla kolej-
nej s—tej fazy procesu nastepujgce wyrazenia dla tempe-
ratur poszczegoOlnych skiadnikdw (podobne zaleznosci za-
chodzg réwniez dla wprowadzonej w tej pracy temperatury
rownowaznej). (Do ogrzewania odnoszg sie indeksy niepa-
rzyste, do ostygania parzyste)s

n ac &
té2s) ~£1 Br art(2s) (36)
n
" £ Erer,(2s*l)ace * $0
przy czym
6r(o) 3 1xer,(l)s e 1
(37)

+ «0
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Stan ustalony w przypadku ogrzewania wyznaczony Jest
przez 072s)® w PrzyPadku ostygmia9 temperature oto=>

czenia uktaduO

19a Wprowadzcie nowych oznaczen

Jezeli rozpatrujemy oscylacje temperatur w opisanym
na wstepie uktadzie, musimy oznaczy¢ kolejne procesy
ogrzewania i1 ostygania0 Do tego celu stuzy indeks (e)«

20« Kilka stéw o fizykalnych wkasnosciach proceséw oscy«
laoyi

W pracy [6] wykazano dla szeregu uktadéw nastepujgce
whasnosci oscylacji temperaturowych«

Jezeli npe przyjmiemy uktad ciat, ktore jak w [6J po—
siadaty poczatkowg temperature rowng temperaturze otocze-
nia, wtedy przebiegi czasowe temperatur, od pierwszego
ostygania poczawszy, wykazuja ekstrema*, Podobng wtasnosc¢
posiada temperatura t, zdefiniowana w rownaniu (3)«
Whasnos¢ ta przejawia sie we wzroscie temperatury po wy-
+tgczeniu zroéodia, po czym nastepuje malenie, oraz w po-
dobnym maleniu po zatgczeniu irodtas

Do tego efektu dodaje sie efekt drugi, polegajacy na
tym, ze nawet gdy temperatura otoczenia zaczyna malec«
mamy w rozpatrywanym przez nas uktadzie dalszy wzrost
temperatury, poniewaz temperatura zewnetrzna jest wyzsza
od temperatury we wnetrzu9 Podobne opdznienie wystepuje
réwniez przy ostyganiu*

Wynika stad, ze wartos¢ nominalna V. jest przekra-
czana w obie strony, temperatury wiec uE8adu rozpatrywa-
nego, zamiast by¢ state, zmieniajg sie w pewnych' grani-
cachs hifekt ten byt celem niniejszej pracys

Mozemy réwniez inaczej zinterpretowac¢ zjawisko, po»
wotujgo sie na znany powszechnie fakt, z© wskutek skon-
czonego czasu przenikania ciepta do uktadu, mamy pozor-
ne kurczenie sie cieczy przy ogrzewaniu i rozszerzanie
przy ostyganiu9

Potrzeba stworzenia przyblizonej teorii, uwzglednia-
jacej powyzsze whasnosci fizykalne procesu, zmusza nas
do stosowania co najmniej drugiego przyblizenia w ros»
winieciu funkcji wyktadniezycha Stosowanie wyzszych po-—



Wptyw przewodnictwa cieplnego na zmiany, 23

teg jest ze wzgleddw obliczeniowych niewygodne, gdyz wte-
dy réwnanie (35) nie daje sie prosto rozwigza¢ ze wzgle-
du na czas*

IV, OBLICZENIE OPOZNIE#
WYSTEPUJACYCH W ROZPATRYWANYM UKEADZIE

21. Uwag;i o definic-1li opd6znienia, wywotanego przewodnic-
twem cieplnym

Jezeli chodzi o opo6znienie wywotane przewodnictwem
cieplnym, to jako temperature pordéwnawczg przyjmujemy
temperature, wszedzie w danym ciele jednakowa, jaka przyj-
mowatoby ciato bez uwzglednienia przewodnictwa cieplne-
go. Przy takim zatozeniu rozwigzano problem w [6],

22. Zmiana objetosci bez uwzglednienia przewodnictwa
cieplnego iPierwsze ogrzewanie!

Jezeli pojemnos¢ cieplng uktadu przedstawionego na
rys.. oznaczymy przez K, wspotczynnik wymiany ciepta
z otoczeniem przez Shoc, gdzie 3 powierzchnia, hfdl
state, charakteryzujace proces wymiany ciepta (oznacze-
nia analogiczne do przyjetych w O D 1 oznaczymy uktad
rozpatrywany numerem n + 1 mozemy zachowanie sie ukta-
du pod wpltywem zmian temperatury t otoczenia opisac
réwnaniem

K «dtn+l i d™ + S hoc(tn+1 — t) a 0 (38)

przy czym t zmienia sie wedtug réwnania (3).
Rozwigzanie réwnania (381) mozemy napisa¢ w postaci

w o w-w (o>mA, )+w * atlh)

(39)
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przy czym
n
YW1l Bs k/GCnfr ) e T K tufh {0V S hoc (40)

n+1

X s — 5 hoc/ K
n+l

Bozwigzanie to odnosi sie do k—tego podprzedziatu cza«

sowego.
State B , zostaty zdefiniowane za pomoca réwnania
(3). s,k
Podstawienie rozwigzania (39) do wzoru (21) daje
n
S A “1) +
.Ss1 ?t%
(41)
. , OCn+1SC *s
+ An+1,%(e “ 1 Vv

Dla spetnienia warunku (35) potrzebny jest na ogdét inny
czas, niz w przypadku réwnania (?) i (21 do 27)#

Jezeli podobnie, jak w poprzednim przypadku przyjmie*
my przyblizenie

37 1 tanier T2 2 (42]

mozemy napisaé¢ réwnanie (41) w postaci (31) z tym, ze
wielkosci AVK’AVK otrzymujemy podstawiajgc w prawej

stronie rownania (41) w miejsce e * — 1, odpowiedniag
wartos¢ oc lub ac / 2* Daje to

\ —-Vo* "2 —3/,)". 4V0 + (02 — >,}; 4 V
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Jezeli analogicznie napiszemy réwnanie odnoszgce sie
do g fazy, dodamy jeszcze indeks (g)e

23. Rozwigzanie rownania (34) wzglednie (34*) ze wzgle—»
du na czas
Jezeli wartos¢ lewej strony réwnania jest znana, moze-
my je napisa¢ w postaci

ft 2+ di'sg (43)

przy czym

t = (12— 3A)A2 Vp, d » (pr 3/,) AVp, s — VKO — VO
(44)

Rozwigzanie rownania ma nastepujgacag postac

v — (172 f)(-d = j/d2 + 4 F Q) (45)

przy czym ze wzgledow fizykalnych oba rozwigzania sa
rzeczywiste«

Ekstremum funkcji (34) zachodzi dla

—d/ 2f (46)

Zatozenie nasze, ze proces mozemy opisa¢ parabola dru-
giego stopnia oznacza zatozenie przebiegu krzywej# syme-
trycznego wzgledem ekstremuni,

Wartos¢ ekstremem wynosi

—~d2/ 4f -g (47)

Jezeli utworzymy roéznice wartosci t ii', wyznaczo-
nych z (46), otrzymamy opo6znienie spowodowane przewo—-—
dnictwem cieplnyma
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Wspotczynniki f i d roéwnania (43) majg prosty sens
fizykalny, mianowicie sg to wartosci drugi3j i pierwszej
pochodnej funkcji objetosci* obliczonej dla chwili‘fr* 0o
Biaty efekt otrzymamy, jezeli w obu przypadkach bedziemy
mieli mate d, albo duze fO

Poniewaz warto$é (46) powinna byé dodatniaj, wielkosci
d i f nrusza mie¢ przeciwne znakia 0 rodzaju ekstremum
decyduje znak wielkosci, dO W przypadku d dodatniego,
wystepuje maximum i f jest ujemne9

VO WPLYW KONWEKCJI NA ROZKLAD TEMPERATUR W CIECZY

Zjawiskiem, ktore komplikuje bardzo powaznie zagadnie«
nie jest konwekcja,, Zjawiska” jakie tu zachodzg, zwta-
szcza w stanie nieustalonym, sg bardzo skomplikowane
i nie dajg sie uja¢ w sposéb przejrzysty, bez stosowa*“
nia przyblizonej teoril.

24, Kilka sposobéw uwzglednienia wpkywu konwekcji

Dwa przypadki sg stosunkowo proste

a) Wptyw konwekcji mozna pomingc¢

Przypadek taki zachodzi, jezeli jestesmy dostatecz-
nie blisko stanu ustalonego oscylacji, przy czym ich
amplituda nie jest duza9 Wtedy mozna stosowac¢ wyprowa-
dzone w pracy wzory bez zmian9 Co nalezy rozumie¢ pod
stowamig "dostatecznie blisko” i1 "amplituda nie jest
duza”, wyjasniono nizej, pod postacig pewnego kryterium.

b) V/ptyw konwekcji jest bardzo duzy, powodujac dobre
wymieszanie sie cieczy

Przypadek ten moze stosunkowo tatwo wystgpi¢ w po-
czagtkowych stadiach procesu, gdy amplituda oscylacji
temperatury, jest duza®

W przypadku tym powinny wystgpi¢ najwieksze roéznice
w stosunku do wynikéw teorii, podanej w pracyO

Jak nalezatoby zmieni¢ w tym przypadku sformutowanie
zagadnienia mozemy zorientowa¢ sie na podstawie rozpa—
trzonego u [13 przypadku dobrze mieszanej cieczy, styka-—
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cacej sie z ciatem statym* W pracy tej przyjeto warunek
brzegowy na granicy ciecz—ciato state, ktdry wyraza bi-
lans cieplny i ktdéry w naszym przypadku mozemy napisac
w postaci nastepujacej?

312
‘2 2

przy czym oznaczono?

Mg masa catkowita eieezy,

c2 ciepto whasciwe cieczy,

t* temperatura naczynia,

t2 temperatura cieczy,

A wspotczynnik przewodzenia ciepita,

S pole powierzchni wspoélnej cieczy i ciata statego#

Wz6ér mozemy zinterpretowacé prosto fizykalnie« Pierwszy

czton przedstawia ilos¢ ciepta, pochtonieta przez ciecz,
W przypadku statej przestrzennie temperatury tg moze-
my wzor napisaé¢ prosciej, mianowicie

dtg fa,n)

C2 dtr

2
Drugi czton przedstawia ilos¢ ciepta dostarczong
przez ciato 1 przez przewodzenieO Zatozono przy tym,ze
przenikanie ciepta jest przestrzennie niejednostajne9
W naszej uproszczonej teorii, ze wzgledu na to, ze tem-
peratury zatozono zalezne jedynie od promienia, czdon
ten mozemy zastgpi¢ nastepujacym
tl (&%)

A1l 3 -~ d~ x
Jako drugi warunek brzegowy na granicy ciecz—ciato

state, fizykalnie zgodny z poprzednim, mozemy przyjac
za [1j albo w postaci
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jak przyjeto w tej pracy, albo tez w postaci?

Or
przy czym

a« ' oznacza wspotczynnik wnikania ciepta»

W tak zmienionym sformutowaniu zagadnienia brzegowe-
go nalezy oczekiwa¢ tego samego charakteru rozwigzania*
ze zmienionym jedynie pewnymi statymic«

c) Przypadek ogdlny

W [2,4*7] znajdujemy pewne dane, dotyczgce konwekcji
swobodnej 1 jej wptywu na przewodnictwo cieplne.
Jezeli oznaczymy

Q2 h2 /X 2 liu2
przy czym

<2 wspotczynnik wnikania ciepta,
hg charakterystyczny dla danego ciata wymiar (dla
kuli réwny promieniowi)

wspotczynnik przewodzenia ciepta
Nu2 Kkryterium Nusselta, wtedy w przypadku konwekcji

swobodnej mamy zaleznosc

n
Nu2 s C (Pr2 Gr2)
przy czym

Prg kryterium Prandtla, wielko$¢ rzedu 1*
Gr2 kryterium Grasshofa.

Wszystkie wielkosci, wystepujgce w ostatnim réwnaniu
nalezy obliczy¢ dla Sredniej temperatury ciata.
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Wedtug [4,7]

dla Prg Gr2 = 10*3 C » 045, n ® 0
= 10“3 » 5«102 Cc =1,18, ns 1/0
= 5«102 r 20107 C =0,54, n= 1/4
> 2al07 Cc . 0,135, n — 1/3

Weddug [4] wielkosci te sa ma?o wrazliwe na ksztakt cia-
ta,

Jak wynika z powyzszych réwnan tylko w pierwszym przy-
padku cc2 jest proporcjonalne dow pozostatych

przypadkach zalezno$é¢ od 2 wyraza sie potega »
tN2 ~ * przy czy“ réwnoczes$nie wystepuje wplyw

réznicy temperatur. Ostatnia zaleznos$¢ jest w poszcze-
golnych przypadkach nastepujacas

(A1)0, (At)1/8, (At)l/4, (At)1/3

Aby otrzynac¢ lepszy wglad w wielkos¢ wygodnie
jeut przeksztatci¢ jg za [2], Mozemy ja mianov/icie przed_
stawi¢ nastepujgco?

Gr2 « Veh3 / 3

Wprowadzono tu nastepujgace oznaczenia?

Ve« B.At

B — wspotczynnik rozszerzalnosci objetosciowej
At — rdéznica temperatur
% — wymiar poprzeczny
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W tabeli podajemy kilka danych liczbowych” wzietych
z |2]

woda -— powietrzem(l atm)
Temperatura Z«10 Z0105
°C m m
0 68,83 268
50 31,59 327
100 20,63 385

V1, DANE LICZBOWE
SLUZACE DLA ZILUSTROWANIA ROZDZIALOW 1-V

25» Przyktad liczbowy

W celu zilustrowania, jakiego rzedu wielkosci wyste-
puja w podanych wyzej rozwigzaniach, obliczono pewne z
nich, dobierajgc w mozliwie szerokich granicach parame-
try wyjsciowe [53 Specjalny nacisk potozono na wielkosci
wystepujace w rownaniu (18)«

Tabela |
Wielkosci pomocnicze
0,

Lp., Materiat t ) 3 h a

°C kg/m kcal/kg kcal/m h m2/h

grd grd

1. srebro 20 10500 0,0559 353 0,602
2« mosigdz 20 8600 0,091 100 0,13
3« zelazo 0 7850 0,111 51 0,0585
4® szamot 100 2000 0,20 1,0 0,0025
5« bakelit 20 1270 0,38 0,200 0,00041
6. rtec 20 13550 0,0333 8 0,018
7® woda 20 998j2 0,9980 0,515 5*16
8e benzol 20 879,1 0,415 0,132 3,62

9« powietrze 20 1,161 0,240 0,022 0,0787
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Tabela 11

Wzgledne wspotczynniki przewodzenia ciepta

aia 2 srebro g?.;;dz zelazo szamot bakelit
rtec¢ 44,1 12,5 6,4 0,125 0,025
woda 609 194 99 1,94 0,388
benzol 2670 757 370 7,57 1,52
powietrze 16000 4545 2200 454 °,09
Tabela 111

Wzgledna pojemnos¢ cieplna

°1921/c 272 srebro mosiadz zelazo szamot bakelit
rtec¢ 1,296 0,182 0,193 0,887 1,07
woda 0,589 0,079 0,875 0,402 0,485
benzol 1,587 0,212 0,187 1,08 1,305
powietrze 2106 280,9 313 1436 1732
Tabela v

Wzgledny wspotczynnik przewodzenia temperatury

vV S2 srebro mosiadz zelazo szamot bakelit
rtec 33,4 7,22 3,25 0,11 0,138
woda 1160 193,8 113 4,84 0,79
benzol 1660 359,1 161 6,90 1,13

powietrze 7,64 1,65 0,743 0,031 0,0052
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Tabela V

srebro ocsigdz zelazo szamot bakelit

rtec 43,1* 11,5 5,4* »0,875 - 0,375
woda 608 193 98 0,94 —0,612
benzol 2669 * 756* 369 6,57 0,52
powietrze 15999 4544 2199 453 8,09
Tabela VI

Wielkos¢' (el ~/c™g).N«*)

@S (\oc) srebro mosiadz zelazo szamot bakelit

rtec 114,3* 4,1 2,45%* 0,13 0,053
woda 51,9 1,77 11,1 0,06 0,024
benzol 140* 4,77* 2,371 0,16 0,065
powietrze 185700 6320 3975 215,4 86,61
\/cc 88,2 22,5 12,7 0,15 0,05

Uwagi do tabeli V i VI»

Wartosci oznaczone * zostatly przyjete w dalszych
obliczeniachs Wystepujgca w tabeli VI w ostatnim wier-
szu wielkos¢ wymaga objasnienia, jest bowiem uzaleznio-
na od parametru oc. Jako reprezentujacy konwekcje, wspot-
czynnik ten jest zalezny od bardzo wielu czynnikéw* Na
podstawie [2,4] mozemy poda¢ rzad jego wielkosci, mia-
nowicie miesci sie on miedzy 4 i 4000 kcal/m2 h grd*

W tabeli VI przyjeto wartosc¢oca 4 kcal/m2 h grd» Inne
wartosci mozemy otrzyma¢ mnozac x</ioo Prze€z 1o« ' i 104
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Tabela VII

33

zawiera wspotczynniki rownan (P 18) i

(P 19) dla dwu przypadkéw zmiennych wymiaréw ciat, bio-
racych udziat w procesie« Poniewaz obrane wartosci sg

raczej

przypadkowe przeto na koncu przeprowadzono ogoélng

dyskusje zaleznosci odpovn.eduich wielkosci od wymiaréow

aibcra-fA.

Rodzaj
przewodnika

srebro/rtec
srebro/benzol
mcsigdz/benzol

zelazo/rtec

Rodzaj
przewodnika

srebro/rtec
srebro/benzol
mosiadz/benzol

zelazo/rtec

(rys,

2a, 2b, 2c).

b a~r/"Hc :i_g ‘I/OZ 9 2N

(b -

oy

a l ema

A « 0,5 cnm

- 0,64
- 0,78
- 0,106
— 0,096

(b — A*bc)

b =
A ® 0e5 am

1 cm

22
— 1334
- 333,9
2,7

Tabela VII
@)
bs 2 aon A 1
A = 0,5 an *2
- 3,8 43,1
- 4,3 2669
- 0,63 756
- 0,58 5»4
Tabela VII (c.d.)

z =|/#/a2/51(b—a)/a

S 2 am b =

1l cn b =2 on

s 0,5 an 4 aC,5 cn A sO0f5cc
3,8 5,8 17,3
4*3 40,7 122,2

567,2 19,0 56,9
4,1 1,8 5,4
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260 Dyskusja wyrazenia b(b«A)/(b‘» ~/ce) w funkcji b

lia rysunku 2a przedstawiono orientacyjny przebieg
funkcjio Posiada ona dwa miejsca zerowe b » 0 oraz
b &2A i1 staje sie nieskonczona ze zmiang znaku dla

b = "*«j/foco Sg mozliwe dwa przypadki, zaleznie od spe#nie-
nia nieréwnosci ASS N /Ox Ze wzgleddéw fizykalnych wcho-
dzi w gre czes¢ wykresu, dla ktorej b>A0

2?0 Dyskusja wyrazenia (b— ~/oc).(b— A)/ b w funkcji b

Wyrazenie zeruje sie dla b a ”/cc oraz b sA 1 sta-
je sie nieskonczone dla b a 0 i b+*<s Na rys. 2b
przedstawiono dwa przypadki, odpowiadajgce powyzszemu
rozmieszczeniu miejsc zerowych i biegundw, Krzywg opi-
sano, przyjmujacA<” oraz Ze wzgledow fizykalnych
wchodzi w gre czes¢ krzywej odpowiadajgca b>4®

28e Dyskusja wyrazenia 7z ®J/a2/a™ , A/{b—A)

Rysunek 2c przedstawia przebieg krzywej. Posiada ona
pionowg asymptote dla b , Ze wzgledow fizykalnych
w gre wchodzi dodatnia gataz krzywej, odpowiadajgca b—A
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PRZYPISY

PT« Rozwigzanie uktadu réwnan (2—-6) z uwzglednieniem
uwag % punktu 6C metodg catki Laplace a

P 1-10 TransformacjJa_ réwnan rézniczkowych i1 warunkow”
brzegowych”

Oznaczamy parametr transformacji przez p9 funkej©
temperatur przetransformowane przez jrr i a 192s

przetransformowang funkcji t(”) przez T(p)O
Ukd#ad rownan (2-6) po transformacji przybiera nastepu-
jaca postac

(P-1)

(P-2)

dla rk » b
P-3)

dla rk a ak

(P—4)
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de, .
<HE,
Nk

11 o

W rozwigzaniu uk#adu réwnan (p 1-5) oznaczamy

1/p/s'% « p£, i * 1,2

Rozwigzanie mozemy napisa¢ w posteci

+Pi rk > —*J rk
Wik T AL P Ay e P g
(P-6)
i al,2
przy czym
: rv/ ~P* r. = o
- — E
i kfFkdi= =87 /M WLoke & ~ /BN +
_ (P-7)
“pi rk/ pi rk
+ e JAvk tk,o,k’ e . ark/2 P a,

State At i1 k a2 k wyznaczamy z warunkéw (P 3-5).

Przy wykonywaniu catkowania w rownosci (P 7) przedtu-
zamy analitycznie rozwigzania, wazne w przedziale

~ak—1,bk—1~ Przyjmujac w nich dla ,

i » 1,2 te. same wyrazenia analityczne,

W przypadku, gdy t. = const, i1 - 1,2, otrzymu-
jemy *thoy'm

fi,kCv * rk ‘i.o.k7 P
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P 1-2, Rozwigzanie~grzetransformowane

Podstawienie wyrazen (P 6) do rownan (P 3»5) i elimi-
nacja statych A ~ k A2 i1 k 6a”e nastepujgce rozwigza=

nia przetransformowane

rkS,k e« 1,k \ P2 °h [P2 «KI

0" TTe h @ *25i (k- A+
+A- KPR K 20[ Pk = V] -
o 1\ o2t k- +

+ (bk —— >+2 sh [pl(bk — rk]f \—F1,k(rk)

rk®2,k 9\ * Sh [p2 ®] “ 2 |P1,k *

&PL GREt +P2K of OtkPL
h[plk- V] +K "*9) eh [VIK* &

- "k [f2,k<V - f1,k(v1}~" sh p2 rk] +

+ f2,k<V Hk ah [p2 \] <P-9>
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przy czym oznaczono

Fi,k (p) - bk Tk<p> —# bk dfi , k<V/ark -

f —:.k(bk) bk i, k<V (r-10)

P2,k<p>" f2,k(V— \ p2 oh [*2 aJ— f1,k<V

X

\ P2oh|[p2 \] - (1 —— J -« 3h [p2 aK]

(P-11)
r X1
- % ~[p2 «J. df2>k(\)/drk —TC

al r
“k * — bk»L [\ P20h [»2 \] ' <1 * .

© Sh o [p2-“kij 2 ch i(bk . ~ )71+

bt P,

AV r
—~z *k P1 « Gh [P2 \] ' 2 8h [PI(bk — °k>] +

-k @ [2Y-il -
o f2K]° 2N [m ow ] k-
r ke 2% 2d{pdk- V] (-2
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W przypadku funkcji przedstawionej za pomocg rowna-—
nia (1) otrzymujemy przetransformowang

n
Tk(p) a X] Dg k/ (P"ES) + ®/p (P*“13)
s—1 9

P 1-30 D”"skusja”rozwigzan_przestransformowanych

Na podstawie (P 8=12) rozwigzania przetransformowane
sg funkcjami parametrow pif i a 1,2 i wskutek tego-
gdy p przybiera wartosci zespolone, sa funkcjami alge-
braicznymi parametru p, posiadajg wiec punkty rozgate-
zienia* Do takich funkcji nie stosuje sie twierdzenie
0 residuach w normalnie stosowanej postaci« Wyjatek sta-
nowig przypadki [3], gdy licznik i mianownik funkcji al-
gebraicznej sa parzyste w p4 albo, jezeli sa nieparzy-
ste — ich iloraz jest funkcjag parzysta« Poniew—az w na«
szym przypadku warunki te sg spednione, mozemy do nich
stosowa¢ twierdzenie o residuach, z tym ze rdéwnanie
charakterystyczne posiada w tym przypadku nieskonczenie
wiele pierwiastkow«

P 13« Przejscie do funkcji czasowych

P JlI-1e W”znaczenie™warto|ci®wta™2ch_£roblemu

Otrzymujemy je przez zerowanie mianownikéw (P 8 1 9)s
Wartosci wktasne problemu sg trojakiego rodzaju® Oznaczo»
no je nastepujgco?

1) p stfs, sal,?2 n, Sa to wartosci wtasne, przy—

nalezne do funkcji Tk(p)-

Nie ulegaja one zmianie przy przejsciu od jednego prze-
dziatu czasowego do drugiego®

2} p wa 1,2 pierwiastki réwnania

(P—14)

Potozenie tych pierwiastkow jest zmienne z indeksem k«
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A dalszym ciggu”™nie uwzgledniamy ich, poniewaz w roz-
winieciu Heaviside#a wspotczynniki przy odpowiednich
cztonach sg réwne zeru*

3) p3X*, v s1,2 pierwiastki rdévmania ao,
zmienne z indeksem kO

Aby wykaza¢, ze réwnanie posiada tylko pierwiastki oc, —
urojone, podstawiamy

i jezeli zatozenie jest stuszne, otrzymujemy rzeczywiste
wartosci dla m . Przynalezne do nich wartosci oznacza-

my pl,v* P2,v*ttv*

4}y p a 0 wyznacza stan ustalony temperatur. Obliczenie
odpowiednich wspétczynnikédw rozwiniecia Heaviside" a
wymaga przejscia granicznego, poniewaz w tym przy-
padku zeruje sie rownoczesnie licznik i mianownik
funkcji (P 8-9)*

? 11-2, Obliczenie pierwiastkéw réwnania *0

Réwnanie (P-12) doprowadzamy do postaci, wygodniej-
szej do graficznego rozwigzania
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Ktadac lewa wzglednie prawag strone roéwnania rowng yt
znajdziemy pierwiastki rownania (P—15) jako przeciecia
otrzymanych w ten sposéb w ptaszczyznie (y, m2 a. ) wzgle-
dnie (y, mli (bk - &%) krzywych*

Z obu stron réwnania wystepujg funkcje
y a @/ tg/d (P-16)
przy czym

u - \ lub ml ~bk “

Miejsca zerowe tego rodzaju funkcji sa wyznaczone
przez fi — (2u + 1) dla ktérych tg// staje sie nie-

skoniczenie duzy* Bieguny funkcji sga wyznaczone przez

unt u s0,1,2 dla ktérych tgu * O« D¥a”» O
funkcja przybiera warto$¢ 1« Powyzsze warto$ci pozwa-
lajg nakresli¢ orientacyjny przebieg krzywej. Jest ona
podobna do funkcji ctg/U, z tym ze w miare wzrostu
argumentu, przebieg staje sie bardziej stromy i wartosc¢
dla ¢(1b o réwna sie 1» Za pomoca krzywych ~P-16) budu-
jemy krzywa prawej strony rownania (P—15)« Ma ona naste-
pujaca postact

X X—
i 1 mn 2
ocC k % n]l oc _)(.x , 1} /
/ m.
2/~ "k— 1 tg 2 °k + (bk — X, ak +
X . X
o K VA (P-17)

Miejsca zerowe krzywej (P-17) wyznaczamy z rdéwnania

1 X X
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Biegany funkcji wyznaczamy za pomoca réwnania

Oba rdéwnania rozwigzujemy graficznie na rysunku 3# Mo-
zliwych jest kilka przypadkow*, zaleznie od znaku wyrazen

1* jj—1i b »*“ ‘O Aby nie komplikowa¢ dyskusji rozpa—»
2

trywaniem zbytecznych przypadkdw,, rozpatrzono tylko te

przypadki, ktdore odpowiadajg danym, wyliczonym w przy—»

ktadzie zamieszczonym na koncu, odpowiadajgcym szero-

kiemu wachlarzowi zmiennosci parametrow wystepujacych

w praktyceo

Wynikajg stad dwa przypadki* odpowiadajace na rysun-
ku 3 przecieciu sie krzywych b2) oraz Ic) lub llc)e
To wskazuje droge, jak postepowac¢ w przypadku innych
kombinacji«

Bieguny oznaczono na rysunku Kkrzyzykami, miejsca zero-
we kotkiem. Ksztatt krzywej (P-1?) jest zalezny od wza<*
jensnego potozenia miejsc zerowych x biegundw« Na rysun-
ku 4af 4b przedstawiono dwa mozliwe typy krzywych«

Poniewaz argumenty lewej i prawej strony rownania
(P 1-15) sg rozne* mozemy przyjac¢ jako argument odnie-
sienia p u2 a, i wtedy argument lewej strony mozemy
napisa¢ w postaci -y =

Na rysunku 4a, 4b narysowano krzywe, przedstawiajgce
lewg strone rownania (P“15) dla dwu réznych wartosci za
Z rysunku 4a, 4b wynika, ze réwnanie iP-15) posiada
nieskonczenie wiele rozwigsan0 Ich potozenie mozemy
orientacyjnie wyznaczy¢ nastepujacos

Jako punkty orientacyjne przyjmujemy punkty”u— usC,
u - 1,2 .o odpowiadajgce miejscom zerowym funkcji lewych
stron réwnan (P-18) i (P«19)o Miejsca zerowe i bieguny
funkcji prawej strony rownania (P—15) moga leze¢ albo
po jednej stronie albo po przeciwnych stronach punktéw
¢Is* WS« lezg cme niesymetrycznieO Stad wynika w pierwszym
przypadku ksztatt krzywych podobny do funkcji u/tg uz ry-—
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sunku 3. W drugim przypadku z chwilg przeciecia paraboli
prawej strony rownania (P-18) z prostg prawej strony row-
nania (P-19), charakter krzywych ulega zmianie (rysu4b),,

Obserwacja rysunku 4a i 4b pozwala zorientowacC sie,
jakie powinny by¢ speinione warunki, by nastepito prze-
ciecie sie krzywych prawej i1 lewej strony rownania (P-15),
Y/arunek ogoélny jest nastepujacy?

Odcinek osi odcietych, zawarty miedzy dwoma biegunami
jednej krzywej, musi znajdowa¢ sie wewngtrz analogiczne-
go odcinka dla krzywej drugieja Jako punkty orientacyjne
obieramy punkty kot, k = 1,2 ,ee Wyznaczajg one poto-
zenie biegunéw krzywej y * ~:/tg/4 Poniewaz bieguny krzy-
wej (P-17) sg wzgledem nich przesuniete o pewne zmienne
na ogot z numerem k, dodatnie lub ujemne odcinki ¢.t mo-

zemy odrozni¢ tu trzy przypadkis 1
Przyjmujemy z>1 (w przeciwnym przypadku nalezy zamie-
ni¢ ze sobg liczby k 1 m).

1) Rysunek 4a. ¢odatniea Jezeli w k—tym prze-
dziale funkcji vy miesci sie m-ty prze-
dziat funkcji vy otrzymujemy
kacz + 61 z<;msc<(k + 1)"Cz + z (P—-20)

Jezeli mozemy przyjac T &N otrzymujemy
kz—-"m c(k+1) z -1 (P-21)

2) Rysunek 4b, krzywe lewej czesci rysunku. Tu ¢ <0,
mozemy wiec napisac

k% z z < m3c<(k+ l)acz +6 z —% (p—22)

3) Rysunek 4b, krzywe prawej czesci rysunku, 'fu jako
przedziat odniesienia mozemy przyjac¢ przedziat bez
przesunieé¢, gdyz, ze wzgledu na ksztatt krzywych, prze-
suniecia nie powinny odgrywac¢ roli« Otrzymujemy w tym
przypadku warunek (P«21)e
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Z faktuO &e istnieja rzeczywiste rozwigzania m * wy-
nika fakt9 ze odpowiednie p musza by¢ ujemne9 poniewaz

o/a_ 3 < ta~o0 Rozwigzania wiec problemu sa statecznea
e i I

P 11®30 Obliczenie temgeratur_stanunustalOnegO

Stan ustalony temperatur t« i tg zalezy od stanu
ustalonego temperatury t. Jezeli przyjmiemy ja jak po-
dano we wstepie takas ze jej transformowana jest iunk*
cja meromorficzng9 wtedy w przypadku uktadéw statecznych
fizykalnie dajacych sie zrealizowac9 posta¢ tej ostat-
niej mozemy przyjac¢ jak w (P=>13)e

Stan ustalony znajdujemy w ten sposdOb, ze w wyraze-
niach (P-8) i (P»9) wybieramy te cztony, ktdére maja w
mianowniku czynnik pe

Jak wykazano dalej, funkcje f= ICrk)s to
wtadajgce t* Q k statym* czy to iaieftnym z czasem -—
zawierajg zawsze takie cztonya W pierwszym przypadku sg
one ksztattu rk t* Q k w drugim rk O0* postepowanie

w obu przypadkach jest jednakowe«

Ze wzgledu na to, ze liczniki I mianowniki wyrazen
(P-8) i (P-9) zeruja sie dla p » 0, wskutek czego wyra-
zenia te staja sie nieoznaczone* w celu usuniecia nieo—
znacznosci rozwijamy licznik 1 mianownik tych wyrazen
W szereg poteg p”~ 1 urywamy szereg nha pierwszych po*
tegach.

Otrzymujemy w ten sposOb nastepujgace wyrazenia na
mianowniki

2 bk2 il.k P2,k lub 2V , 1 (k P2,kV n

Dla licznikdéw, otrzymujemy
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lub

rx1.
2 rk p1,k p2,k P,k X0 ak p25k + ?2,kL — bk +

i 0>k —;r)(\ — %)]

przy czym

dfi.kfbk)
Fi,k « bk ® — p dr, fl.k<V bk p f1,k bk’
P27k = @k p p29%k f2,k*®k' "X 2 @ p p2,k f1,k

) o I(gi*- 1 '"“1.kMak?
® p p27XK r. ) drk

Dla obu temperatur we wszystkich przedziatach czasowych
otrzymujemy wartos¢ ustalong 0 , réwng wartosci ustalo-
nej temperatury otoczenia t*

P 11-4. Uwagi dotyczgce_krotnosci_gierwiastkéw_réwnonia
charalcter”~stycznego_i"zwigzane”iz_tym_postaci

rozwigzania

Jak wynika ze sposobu znalezienia miejsca zerowego
funkcji (P-12) pierwiastki sg pojedyncze. Podobnie wyni-
ka z zatozenia o funkcji (P—-13)» ze pierwiastki oog sag
pojedyncze, W tych warunkach mogg wystgpi¢ najwyzej bie-
guny dwukrotne, jezeli jakie$s oy jest réwne jakiemus
0380

Niewygoda metody jest to, ze posta¢ rownania

= O zmienia sie z indeksem Kk, wskutek zmiany wymiarow
uktadu. Poniewaz jednak wspoétczynniki rozszerzalnosci
ciat statych i1 cieczy sa bardzo malte, nawet przy zmianach
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mtemperatur rzedu kilkudziesieciu stopni, cztony popraw-
kowe sg mate. Mozemy wiec tak przeksztatcié mianowniki
Hi(oc ), by otrzyma¢ mianownik wspolny dla wszystkich pod—
przedziatéw. Jezeli ograniczymy sie do pierwszych poteg
matych z zatozenia cztondbw poprawkowych, mozemy napisac

przy czym A ktlO(cov) oznacza czton poprawkowy, zalezny
od indeksu kO

'Pen sposOb pisania mianownika wprowadza bieguny po-—
dwdjne, ze wzgledu na wystepowanie mianownika MQ(ocv)
w kwadraciea Gdybysmy chcieli osiggng¢ wieksza dokia =
dnosc¢, moglibysmy uwzgledni¢ dalsze cztony rozwinzecia,

W dalszym ciggu wiec bedziemy przyjmowac oc3 pojedyn-
cze, Xv mogg by¢ dwukrotne, jezeli zadne ocs nie jest
rowne zadnemu «*v i trzykrotne, jezeli taka rownos¢ za-
chodzi*

Wystepowanie biegundéw wielokrotnych oznacza wprowa-
dzenie w rozwigzaniu cztonéw' sekulamych w postaci wie~
lomianéw t przy funkcjach wykdadniczych® Ze wzgledu
jednak na wtasnosci funkcji wyktadniczej cztony te nie
wptyng ujKunie na statecznosc¢ uktadu.

P—11.5. £osta¢_rozwigzania

Sa pomocg indukcji zupeinej mozemy poda¢ postac¢ roz-
wigzania problemu dla k—-tego podprzedziatus

“i.kAk=" =°'i,1,k(V T) +6'i,2,k(V T) +
(P—24)

+ *Vv)
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ti,0<r0,c) - +ai,z,°(T°’X) * 6 (P* 24)

przy czym = 0. Symbol dla k « 1#2 ,,. oznacza
kornicowe chwile poszczegdlnych podprzedziatow.
Dla oszczednosci miejsca nie podajemy tu znaczenia

M * M A 1 *
6'><$x#>’c {Yigt.K +v)* Wystepujg one w rownaniach (7)*(18),
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Binarnie TenjionpoBOfIHOCTH Ha H3MeHeHHH oSbema
/IByx—CJioMCTOii ccfiepunecKOH cMCTeM&i

PESIOME

B pa6oTe paccMaTpnBaeTca fIByx—CJioKCTaa ccfjepnHecKaa 5epe—
rosaa npoSjieMa TeruionpoBOfIHOCTM npw M3MeHeHMax TeMnepaTypbi
OKpyxcaioiiiHx Teji m peinaeTca npn noMonpi MHTerpajia Jlanjiaca.
P.jiaBHoe saTpyAneHMe npM pemeuMM npo6jieMbi b tom, hto bcjiba—
CTBMe TenjiOBOU pacmnpaeMOCTn, rpaHMu,bi cmctsmbi noflBMIKHDi.

BcjieflOTBMe rpOMO3fIKOCTM KOH6HHbix pe3yjibTaTOB “ejiaeTca
ripM6jiM>KeHMe, cocToamee b tom, hto SKcnoHeniriiajibUbie c]DyHKuU;MM
pemeHMH 3aMeHaiOTca mx pHflavM M 2-mx MOInHOCTeii bkjiiohm—
TeJIbHO.

1HOTOM BbIHMCIIFIIOTCH On03flaHMfl CHCTeMbl, BClieflCTBHe T8HJIO—
NpoBOMHOCTH, ecjiM CMCTeMa ynorpe5jiH6TCJi KaK h. n. KOHTaKTHbiii
TspMOMFiTp, KOTOpbiM peryjinpyeT 1iisMenenKa TeMnepaTypbi
OKpyacaioinMx Teji. B KOHije BbiHucjiaeTca BJiMHHiie KOHBeKi~MM
b AByx nhacTHDbix cjiynaax.

HncJieHHbiTi npMMep flaeT opneHTnpoBKy 06 bjimhhmii hckto—
pbix, coflepacamiixca b padéoTe, napaMeTpoB.

B ~onojiHCHMM AaiOTca noApoOHOCTM MeTO”a peuieHMH npo—

6jieMbi.
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The influence of heat conduction on the volume variations

in the two layer spherical body

SUMMARY

In the paper is the two layer spherical boundary pro-
blem of heat conduction under the influence of ambient
temperature variations by use of Laplace integral sol-
ved« The difficulty of the problem is, that the bounda-
ries of the body are in spite of thermal expansion mo-
bile®

The end formulae are tedious» In the applications is
the approximation made, that the exponentials are in
the solution of problem in power series including squa-
res expanded.

The solutions were In the discussion of retardations
in a system as contact thermometer used, that gowems
the ambient themperature oscillations8

Ac the end is the problem of heat convection discu-
ssed in two particular cases.

Some of quantities, appearing in the paper, are in
i;he numerical exemple discussed.

The appendix gives the complete solution method.
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