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Jerzy KLAMKA

STEROWANIE Z MINIMALNA ENERGIA UKLADEM DYSKRETNYM Z OPOZNIENIEM

Streszczenie. W artykule.rozpatrzono problem sterowania z mini-
malng energia liniowym niestacjonarnym ukfadem dyskretnym z opo6z-
nieniem w sterowaniu. Wykorzystujac macierz sterowalnosci okreslono
posta¢ sterowania z minimalng energig tymi ukdadami.

1. Wstep

Problem sterowania z minimalng energia liniowymi ciagtymi ukdadami “dy-
namicznymi ze stabymi opdéznieniami w sterowaniu byt rozpatrywany jszez wie-
lu autoréw [i], [2jr [4]- Podobnie zagadnienie sterowania =z minimalng e-
nergia liniowymi ukdadami dyskretnymi bez opdéznien w sterowaniu jest zna-
ne w literaturze [5]. Brak natomiast opracowania dotyczgcego tego zagad-
nienia w odniesieniu do liniowych uktadéw dyskretnych z opdznieniem w ste-
rowaniu. W niniejszej pracy, pragnac wypedni¢ te luke, podano postac¢ ste-
rowania z minimalng energig dla liniowych dyskretnych niestacjonarnych u-
k¥adbéw dynamicznych ze statym opéznieniem w sterowaniu. Okreslono réwniez
minimalng wartos¢ energii tego sterowania. Przy rozwigzaniu tyoh zagad-
nien korzysta sie" w istotny sposéb z rezultatéw uzyskanych w pracy [3], a
szczeg6lnie ze zdefiniowanej tam macierzy sterowalnosci dla ukdtadow dys-
kretnych z opéznieniem w sterowaniu. W pracy [3], zamieszczona jest roéw-
niez bibliografia dotyczaca problemu, sterowalnosci uktadéw dyskretnych =z
op6znieniem w sterowaniu.

2. Definicje 1 oznaczenia

Niech bedzie dany liniowy niestacjonarny dyskretny ukdad dynamiozny ze
statym opéznieniem w sterowaniu, opisany liniowym wektorem réwnaniem réz-
nicowym w nastepujacej postaci:

x(k+1) » AGX(K) + B(Ou(k) + C(u(v(k)) k€ [koskN - 1 ] ~

gdziel
A(Kk) jest macierzg n X n wymiarowgv
B(k),C(k) sa macierzami n X p wymiarowymi,
x(k) € RL jest wektorem stanu chwilowego,
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u(k) e Rp jest wektorem sterowan,
Z jest zbiorem liozb catkowitych.

Funkcja v(k) typu vi z> jest zdefiniowana wzorem»
v(k) =k - h , @)

gdzie jest liczba naturalng, reprezentujacg state opdznienie.

Wprowadza sie funkcje r(k) typu r»[v(kQ), Vv(kN_")] - [kQ ,~H-1] ,okreslong
nastepujacym wzorem»

rck) =k +h . ®

Ponizej, dla wygody czytelnika przytoczono definicje, oznaczenia i pew-
ne rezultaty uzyskane w pracy [3], a dotyczace sterowalnosci ukdadu (i).-
Beda one wykorzystywane w dalszej czesSci niniejszego artykutu.

Definicja 1

zbior z(k) = Ix(K),uvk)),utv+D, ..., u(k-2),u(k-1)] nazywa sie star
nem zupednym ukdadu (i) w ohwili k.

Definicja 2

Uktad (i) jest wzglednie sterowalny na odcinku [kO,kjj], jezeli dla do-
wolnego stanu zupednego z(kQ) i dowolnego wektora jn 6 B3l, isimieje sek-
wencja sterowan u(k0),u(ko+D),...,u(kjf 2),u(kN_jL), taka, ze zachodzi na-
stepujaca réwnosé« x(kH) = xN.

Jednoznaczne rozwigzanie rownania (I) z poczatkowym stanem zupednym
z(kQ) jest nastepujacej postaci«

x(K) a F(k,kQ)x(k0) + JZI PUGI*DEA@UA) + CAIUvIIII k>kQ, @

gdzie« F(k,j) jest n x n wymiarowg macierza tranzycji, dang réwnoscia«
p(k,§) a F(k,j+DAQ) a>Akk-DAKk-2) ... AG+DAQ) dla k > j (5)

P(k,k) = In , gdzie Xn oznacza n X n wymiarowg macierz jednostkowa,

W przypadku uktadu stacjonarnego, gdy A(k) a A, dla k e Z, otrzymuje sie«

F(k.j) = P(k-j) = Ak“i , dla k> j (6)
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Macierze A(k), wystepujace w powyzszych wzorach, moga by¢ osobliwe dla
pewnych wartosci zmiennej k, czyli ukdad (I) moze by¢ zdegenerowany. Wy-
czerpujace wiadomosci o degeneracji ukdtadéw dyskretnych znajdzie czytel-
nik w pracy [6]- Nalezy jedynie nadmienié¢, ze wystepowanie opd6znienia w
sterowaniu nie wphtywa na degeneracje uktadu dyskretnego [6]. Podstawiajac
w rownosci (4), k = kH, otrzymuje sie nastepujaca relacje

1**s-1i
x(kN) a P(kN,k0)x(k0) + Z F(kid.i+D@G@UG@) + CGuv@)) =
J=k0

J=kN-1
= P(KK ,k0)x(k0) + 217 FCKN, j+DBGDUG) + a
j=ko
J=v(kN)-1

PKiIr(J+DICr(idNu(d
J=v(kQ)

W dalszej czesci niniejszej pracy zaktada sie zawsze, ze zachodzit

v&ipn > kQ . ®

Wszystkie dalsze rozwazania przeprowadza sie przy zatozeniu (8). Po pro-
stych przeksztakceniach, réwnos¢ (7) mozna przedstawié¢ w nastepujacej po-
staci, dogodnej do dalszych rozwazali i przeliczen:

J“k0-1
X(kN) = P(kN,kO)x(k0) + Z P(kN,rg+D)org)ug) +
J=v(kQ)
J=v(kH)-1 j=kH-1
+ N iKiJ.r(+DHCr(uCG) + p(kN,j+DB(JDUCi)-
N=ko 3=k0

Dla skroécenia zapisu wprowadza sie nastepujace oznaczenia:

J-kO-1i

q(z(k0),x(Kjg))ax(kN )-P(Kjj.k0O)x(ko) - ) P(kH,rCj+1))C(rg)u@d) (10)
Jev(k0)
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v

HCKN L) a 2(kjj,rG+DICrGd) + i(kk,d+DB3G) @2)

< x , Qx > = X1Qx = ixllq , a3

gdzie* < e i*> oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni R1l, symbol”’ oznacza
transpozycje, X e Rll, oraz Q jest macierza n X n wymiarowg.

Macierz sterowalnos$ci dla ukd#adu (i) definiuje sie nastepujaco [B]*

J=v(kN)-1

Gocjfrj)&= (%, 3) = a4
Javcip

W pracy [3], sformutowano nastepujacy warunek konieozny i .wystarczajacy
sterowalno$oi na odoinku [ko’kl?] ukdadu dynamicznego (1)j "Ukdad dynamicz-
ny postaci (1) jest wzglednie sterowalny na odoinku [kO»tjj]» wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy zaohodzi nastepujaca zaleznos¢'*

rzad W(kO,kjj) a a . 15)

3. Sterowanie z minimalng energia

W przypadku, gdy uk#ad dynamiczny (1) jest wzglednie sterowalny na od-
cinku [kO,kjj]," wéwczas istnieje wiele sterowan u(j) okreslonych, na [kQ,
%-17] » przeprowadzajacych ukdad dynamiczny (1) z danego poczatkowego sta-
nu zupednego z(k0) do zadanego koncowego stanu ohwilowego x(k”).Zagadnie-
nie sterowania zjninimalng energiga uktadem dynamicznym (i), polega na wy-
braniu sposrod wszystkich mozliwych sterowan przeprowadzajacych stan zu-
pedny z(kQ) do stanu ohwilowego x(kN), takiego, ktére minimalizuje naste-
pujacy wskaznik jakosci*

e

gdzie* Q(3) jest macierza p X p wymiarowa symetryozng 1 nieosobliwg dla
kazdego je [kQ, . Wartos¢ wskaznika jakosci J(u), przy Q) = IP B
ko" kK-1J okresla catkowitg energie sterowania u(j) na odcinku LkO,
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W celu skrdécenia zapisu wprowadza sie nastepujace oznaczenie:

J=v- (N )-1
H(KN . DQ-1UDH (N ,j) + X 1 0(lcH ., §)Q"1(3a?Icipni
J=kQ J=v(kN)
an

Twierdzenie sformutowane ponizej okresla postaé¢ sterowania minimalizu-
jJjacego wskaznik jakosci (16) oraz podaje jego wartos¢ minimalnag.

Twierdzenie 1

Zat6zmy, ze uktad dynamiczny (i) jest wzglednie sterowalny na odoinku
[kO,kN_i]. Niech u(j) bedzie dowolnym sterowaniem okreslonym na odcinku
[kO ,kjj_i]i przeprowadzajacym ukdad dynamiczny (i) ze stanu zupednego zCk"
do stanu chwilowego x(kjj)- Jezeli wybierzemy sterowanie u(j) nastepujacej
postaci :

Q-1()DH, (KN, POW-1(kOtklh (zCk0),x(kiD) , dla je [kO,v(kN)-I]
u*(§) = a8
Q-1(§)G" (KN/ZPWL(KOFKN)q(z(k0),x(kH)) , dla je [v(kN),k -I]

to sterowanie u*(J )przeprowadza uktad dynamiczny ze stanu zupednego z(kQ)
do zgdanego stanu chwilowego x(kN) oraz zachodzi nieréwnosc¢:

Jaga—1 J=ij-1

27 B5(3J»Q(J3)> 1 io mu“ (IRGg) - (19)

J))

Ponadto, minimalna warto$¢ E energii sterowania u*(j) jest dana wzorem:

jkif-1
E= A2 x(j)la(j) = ig(z(ko) x(kH)lI" 1 (20)
j=ko0 Q VIco*KN ;

Powadd

W pracy [3] udowodniono, ze jezeli sterowanie u*(j) jest postaci (18),
to przeprowadza ono ukdad dynamiczny (1) ze stanu zupednego z(kQ) do sta-
nu chwilowego x(kN). Powéd tego faktu wynika bezposrednio =z podstawienia
-réownosci (18) do relacji (9) i prostych przeliczen. Niech bedzie dane do-
wolne sterowanie u(j), przeprowadzajace ukdad dynamiozny (1) ze stanu zu-
petnego z(kQ) do zgdanego stanu chwilowego x(kjj)- Ha mocy powyzszej uwagi
prawdziwg jest nastepujaca réwnosc:
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3=%-1
GCkN,DW@) - u*G)) +
ISYGD)
Q1;
J=v(kN)-I

H(kjj, > u) - u=Gy a o .
Wykorzystujac relacje (21), otrzymuje sie nastepujaca réwnosc:

Z_ 1 j?kH)—l
< Gadi. i ) @d@)-u*g)) + H(kH, ) (u@)-u*Q))
J=v(kN) J=kQ
(22)

t WQ1(ko,kk(@-(z(ko),x(kN)) > =0 .

Na mooy relacji (18) oraz whkasnosci iloczynu skalarnego w przestrzeni Rn,
réwnos¢ (22) mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

d=kjj-1
y~i < u@)-u*@)., & (kN, W L(k0,kK)q.(z(k0),x(kH)) >  +
J=v(kN)
J=v(kN)-1
¢z < u@)-u*@), HKij, DHW*1KO,kN)q(z(k0) ,x(kN)) > =0 @3)
3=ko
czyli:
Jakn-1 J=v(kN)-1
z < u@)-u*g@), AHu*gl> + Z < u@-u*@., e@Hu*Ud> =
d=v(kjp J=kQ

€D
J=kN-1
=y - < u(-u*dd. QidugH> =0 .
d=kQ
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Wykorzystujac réwno$¢ (24) oraz whasnosci iloczynu skalarnego i normy, po
elementarnych przeksztatceniach uzyskuje sie zaleznos¢:

J=kij-1 J=kij-1 J J=kii-1
X1 1ur™Q() = Bu0)-«*0)11q(3) + 1<X(d)Hq Cj) (25)
J=k0 j=ko j=kQ

Stad bezposredniouzyskuje sie wystepujgca w tezietwierdzenia 1 nieréw-
nosc:

J3Kkjj-1 J=kij-1
X ] B“(M-Jfj) > X! H «*0)111(3) - (26)
3=ko i=ko

Zatem pierwsza czes$¢ tezy twierdzenia 1 zostata udowodniona.
Minimalna warto$¢ energii E odpowiadajgca sterowaniu u*(j), jest dana na-
stepujacym wzorem,:

=kj-1
e = N] ««*0)i5(3; @70
=kQ

[

[

Podstawiajac u*(j) z relacji (18) do wzoru (27)* otrzymuje sie roéwnosc:

J=kN-1

E=2] 1~ 1(3)&" (KN»3)W-1(k0 ,kN)a(z(k0) , x(kN DIi2(G) +
J=v(kN)

J=v(kN)-I
+32Z 1 Q~1(j)H" (KHFG)W-1(KO ,kN)q(z(k0) ,x(KFiDI2(G) =

¢=lo

=17z < Q"1(3)G,(KHtJ)IW-1(k0 ,klik (z (KO)Tx(KN))
IRV (T))

» QUDQ 1(Q)G (KN, JIW~1(KO,ki)q(z(k0),x(kN)) >  + (28)
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J=v(kN)-I

< QUI@DH™ (KK, IW*1(kO ,kN)q(z(k0),x(k:K)) , (28)
3=kn

» QD" 1IADHT (KN (GHWQ1L(KO,k1Dq(z(k0),x(kn)) >

Wykorzystujac relacje (14) definiujaca macierz sterowalnosci oraz whas-
nosci iloczynu skalarnego w przestrzeni Rn, mozna zalezno$¢ (28) prze-
ksztatci¢ do nastepujacej, bardziej dogodnej postaci:

mj=V-i
E = < q(z(k0),x(kN)) , W~1(KO,KK)G(KN,j)Q~1(§)G” (kH,W,T1(ko ,kN)
J~v&in
J=v(kN)-1
- q(z(kQ).xKipD) > < gizfkjjIjkik™))
J=kn
> Wo ~NCkQ>KENGKIT, 3 DwW-" g ~ Kild, J Mg ~(kQ ,Kkjj)azkQ) .xkif)) > = (29
J=kN-1
=< q(z(k0),(kH)) , WQLCK ,kH). T . G(KN ,J)Q~1(G)G " (Ki,»d) +
v&inH
J=v(kN)-1

HCKN, 5)Q-1GDH (KK L) wy 1(k0vkn)<AH(z(k0),x(1%)) >

Korzystajac z zaleznosci (14) oraz (10), po elementarnych przeksztatce-
niach mozna relacje (29) doprowadzi¢ do nastepujacej postaci:

E =<l q(z(kQ),x(kjj)) , Wg™(kO,KIDWQKO ,KIDWQ (kO ,kjj)a(z(kQ) ,x(kjj)) "™~ -

GO
=<0q(z(k0),x(kl)) ,WQ1(kofkN)q(z(k0),x(kL))> =11g(z(kQ) ,x(kN) " _1~

Zatem druga czes$¢ tezy twierdzenia 1 zostata udowodniona. 7 ten

sposéb
cate twierdzenie 1 zostato dowiedzione.
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4 . Wnioski koncowe

Sformutowane; w pracy twierdzenie podaje analityczny wzér na sterowanie«
z minimalng energig liniowym dyskretnym niestacjonarnym ukdadem dynamicz-
nym ze stalym opdéznieniem w sterowaniu. Twierdzenie okresla réwniez mini-
malng wartos¢ energii tego sterowania, zalezng od parametréw ukdadu oraz
od poczatkowego stanu zupednego i koncowego stanu chwilowego. Zastosowa-
nie twierdzenia w praktyce nie nastrecza wiekszych trudnosci i sprowadza
sie wytacznie do prostych dziatan na macierzach liczbowych. Uzyskane re-
zultaty moga by¢ uogélnione na przypadek uktadéw dyskretnych z wieloma
op6znieniami w sterowaniu,
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ynPABJIEHHE C MHHHMAJIbHOa SHEPFHEit JUICKPETHHHH CHCTEMAMH
C 3AnA3,i,bLBAHHEM

Pe 3 »11 e

B CcTaihe paccMaTpHBaeTca npodélieMa ynpaBmeHHH MHHHMalibHoii OHeprneit, jih-
HeiiHHMH HeClauaOHapHbIMH fIHCKpeTHHMH flIKHaMHVeCKHMH CHCTeMaMH C HeHMeHHeMHM
3ana3itjaaHHeM no ynpaBjieHHio. yuHTuBal MaTpnuy ynpaBAaeuocTH, npeflCTasjieB 3a-
koh ynpaBlieHHH ¢ MHHHMajiBHoU D Herpaett.
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MINIMAL ENERGY CQNTROL OP DISCRETE SYSTEM WITH EELAY

Summary

The paper deals with a study of minimum energy control of linear non-
stationary discrete dynamical system with constant delay in the control.
Using the controllability matrix of the system, the formula for minimum
energy control is given.



