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PRÓBA OCEHY CZĘSTOTLIWOŚCI GRANICZHEJ 
APARATÓW REJESTRUJĄCYCH KRZYWĄ EKG

Streszczenie. W pracy przeanalizowano problem oszacowania czę
stotliwości granicznej aparatów rejestrujących krzywą ekg. wraz z 
oceną błędu wynikającego z przyjęcia tej częstotliwości. Otrzymane 
analitycznie równanie przestępne rozwiązano na maszynie cyfrowej. 
Wyniki przedstawiono na wykresie.

Wstęp
Metodami rejestracji zmian napięć elektrycznych powstających w mieś^- 

niu sercowym zajmuje się dziedzina zwana elektrokardiografią.Źródło ener
gii elektrycznej mieści się w komórkach serca, w których zachodzą tzw.pro
cesy bioelektryczne [2]. Urządzenia rejestrujące zmiany napięć mięśnia 
sercowego i wykreślające krzywą elektrokardiografiozną nazywają się elek
trokardiografami. Krzywa elektrokardiograficzna (krzywa EKG) jest jednym 
z najważniejszych elementów współczesnej diagnostyki chorób serca. Apara
ty elektrokardiograficzne posiadają różną skale dokładnośoi, począwszy od 
prostych aparatów o małej dokładności do tzw. high fidelity electrocar
diographs, które rejestrują dużą ilość szczegółów łącznie z zazębieniami 
w obrębie załamków, nieuchwytnych lub nierozróżnialnyoh na zwykłych zapi
sach EKG [2].

Z punktu widzenia konstrukoji takich».aparatów istnieje problem analizy 
dokładności tych aparatów, a ściślej mówiąc dokładności rejestracji krzy
wej EKG.

Celem niniejszej praoy jest próba oceny częstotliwości granicznej elek
trokardiografów wraz z oceną błędu wynikającego z przyjęcia tej często
tliwości. Istnieje szereg metod oceny częstotliwości granicznej [i] , jed
nak najbardziej naturalnymi kryteriami oszacowania częstotliwości granicz
nej wydają się być, zdaniem autorów, kryteria oparte na analizie widma sy
gnału czasowego. Kryterium tego rodzaju przyjęte arbitralnie w zastosowa
niu do krzywej EKG wykorzystują autorzy niniejszej pracy.

1. Sformułowanie problemu
Często zachodzi potrzeba ooeny częstotliwości granioznej dla urządzeń 

rejestrujących różne sygnały czasowe. Problem taki może wystąpić zarówno
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w przypadku aparatów już działających, jak i będących w fazie konstrukcji. 
Szczególnie wyraźnie występuje to zagadnienie w urządzeniach rejestrują
cych sygnał okresowy, jakim jest krzywa elektrokardiograficzna, którą da
lej nazywać będziemy sygnałem EKG. W związku z różnorodnością aparatury 
rejestrującej ten sygnał, występuje również problem oceny błędu dla przy
jętej częstotliwości granicznej. Obydwa te zagadnienia, tzn. ocena czę
stotliwości granicznej oraz ocena błędu, są ze sobą powiązane.

Ocenę częstotliwości gra
nicznej będziemy opierać na 
analizie widma uproszczonego 
sygnału EKG. celu uprosz
czenia analizy przyjmujemy 
następujące założenia:
1. Uproszczony sygnał EKG 

można przedstawić w po
staci zespołu impulsów 
trójkątnych powtarzają
cych się okresowo (rys.1).

2. 0 dokładności urządzenia 
elektrokardiograficznego 
decyduje możliwość reje
stracji trójkątnego za- 
łamka, którego podstawą

przy
Rys. 1. Uproszczony sygnał EKG

jest pewien dostatecznie mały interwał czasi
czym zachodzi np. T I2 (rys. 2a).

o podstawie T^+T2,

A

Jz

Ostatnie założenie można zao
strzyć, przyjmując, że mamy do czy
nienia z pojedynczym trójkątnym im
pulsem symetrycznym o podstawie cza
su 2T = 2T1 <  T1 + T2 (rys. 2b). 
Sygnał ten można ująć zależnością:

2a 2 b
x( T ) =

m  > t
(1 )

Rys 2. Trójkątne załamki krzywej 
EKG przy czym A jest amplitudą (wysokoś

cią trójkąta).
Chociaż widmo.Bygnału x( T ) rozciąga się w przedziale 0 <  o) <  «  załóżmy, 
że można znaleźć taką .pulsację 23If (f częstotliwość graniczna), że wO Oprzedziale ctęstotliwości od 0 do f jest zawarta podstawowa część pola
pod wartością bezwzględną funkcji widmowej, natomiast pole znajdujące się
poza tym przedziałem jest dostatecznie małe. Wymagamy więc, aby pole wid*
ma pominiętego w przedziale częstotliwości od f do =o , stanowiło mały u-&
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łamek równy oę , (spełniający nierówność 0 <  oc « 1 ) ,  całego pola w prze
dziale częstotliwości od O do«= . Wobec powyższego częstotliwość'granicz
ną f wyznaczymy z warunku.

gdzie P ( W ) jest funkcją widmową sygnału x ( T ) natomiast całka I |p(w | dcc

wyznacza pole pod modliłem funkcji widmowej. Hależy tutaj podkreślić, że 
zależność (2) mimo podobnej postaci, nie jest kryterium energetycznym..Wa
runek (2) przyjmiemy jako kryterium oszacowania częstotliwości graficznej 
aparatów rejestrujących krzywą EKG.

2. Y/yznaczenie częstotliwości granicznej
Częstotliwość graniczną można wyznaczyć, jak wiadomo z warunku (2), 

przy znajomości funkcji widmowej P(co ) badanego sygnału w granicach 0 <  
w  <  00 . Biorąc pod uwagę analityczną postać sygnału (1) oraz jego sy
metrię, możni, wyznaczyć funkcję widmową z relacji:

( 2)
0

(3)
0

skąd po wykorzystaniu zależności (1) otrzymuje się:

I co
(4;

Wprowadzając gęstość widmową (4 ) do warunku (2) po wykonaniu całkowania 
uzyskuje się relację:
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x
Całka J* dw = Si(ax) jest tzw, sinusem całkowym [4] i pozwala się

o
wyrazić szeregiem o postaci!

s i c « )  = «  -  £ $  * ^
Wiedząc, że wartość całki dla x —  wynosił

Ą  dla a >  0
(7)

- Ą  dla a <  0

oraz biorąc pod uwagę, żej

lim ,°o.a, fo ję..- _L a 0  (8)
« —O w

uzyskuje się ostatecznie równanie wiążące częstotliwość graniczną z błę
dem powstałym wskutek jej przyjęcia

. cos 2 % f_T f 1 -idhr - + -SiC?2 * VJ = * 4o o

Równanie (9) jest równaniem przestępnym, którego rozwiązania numerycz
ne podane zostaną w następnym punkcie.

3. Wyniki obliczeń numerycznych
Z uwagi na przestępność równania (9) dokonano jego analizy numerycznej 

na maszynie cyfrowej w pewnym zakresie parametrów.
Uzyskano wyniki w postaci rodziny krzywych dla różnych wartości para

metru T[s] w układzie współrzędnych oę i fg [HzJ. Wyniki te przedstawio
no na wykresie (rys. 3). Można zauważyć, że dla każdej stałej wartości
czasu T trwania trójkątnego załamka wraz ze zmniejszaniem się częstotli
wości granicznej fg, błąd oę wzrasta. Na wykresie obserwuje się zjawisko
"skoku" częstotliwości granicznej f dla błędu wynoszącego około 10^, nie-szależnie od czasu I.

Należy zauważyć, że z równania (9) można otrzymać również pewne bardzo 
przybliżone oszacowanie częstotliwości granicznej. Rozwijając funkcje 
cos 23CfgT oraz Si(2JCfgl) w szereg i ograniczając się do jednego wyrazu 
uzyskuje się następująoe wyrażenie na częstotliwość graniczną:

t g - H s r * - -  (10 )

/
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Zależność ta byłaby słuszna w przypadku małej wartości 23ff_T co pro-&wadzi, z uwagi na relację i

2 J t f gT =. Ą (1 -  oę) ( 1 1 )

do dużych wartości oę .

7= I/IOOa 
T--I/9D4  
7 « 1180 A 7 * p o  a 
T - ¡ISOa  
T-- 1/50 a

Rys. 3. Zależności między częstotliwością graniczną £ a błędem o; dla
różnych wartości T. s

Z uwagi na dużą rozbieżność wyników z zależności (10) w  porównaniu z 
wartościami obliczonymi na podstawie warunku (9), przybliżenie podane za
leżnością (10), wydaje się być mało użyteczne.
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4« Uwagi 1 wnioski końcowe
Praca niniejsza, zdaniem autorów, stanowi próbę oszacowania częstotli

wości granicznej aparatów rejestrujących krzywą EKG- wraz z oceną błędu 
wynikającego z przyjęcia'tej częstotliwości. Oszacowania dokonano na pod
stawie kryterium opartego na analizie widma sygnału czasowego, wykorzy
stując do oceny pole pod modułem z funkcji widmowej. Interesującym mogło
by być porównanie wyników uzyskanych w przedstawionej procy z analogicz
nymi wynikami otrzymanymi z innych metod wyznaczania częstotliwości gra
nicznej (np. metody opartej na kryterium energetycznym).

Problem doboru częstotliwości granicznej, a tym samym częstotliwości 
próbkowania przy zapewnieniu wymaganej dokładności, jest ważny ze względu 
na fakt, że wiąże się on w istotny sposób z nakładami na urządzenia reje
strujące.

Należy zwrócić jeszcze uwagę, że uzyskane wyniki są ważne przy założe
niu, że urządzenia rejestrujące są układami bezinercyjnymi. Wyniki, uzy
skane przy tym założeniu, są wtedy niezależne od parametrów urządzeń re
jestrujących.
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IIPOEA OUEHKH nPE^EJILHOK KACTOTH PErHCTPHPynmGC AIUIAPATOB 

KPHBOfł 3KT

P e a k m e
B paóoie npoaHajiH3npoBaH Bonpoc ouchkk npe^enBHoit u sc to tu  annapaxoB p e-  

rHCTpnpyKimHx KPHBy» 3Kr h oneaeHa onnÓKa nojiyaaeiían b 3T0M cjiynae. IIoJiyneH- 
noe aHajiHTHuecKH TpaHcąeHfleHTHoe ypaBHeHHe Ółłiio peneno Ha 3BM. PesyaBTaiti 
npeflCTaBJieHO rpa$HHecKH.
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ATTEMPT OP ESTIMATION OP LIMITED FREQUENCY OF APPARATUSES 
REGISTERING EKG CURVE

S u m m a r y
In this paper the problem of limited frequency estimation of apparatus 

registering EKG curve has been analyzed together with the estimation of 
an error arising from accepting this frequency. Transcendental equation 
analitically obtained has been calculated on a computer. The resutls 
have been presented on the pictureo


