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STEROWANIE ZBLIŻONE BO OPTYMALNEGO ZA POMOCĄ MOBELU 
O ZREBUKOWANYM RZĘDZIE RÓWNAŃ STANU

Streszczenie. W artykule przedstawiono ocen? strat w przypadku 
sterowania stacjonarnym obiektem liniowym wysokiego rzędu przy po
mocy modelu rzędu niższego. Model ten, otrzymany przez pominięcie 
wartości własnych nieznacznie wpływających na stan nieustalony o- 
biekrtu. wykorzystuje się do obliczania sterowania minimalizującego 
kwadratowy wskaźnik jakości w przypadku horyzontu nieskończonego i 
skończonego.

1. Wprowadzenie
Zastosowanie modeli wysokiego rzędu do sterowania ozy optymalizacji mo

że być nieopłacalne ze względu na trudności techniczne w realizacji ste
rowania, trudności numeryczne w jego obliczaniu, brak dostępu pomiarowego 
do wszystkich współrzędnych wektora stanu (koniecznego dla sterowania op
tymalnego) oraz trudności rekonstrukcji wektora stanu, niedokładności wy
znaczonych parametrów modelu, ich zmienność itp. Powstaje zatem zagadnie
nie redukcji stopnia równań stanu układu, tym bardziej, że często własnoś
ci dynamiczne układów liniowych wysokiego rzędu są zbliżone do własności 
układów niższego rzędu. Zagadnieniu temu poświęcone były między innymi 
prace [i]} [2], [3], [4], [5], [S], w których zaproponowano algorytmy re
dukcji rzędu układu (przy użyciu równań stanu bądź transmitancji operato
rowych) zapewniające najlepszą, w sensie odpowiednio zdefiniowanej miary, 
aproksymacje, bądź oparte na pewnych specjalnych metodach aproksymacji.

Najprostszą i najbardziej naturalną metodą redukcji wydaje się jednak 
pominiecie "małych" stałych czasowych obiektu i stosowanie modelu zawie
rającego wartości własne dominujące [7] , [s] . W tym przypadku interesują
ce jest, o ile różni się wartość wskaźnika jakości przy zastosowaniu, ob
liczonego na podstawie takiego modelu, sterowania do obiektu od . wartości 
optymalnej dla obiektu.

W artykule dokonano oceny określonych w ten sposób strat dla zagadnie
nia stabilizacji wyjścia w przypadku horyzontu skończonego i nieskończo
nego. Uzyskane wyniki mogą stanowić podstawę określenia, jakie stałe cza
sowe mogą być pominięte w modelu.
Autor pragnie tą drogą podziękować prof.dr hab. R. Gessingowi za jego uwa
gi dotyozące omawianych w artykule problemów.
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2. Sformułowanie problemu
Dany jest sterowalny 1 obserwowalny układ liniowy, stacjonarny, opisa

ny równaniami stanu:

i wyjścia

y = cpXp , (2)

gdzie:
xp - jest n - wymiarowym wektorem stanu,
u - r-wymiarowym wektorem sterowań,
y - m-wymiarowym wektorem wyjścia,
A,Bp. i-C- macierzami o odpowiednich wymiarach.

I a J  (y'Qy + u'Ru)dt , (3)

gdzie:
T - jest nieskończonym lub skończonym horyzontem,
Q - macierzą dodatnio półokreśloną,
R - dodatnio określoną.
Sterowanie minimalizujące wskaźnik wyliczane jest na podstawie modelu 

niższego rzędu. W celu obniżenia stopnia równań stanu sprowadza sie rów
nania (i) i (2) do postaci kanonicznej Jordana:

i = Ji ł Bu (4)

y = ox ,

gdzie:
J jest macierzą pseudodiagonalną, zbudowaną z klatek Jordana, odpowia
dających wartościom własnym macierzy A.

Niech J a J1 0 
0 J„

- gdzie J2 d®8* s x fl wymiarową częścią macierzy J 
zbudowaną z klatek Jordana, odpowiadających war
tościom własnym o częściach rzeczywistyoh ujem
nych, położonych daleko od osi urojonej. Ĵ  zatem 
zawiera jedynie "dominujące wartości własne".
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Model zredukowany ma postać:

X* = J1 X* + B1 u

y* = (C1 4 P) X* ,

przy czym x = X* B = 'B1 0 = [°1 °n-s+1 **•
■*11-8+1 bn-s+1
• •
• •

*11 bn

(6)

(7)

’»]

natomiast P - jest macierzą zapewniającą równość wzmocnień obiektu i mo
delu, tzn.:

y(30) = y* (°°) ,

czyli zachodzi

C J“1 B = (C1 + P) J“1 B1 ,

skąd

[°n-s+1 *•* cn] 5 un-a+1 . a P J"1 B1 (8 )

(W przypadku wartości własnych rzeczywistych ujemnych redukcja oznacza po
minięcie małych stałych czasowych).

Można zauważyć, że zależność między wektorem stanu modelu i obiektu 
można zapisać w postaci:

X* b Dx , (9)

gdzie:
D jest macierzą o postaci:

D “ [ V s  °s] . ( 10 )
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przy czym:
o jest macierzą jednostkową (n-s) x (n-s) a 0 macierzą zerową n-s

(n-s) x s.
Spełnione są przy tym związki i

J1B = DJ

B1 = RB (11)

C1 = CII'

Macierz D jest zatem macierzą agregacji [9]*

3. Zagadnienie stabilizacji wyjścia w przypadku horyzontu nieskończonego 
Wskaźnik (3) przyjmuje postać

I = J (y’Qy + u’Ru)dt . (1 2)
o

Sterowanie optymalne dla obiektu ma postać:

u° = -R_1B' Kx , (13)

gdzie K jest symetrycznym, dodatnio określonym rozwiązaniem równania ma
cierzowego:

KJ + J'K - KBR“1B'K = - C'Q C (1 4)

i daje minimalną wartość wskaźnika:

1° = x'(o) K x (o).

Sterowanie minimalizujące wskaźnik

«KJ
I.| = J (y*,Qy# + u'Ru) dt (optymalne dla modelu)

ma postać:

u* = - R-1B' K X* , (1 5)
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gdzie)
jest symetrycznym, dodatnio określonym rozwiązaniem równania macie

rzowego :

K1J1 + J.,' K1 - K1 = - (C1 + P)' Q (C1 + P) . (16)

Sterowanie to stosujemy do obiektu. Po podstawieniu (9) i (11) do (15) o- 
trzymuje- się

u = - R“1B'D'K1Dx . (16)

Równanie (4) po podstawieniu u a u* przyjmuje postać)

k = (j - BR“1B'D'K1D)x . (17)

Wskaźnik jakości (12) przyjmie wówczas wartość)

I* = x'(o) L x(o),

gdzie I jest macierzą symetryczną dodatnio określoną, będącą rozwiązaniem 
równania [10] )

(J-BR“1B' D^D)' L + 1  (J-BR“1S’;X),K1D) +
(18)

+ C'QC + D,K1IfflR"1B,D,K1D = 0

Straty wynikające ze stosowania modelu niższego rzędu można określić jako 
różnicę I* - 1°. Ich wielkość określa następujące twierdzenie)
Twierdzenie 1

I* - I a x'(o) Sx(o),
gdzie) S a h - K jest macierzą symetryczną dodatnio półokreśloną (co naj
mniej) spełniającą równanie)

(j-BR“1B'^'K^)1 S * S (J - BR-1B' B'K^B) a - PBR“1B'P , (19)

gdzie P = K - D'Z^D spełnia równanie)
(J - BR“1B'D,K1D),i + P(J-BR~1B‘D^^B) - PBR-1BP + C’QC -

- D'(C1 + P)'Q (C1 + P)D a O .
(20)
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Dowód»
Odejmując C14) od C18) otrzymuje się C19)• Mnożąc (16) lewostronaie 

przez D'i prawostronnie przez D a następnie odejmując od C14) otrzymuje 
się (20).

Można wykazać, że otrzymany układ jest stabilny. Wystarczy zbadać war
tości własne macierzy J - BR~^B D K^D. Wielomian charakterystyczny tej ma
cierzy ma postać»

W^ jest wielomianem charakterystycznym dla modelu sterowanego optymalnie, 
a zatem jest hurwitzowski [7], a Wg posiada pierwiastki równe wartościom 
własnym maci&rzy Jg (o częściach rzeczywistych ujemnych zgodnie z założe
niem). Wielomian W ma zatem wszystkie pierwiastki o częściaoh rzeczywi
stych ujemnych.

4. Przypadek obiektu jednowymiarowego
Dla układu posiadającego jedno wejście i jedno wyjście, którego.trans- 

mitanoja nie posiada zer dogodną postacią równań stanu jest następująca 
postać fazowai

W = dat [AIn - (J - BR“1B'D,K1D)] = det [ M n - (J-BR^B^D)] = 

= det

a det

o + Bfu (21)

y = Cfx:f

gdzie» Bf = 0 , = [i 0 ... o], — 01 0 ... 0
0 0 1 ... 0

o
b -a -a„-a.,-a.o 1 2 n-1

Wskaźnik jakości można wówczas przyjąć w postaci»

(22)
O
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Redukcji stopnia równań stanu dokonuje się znowu przy wykorzystaniu po
staci kanonicznej.
Model niższego rzędu ma postaći

a J^x* + B^u
(23)

y* = (C1 + P) x*

Niech 7 będzie nieosobliwą macierzą przekształcenia sprowadzającego po
stać fazową stanu do postaci kanonicznej. Wótfozas pomiędzy wektorem stanu 
modelu (23) i obiektu (21) istnieje zależność:

x* = D . Y . xf , (24)

gdzie: D dana jest wzorem (10).
(Jeśli A posiada wartości własne rzeczywiste pojedyncze, to V-  ̂ jest ma-
oierzą Vandermonde’a).
Sterowanie optymalne dla obiektu ma zgodnie z (1 5) postać:

B ‘ r Bl'K1 ‘ r Bi ’ V ' * B ' * *1 (25)

i zastosowanie go do.obiektu sprowadza IrŚwnanie (21) do postaoi:

xf = (Af - i Bf Bf'Y'D K1BY) xf . (26)

Straty wynikające z zastosowania modelu niższego rzędu można określić ja
ko:

I - 1° ■ if (o) . Sf . x£(o) , 

gdzie Sf spełnia równanie:

(Af - B Ą '  Y,D ,K1BY)'Sf + Sf (Af - £ 1 7'd'^DY) =

- - Ff Bf Bi'Si . 1 ,
(27)

natomiast Ff spełnia równanie:
(Af - i BfB£'y'B'K1 BY)'Pf + Ff (Af - ̂  B^B^1 V'd 'K^BV) +

“ r *£ Bf Bf Pf + Cf Cf “ V,;D'(C1 + i)'J(01 + i) ■ 0 .
(28)
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Przykład
Dany jest obiekt inercyjny drugiego rzędu o stałych czasowych i T2 
»  T2). Należy na podstawie modelu pierwszego rzędu wyznaczyć stero

wanie, przy czym minimalizowany wskaźnik ma postać:

I = O'2 + ru2)dt .
o

Równania 3tanu obiektu w postaci fazowej są następujące:

¿1 = *2 .

x2 = - ^ 1 X 2 x1 +(*'i+ ^ 2  ̂x2 + 'S u • 

y = ,

gdzie:

Model pierwszego rzędu otrzymany przez zastosowanie postaci kanonicz
nej równań stanu przyjmuje postać:

i *  - x 1 -  u
X - *1 * + k ^ - % 2  ’

y* = (1+P)x* , 

gdzie: P = - czyli y* = ^ 1 x* .A 2 A  2

Sterowanie optymalne dla modelu:

1 ^ 1 ^ ?  r  ̂^ 1 *” ?\
a = - r -XV"- ^ 2 V  » edzle K1 = ~  T \ ~ " ~  + 7 ’

czyli: u* = C1 - 1 + y* ,
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podstawiając D = [\: o] oraz V =

1
A j” Aj A j - A ■] 

A 1
A j” Aj A 2 ” A -j

do równań (27) i (28) otrzymuje się i

Sf =

- A ̂ A 2 + £* |

2r iA, + A 5)

* 1 * 2 f2

gdzie;

= A g + A .. K 1 + ^ + Y (A^+Ag)^ - 2 A ̂ Ag(l - Y”l + y')

f2 można oszacować przez;

?T Z  [a2 + A 1 f T T T  - A, - a 2] <  f2 <  0 ’

a zatem

A \ Ag
[-1 + YT T i ' ] 2 . (29)

Na podstawie nierówności (29/ można oszacować wyrazy i następnie
wartość strat jako;

0 <  I* - 1° < F ^ (o,ł4 f ] - (3o>

Sterowanie w układzie zamkniętym i otwartym przedstawia rys. 1.
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r
*)■

Rys. 1. Sterowanie obiektem drugiego rzędu na podstawie modelu pierwszego
rzędu«

a) w układzie otwartym z użyciem modelu, b) w układzie zamkniętym (model 
wykorzystano jedynie do określenia struktury układu sterowania)

W przypadku T„ « T .  współczynnik sprzężenia od pochodnej sygnału wyjścio
wego dąży do zera

5. Zagadnienie stabilizacji wyjścia w przypadku horyzontu skońozonego 
W tym przypadku wskaźnik (3) ma postać«

T
I s J  (y'Qy + u'Ru)dt 

o

przy czym T jest zadaną chwilą końcową.



Sterowanie optymalne dla obiektu (4), (5) ma poetać

u°a - R~1 B'K(t)x , 

gdzie: K(t) spełnia równanie Riooatiego!

¿(.t) a - K(t) J - j'K(t) + K(t)BR"1B'K(t) - 0'Q0 

z warunkiem końcowym

K(i) = 0

i daje minimalną wartość wskaźnika 1° a x\o) K(o) x (o).
Sterowanie optymalne dla modelu (6), (7 ) ma postać:

u* a - R~1B1'K1(t) x* a - R ^ B ^ K ^ t )  The ,

przy czym K^(t) jest rozwiązaniem równania Riccatiego:

¿1 ("t) a - K1(-fe)J1 - J'K.,(t) + K ^ t j B ^ ^ B ^ f t )  - (01+P)'Q(D1+P)

z warunkiem końcowym K^(T) a 0.
Stosując sterowanie (33) do obiektu, otrzymuje się:

i = (j-BR“1B'D'K1(t)D)x

i wartość wskaźnika:

I* - x'(0)L(0)x(0) ,

gdzie:

T
l(0) a j  $ ’(t,0) (C’QC + D'K.j(t) EBR^B^ŁjCtjD) $ (t,0)dt , 

o

przy ożym $ (t, T ) jest rezolwentą (macierzą rozwiązań podstawowych) 
nania (35), czyli spełnia równanie:

Sterowanie zbliżone do optymalnego..»______________________________

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

rów-
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L(t ) = J  4>' ( t ,t) (C1 QC + D1 t ) DBR-1B' D’ K^( t )D) <J> ( t,t)aT (39)

z warunkiem początkowym

■ 4> ( X , X ) = I (38)

oznaczając:

T
/t

otrzymuje się*

T
L(t) = J  [$'( t ,t) (C1 QC + D,K1 ( X ) DBR~^B' D' ( t )d )4> ( T ,t)dt + 

t

-<J>'(t,t) (C'QC + D'K1(t)DBR~^B'D'K^(t)D) $ (t,t) .

Uwzględniając (37) i (38) otrzymuje się:

T
li(t) = -JJ (J-BR”^B‘D'K1 ( X )d)' $ ( X ,t) (C’QC + X )DBR~1B'D'Z1 ( t>

t

>D) 4) (t, t ) + $ ’( t ,t) (C'QC + D'K1 ( X )DBR"1B'DK1( t )D) $ ( t ,t)x

«(J-BR~1B 1D'K^(t )D)dt + C’QC + D 'K. (t)DBR-1B'D,K1( X )D j 

co po wykorzystaniu (39) daje równanie:

L(t) = - (J-BR“1B'D'K1(t)D)'L(t) - L(t) (J-BR"1B 'D’K1(t)D) +

- C'QC - D ’K1(t)BBR"1B'D,K1(t)D

z warunkiem końcowym

Ł(T) = O . (40)

Można teraz oszacować straty wynikające z zastosowania modelu niższego 
rzędu.
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Twierdzenie 2

I* - 1° = x'(0) S(0) x(0), gdzie: S(t) = L(t) - K(t) jest macierzą sy
metryczną, spełniającą równanie:

Ś(t) = -(J-BR“1B ,D'K1(t)D),S(t) - S(t) (J-BR“1B'L ' ^ (t)D) +
(41)

-F(t)BR"1B'i’(t)

z warunkiem końcowym S(T) = 0  a F(t) = K(-t) - D'K^(t)D spełnia równa- 
nie:

F(t) = -(J-BR_1B'D'K1(t)D) ' F(t)-F(t) (J-BR-1B'D'K^(t)D) +
(42)

+ F(t)BR"1B ’F(t) - C’QC + D'(C^+P)' Q(C^+P)D

z warunkiem końcowym F(i) = 0.
Dowód

Odejmując (32) od (4) otrzymuje się (41). Mnożąc (34) lewostronnie 
przez D' i prawostronnie przez D, a następnie odejmując od (32) otrzymuje 
się (42).

Otrzymany układ sterowania jest niestacjonarny. W [11] zastosowano ste
rowanie stacjonarne, zastępując macierz K(t) macierzą K stanowiącą usta
lone rozwiązanie równania Riccatiego określającego K(t). Maksymalny po
pełniony Błąd oszacowano przez:

II <y K || = IIK(t) -  KU <  II K infn e“aT ,

gdzie

A • (K2 Q K 2) , n - rząd układum m

Oszacowanie to nasuwa wniosek o wykorzystaniu do sterowania stacjonar
nej macierzy spełniającej równanie (16) zamiast macierzy K^(t). Postę
powanie takie,, uzasadnione zwłaszcza w przypadku dużych czasów T, prowa
dzi do określenia strat jako:

I - 1° a x'(0) S (0) x(0) ,
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gdzie S(t) a Ii(-fc) - K(t) jest rozwiązaniem równania różniczkowego o sta
łych współczynnikach«

Ś(t) = -(J-BR^B'D'^D)' Ś(t) - Ś(t) (J-BR^B'D'^D) +
(43)

-F(t)BR“1B'F(t) 

z warunkiem końcowym S(ff) a 0, a F(t) spełnia równanie«
" 4»
F(t) = ~(J-BR~1B D K1B)?(t)

+ P(t)BR"1B’ F(t) - C'QC

z warunkiem końcowym f(b ) = - D'KD.

6. Uwagi końoowe
W artykule przedstawiono równanie określające straty wynikające z za

stosowania modelu o zredukowanym stopniu równań stanu do sterowania obiek
tem liniowym stacjonarnym wysokiego rzędu w przypadku zagadnienia stabi
lizacji wyjścia przy nieskończonym i skończonym horyzoncie optymalizacji. 
W tym ostatnim przypadku określono również straty przy stosowaniu stero
wania stacjonarnego. .

Otrzymane równania mogą służyć do oszacowania różnicy między optymalną 
wartością wskaźnika a wartością uzyskiwaną przy pominięciu "małyoh" sta
łych czasowych dla konkretnego obiektu, jako funkcji tyoh stałych.

Rozważając Jedynie zagadnienie stabilizacji, abstrahuje się od wymaga
nych w układzie prędkości sygnału wyjściowego. Interesujące jest określe
nie strat w funkcji stosunku pożądanych prędkości w układzie do pominię
tych wartości własnych. Niektóre wyniki w tej dziedzinie uzyskane przez 
autora zawiera [12].
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yriPABJIEHHE EJIH 3K 0E  0 UTHfiAJIbHOMY flPH nOMOIHH MOflEJIH 

0  nOHMXEHHOM IIOPHflKE YPABHEHHli C0CT03HHH

P e 3 ki m e

B cTaTŁe npeACiaBxeHa ouenKa noiepii b cryqae ynpaBJieHHH jiHHeilHuu o6beic- 
tom BucoKoro nopa^Ka npn noMoinn Mogeaa HH3KOro nopa^Ka. 3Ta MOgeJia noxyqeHa 
TaKHM o6pa30M, qxo nponycKamca coócTBeHHue 3HaqeHHH, KOTopue oqeHb Maro 
bxhhkit Ha nepexoxHue npoueccH. 3ry Mogexb ynoTpefixHWT axh BHqjtcxeHHH ynpaB- 
xehhh MHHHMaJiH3Hpyrauero KBaxpaTHbitt yKa3aTejib xaqecTsa npw KOHeqHOM h fiecxo- 
HeqHOM HHTepBare ynpaBxeHHH.

SUBOPTIMAL CONTROL,USING THE MODEL OP REDUCED ORDER OF STATE EQUATIONS

S u m m a r y
In that paper the estimation of losses when a linear plant of high or

der is controlled by application of a model of lower order is considered. 
The model obtained by retaining only the dominant natural values is ap
plied to count a control which minimizes the quadratic performance index 
when the control interval.T is infinite and finite.


