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STRESZCZENIE

W pracy przedstawiono sposob modelowania procesu krzepnigcia zachodzacego
w stalej temperaturze (problem Stefana), przy czym rozpatrywano zadanie 1D. Wykorzy-
stano II schemat metody elementéw brzegowych. Oméwiono algorytm rozwiazania oraz
pokazano przyktad obliczen numerycznych.

1. SFORMULOWANIE ZADANIA

Jednym z najwazniejszych modeli matematycznych opisujacych proces krzepnigcia
i stygnigcia metalu jest sformutowany ponad 100 lat temu problem Stefana. W zadaniu
tym rozpatruje si¢ pOlprzestrzen ograniczona plaszczyzna o temperaturze 7, w ktorej
wyrdznia si¢ dwa zmienne w czasie podobszary, a mianowicie podobszar fazy stalej
(x€(0, n)) oraz podobszar cieczy (xe( m, )). Temperatura powierzchni kontaktu x = n
jest rowna T}, (temperatura krzepnigcia). Dla czasu ¢ = 0 temperatura w catym obszarze
wynosi 7 (x, 0) = Ty. Rowniez dla x — oo temperatura cieczy jest rowna 7). Problem ten
posiada rozwiazanie analityczne [1], ktore bedzie wykorzystane do przetestowania
doktadnosci 1 efektywnosci metody elementdw brzegowych w tzw. zadaniach
z ruchomymi brzegami, przy czym zastosowany zostanie I schemat MEB przy zatozeniu,
ze obszar odlewu jest obszarem ograniczonym (xe( 1, G)) i na granicy x = G obowiazuje
warunek brzegowy ¢, (G, £)=0.

Nieustalone pole temperatury w rozwazanym obszarze opisuje uktad dwoch rownan
ro6zniczkowych w postaci
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W réwnaniach (1), (2) a,, a; oznaczaja wspotczynniki dyfuzji ciepta fazy stalej
icieklej, As, A, - wspotczynniki przewodzenia ciepta, Ly - utajone ciepta krzepnigcia,
natomiast w=dn /dt jest predkoscia krzepnigcia.

2. METODA WYZNACZANIA POLOZENIA FRONTU KRZEPNIECIA

Obszar plyty [0, G] dzielimy na n elementéw liniowych, co oznacza, ze na odcinku
[x.1,x1,j=1, 2, .., n, pole temperatury przyblizamy funkcja liniowa. Tak wiegc siatke
geometryczna tworza punkty

O=xy<x;<K<x;,<x;<K<x,=0C (6)

Zatozmy, ze w chwili czasu ¢ =t/ wspohzedna geometryczna frontu krzepnigcia jest
rowna x;, oraz, ze po czasie At front krzepniecia ,,przemiesci si¢” do punktu x;. Czas At
odpowiadajacy temu przesunigciu (x;; — x; ) nie jest znany. W chwili ¢ + At = ! wezty
X0, X1, ..., X1 naleza do obszaru fazy stalej, natomiast x;11, X1, ..., X, - do fazy cieklej.
Kolejne dwa potozenia frontu krzepnigcia pokazano na rysunku 1. Na poczatku
obliczen dotyczacych przejscia od chwili /! do ¢/ zakladamy pewien krok czasu At
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(wynika z niego bezposrednio chwilowa predkos¢ krzepnigcia w = Ax/At) i przyjmujac dla
x=x: Ts(x;, thy=1, s t') = T, sprowadzamy problem do dwoch oddzielnych
(rozprzgzonych) zadan z warunkiem I rodzaju na granicy rozdziatu faz, to znaczy dla x=x;
Rozwiazania tych zadan zawieraja informacje o brzegowych strumieniach ciepta na
froncie krzepnigcia, co pozwala skorygowaé przyjety pierwotnie krok czasu.
Wykorzystujemy tutaj pierwsza czgs¢ warunku Stefana (3), ktora zapiszemy w postaci

L, Ax
At = 7 7
qL(xjst )_qS(x_/st )

(™)

W ten sposéb metoda kolejnych przyblizen (procedura iteracyjna jest szybko zbiezna)
wyznaczamy czas przejscia frontu krzepniecia od wezta x;; do wezla x; . Jako punkt
startowy procesu iteracyjnego mozna przyjac wartos¢ At z przejscia poprzedniego.
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Ts-Tb e qL-O
’ x
0 X|-1 G
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Rys. 1. Przemieszczajacy si¢ front krzepnigcia.
Fig. 1. Moving solidification front.

3. I SCHEMAT MEB

Istote algorytmu nazywanego II schematem metody elementéw brzegowych
oméwimy na przyktadzie obszaru jednorodnego o statych granicach [0, L ]. Temperaturg
w tym obszarze oznaczymy przez T (x, t ), natomiast wspotczynnik dyfuzji ciepta
i wspotczynnik przewodzenia przez a i A. Taki opis II schematu jest catkowicie
wystarczajacy, poniewaz zaproponowana metoda obliczen sprowadza si¢ do
,rozprzezenia” odlewu na jednorodne podobszary cieczy i ciala stalego, przy czym na ich
granicach zadana jest temperatura lub brzegowy strumien ciepta.

Do rozwazan wprowadzamy siatke czasu
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ze stalym krokiem At. » _
W przypadku II schematu MEB dla przejécia ¢/ — ¢/ otrzymuje si¢ nastepujace
rownanie catkowe [2]
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przy czym Z(&, ' )=0 dla f=1, natomiast dla /=2, 3, ..., F:
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W réwnaniach (9), (10) E€(0, L) oznacza punkt obserwacji, natomiast 7~ jest tzw.
rozwigzaniem fundamentalnym (podstawowym) i dla omawianego zadania ma postac

C(x-9)’ }

1
exp
2ma(t! —1) { dat’ —1)

Strumien ciepta wynikajacy z rozwiazania fundamentalnego definiuje si¢ nastgpujaco

T, x,t7 1) = (11)

oT* (&, x,t7 ,1)

q*(asxstfvt):_}\'
Ox

(12)

Rozwaza¢ bedziemy tzw. state elementy po czasie, czyli przyjmiemy zatozenie, ze
dlate [, ¢]: T(x,)=T(x, ), q(x, 1)=q(x,t"), oraz dla re[t"', t*]: T(x, t)=T(x, t*)
1g(x,1)=q (x,1°).

Wprowadzamy nastgpujace oznaczenia
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Powyzsze calki wyznacza sig analitycznie [2]. Zmierzamy z punktem obserwacji & do
brzegdw obszaru (§ — 0" oraz & — L) i otrzymujemy uktad dwoch rownan
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0

Po rozwiazaniu uktadu (17), znane sa wartosci brzegowe temperatur i strumieni ciepta i na
tej podstawie wyznacza sig temperatury w zbiorze punktow wewngtrznych.
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4. PRZYKLAD OBLICZEN

Analizowano krzepnigcie ptyty o grubosci 0.04 [m] wykonanej z miedzi. Parametry
termofizyczne przyjeto zgodnie z [1]. Zatozono T, = 1000° C, T;,.=1083° C, To=1100°C.
Na rysunku 2 przedstawiono rozwigzanie uzyskane za pomoca II schematu metody
elementow brzegowych dla czasow 1 - 0.31 [s], 2 - 1.09 [s], 3 - 2.29 [s], 4 - 5.87 [s] oraz
5- 11.13 [s]. Nalezy podkresli¢, ze zgodno$¢ otrzymanych wynikow z rozwigzaniem
analitycznym dotyczacym polprzestrzeni jest w petni zadowalajaca.
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Rys. 2. Rozwiazanie numeryczne.
Fig. 2. Numerical solution.
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MODELING OF THE STEFAN PROBLEM USING THE BEM
SUMMARY

The numerical model of 1D Stefan problem is solved using the 2nd scheme of the BEM.
The theoretical background and also the example of numerical simulation are presented.
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