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STRESZCZENIE

W pracy przedstawiono rozwazania teoretyczne, opis algorytinu numerycznego
oraz przyklady obliczen ilustrujace mozliwosci wykorzystania tzw. kombinowanego
wariantu metody elementéw brzegowych do numerycznej symulacji krzepnigcia
odlewu (rozwazano zadanie plaskie). Metoda kombinowana zostala przedstawiona
przez Currana, Crossa i Lewisa w pracy [1], natomiast niniejszy artykul prezentuje jej
rozszerzenie na obszary niejednorodne o zmienmych, zaleznych od temperatury
parametrach termofizycznych.

1.0PIS MATEMATYCZNY PROCESU

Rozwazany niejednorodny obszar odlewu i formy pokazano na rys. 1.

Rys. 1. Niejednorodny obszar odlewu i formy
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Nieustalony przeplyw ciepia w podobszarach odlewu, formy odlewniczej i rdzenia opisuje
uktad réwnan rézniczkowych (réwnafi Fouriera-Kirchhoffa) w postaci

xeD,: ¢, 0,T,(x, 1) div[llgdel(x, t)] + Q(x, 1)
x€D,: ¢,3T,(x, 1) = div[A,grad T, (x, 1)] t))
xe€Dy : ¢;0,Ty(x, 1) div[l,gde,(x, t)]

i

gdzie ¢;, ¢, €3, A;, Ny, A, 53 cieplami wiasciwymi odniesionymi do jednostki objetosci i
wspdtczynnikami przewodzenia ciepla w obszarach D, (odlew), D, (forma) i D; (rdzef), @
jest funkcja zrédla zwiazana z wydzielaniem si¢ ciepla utajonego L[J/m>] w podobszarze
strefy przejsciowej, 8T jest szybkoscia stygniecia (nagrzewania). Funkcja zrodia jest
proporcjonalna do lokalnej szybkoSci krzepniecia, czyli

Q(x, t) = Lo fs(x, 1) 2

gdzie f; jest udzialem fazy statej w otoczeniu punktu xED,. JezZeli zalozy¢, Ze w interwale
temperatur krzepnigcia [T, T, ] udziat ten jest znana funkcja temperatury, to

2 9 3)
Q=Lg2aT

Przy powyzszym zalozeniu réwnanie Fouriera-Kirchhoffa dla obszaru odlewu mozna napisa¢
w postaci

C,0,Ty(x, 1) = div[A, gradTi(x, )], C, = cl-L:—f; CY)

W réwnaniu tym C, jest zastepcza pojemnoscia cieplng. Nalezy podkreslié, ze w zakrzeplej
czesci odlewu f; =1, natomiast w podobszarze cieczy f; =0, czyli zastgpcza pojemnos¢ tych
podobszaréw jest réwna ich cieptu wlasciwemu. Takie podejécie nazywane jest w literaturze
metodq jednego obszaru [2, 3] - przez wprowadzenie parametru C, nastepuje formalne
ujednorodnienie calego obszaru odlewu, a réwnoczesnie réwnanie rézniczkowe opisujace
przeplyw ciepla staje si¢ réwnaniem dla p6l bezzirédiowych.

Ukiad réwnan (1) uzupelniaja warunki brzegowe i poczatkowe. W szczegdlnosci, na
brzegach T';, i I';; (por. rys. 1) przyjmuje si¢ warunki ciagloéci, a mianowicie

=4,8,T\(x, 1) = 2,3, To(x, 1) = q'
xel,, :
" T(x, 1) = Ty(x, 1) = T’
(5

-2, 8, T\ (x, 1) = 4,8, Ty(x, 1) = q”
x€l,, :
v T,(x, 1) = Ty(x, 1) = T"

przy czym 9,T oznacza pochodng normalna do brzegu. Warunki (5) dotycza kontaktu
idealnego i na ich miejsce mozna wprowadzi¢ warunki z oporem cieplnym styku [4].
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Na zewngtrznej powierzchni uktadu (T')) przyjmuje si¢ warunek Robina w postaci
xely: -X,8,T,(x, 1) = a[Tz(x, t)—T"] 6)

gdzie o jest wspolczynnikiem wymiany ciepla, T ® - temperatura otoczenia. Warunki
poczatkowe sprowadzaja si¢ do zadania pola temperatury w podobszarach ukladu w chwili
przyjetej jako £=0.

2. METODA KOMBINOWANA
W pierwszej kolejnosci rozwaza¢ bedziemy problem brzegowo-poczatkowy dotyczacy
jednorodnego obszaru o statych parametrach termofizycznych:
xeD: 3,T(x, t)=adivigradT(x, 1)] = aV3T(x, 1), a=Afc
xeT: O[T(x, 1), ,T(z, )] = 0 ™
t=0: T(x,¢t) = Tp(x)

Powyzszy problem zostanie rozwiazany za pomocg wariantu metody elementéw brzegowych
nazywanego metoda kombinowana (BEM using discretization in time [4]).
Do rozwazah wprowadzamy siatke¢ czasu ze stalym krokiem As

0 =0<tl<. . .<tfM<ctf<tf et/ tFcw ®
W przedziale czasu t€ [t/, t/*'] wyjsciowe réwnanie Fouriera-Kirchhoffa zastepujemy
roOwnaniem i
T(x, t’*) - T(x, t)
At
ktére wynika z zastapienia pochodnej temperatury wzgledem czasu jlorazem réznicowym.
Réwnanie (9) mozna zapisaé w postaci

V2T(x, t/*) - L T(x, t/° )+
alt

teft/, /1] : = aV3T(x, /') ®

1

T(x,tH) =0 (10)
alAt (x )

Do powyiszego réwnania zastosujemy kryterium metody odchylek wazonych [4], a
mianowicie

D
gdzie T~ (%, x) jest tzw. rozwiazaniem fundamentalnym i dla obszaréw 2D zorientowanych
w uktadzie wspotrzednych prostokatnych jest 1o funkcja w postaci

1 r
T‘(E; x) = —K (12)

2n ° [ vyaa IJ
przy czym-£=(£,, £;) jest punktem, w ktérym umieszczono punktowe Zrédlo ciepla, r -
odlegloécia miedzy punktami x i £, K, - zmodyfikowang funkcja Bessela rzedu zerowego [5].

VT(x, /') T(x, 1/ )+ T(x, tf)}T‘(E, xdD =0 (1)
alt alt




36

Po przeksztalceniach matematycznych réwnanie (11) sprowadza si¢ do
T(E, 1) + = [T*(E, Dq(x, ") =
r

.(13)
l f+1 . 1 i .
I{f q*(§, )T (x, t/*1)dr m{m. t/)T* (&, x)dD
przy czym
q(x,t) = -A3,T(x, 1), ¢°(§,x) = -A3,T°(E, x)
Dla ¢ -» T dochodzimy do nastgpujacego brzegowego réwnania catkowego
BIOT(, ¢) + & [T*(E x)q(x, /") =
r a4

>-|--

[a'(& OT(x, YT + =L [T(x, /) T*(E, x)dD
A alty,

gdzie B(¢) € (0, 1). Wartos¢ wspdlczynnika B (§) zwiazana jest z potoZeniem rozpatrywanego
punktu brzegowego £ i np. dla gladkiego fragmentu brzegu B (£)=0.5.

Brzegowe réwnanie catkowe (14) jest odpowiednikiem problemu brzegowo-poczatkowego
nieustalonej dyfuzji ciepta opisanego ukladem (7).

Roéwnanie (14) rozwnazuge si¢ metodami numerycznymi. Obliczenie calek po brzegu I' oraz
obszarze D wiaze si¢ z koniecznoscia dyskretyzacji obszaru. Tak wiec, brzeg obszaru I' dzieli
si¢ na N elementéw brzegowych T, j=1, ..., N, natomiast jego wnetrze na L elementow
wewnetrznych (najczesciej tréjkatnych lub czworokatnych) D, =1, 2, ..., L. W przypadku
stalych element6w brzegowych i wewngtrznych zakladamy, Ze

x€l;: T(x, ) = T, 'Yy, q(x, ) = q(o/, ¥/°)

15)
xeD,: T(x,t!) = T(x', /)
i wowczas réwnanie (14) prowadzi do nastepujacego uktadu réwnai (i=1, 2, ..., N)
N L
Y 8;q0d, 1Y) = Y b TG, Y + Y p, T(x, 1) 16
j= j=1 51
gdzie
g, = lfr'(ei, x)dT, an
Ay
)
1 f o, pi A
-4 (E H x)dl"j ? t#J
i8
hy; * Y (18)

-0.5, i=j

oraz

1
= — [ T*(§, x)dD 19
Pu aAtl-’; (%, x)dD, (19)
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Stosujac zapis macierzowy uklad rozwiazujacy (16) mozna zapisa¢ nastgpujaco
G-q'=H-T +P-T/ 20

Uklad ten rozwiazuje si¢ najczesciej metoda eliminacji Gaussa z wyborem elementu
dominujacego. Pozwala on wyznaczy¢ ,,brakujace’ wartosci brzegowe (temperatury i
strumienie ciepla) w chwili #/*!,

W drugim kroku realizacji algorytmu wyznacza si¢ wartosci temperatur w weztach
wewnetrznych ¢ dla i=N+1, N+2, ..., N+L wykorzystujac nastepujaca zaleznoéé

N N L
TE, oY = ¥ b, TG, Y - Y g e, ") + Y p, TG ¢y @D
Jj=1 j=1 I=1

Otrzymany dla czasu #/*' rozklad temperatury w rozpatrywanych weziach stanowi warunek
pseudopoczatkowy dla nastgpnego kroku obliczei.

3. OBSZARY NIEJEDNORODNE

Przedstawimy teraz sposb zastosowania metody kombinowanej dla obszarow
niejednorodnych D,, D, oraz D, na styku ktérych zalozone warunki ciagloéci strumnienia
ciepta i temperatury (por. rys. 1).

Nieustalone pole temperatury w obszarach D,, D, i D, wyznaczaé bedziemy stosujsc
metod¢ kombinowana, ktéra prowadzi (przy przyjetych oznaczeniach) do nastepujacych
uktadéw rozwiazujacych
— dla pierwszego obszaru

q’ T . 22)
[G12 Gy ] o = (B2 Hyll 1+ P Ty
q T
— dla obszaru drugiego
[Tf’l 1=
0 f 23
[«G,-H, -Gu]l o = [¢G, H,] T +P, T} @3)
— dia trzeciego obszaru
_G“qll = H31T”+P3.T3f (24)
Po przeniesieniu niewiadomych na lewg strone otrzymuje si¢
— dla pierwszego obszaru
TI
a’ s (25)
["le G, -Hy Gn] ™ =P'T

"

q



- dla drugiego obszaru

41
T, .
- f 26
[¢G,-H, -H,, -G,]| 1/ |=aGT" +P;T; (26)
L q’
— dla obszaru trzeciego
"
f 27
['H:u A"G:u] q” =P Ty @n

Ostatecznie po ,,zszyciu’’ ukladéw (25), (26) i (27) dochodzi si¢ do nast¢pujacego ukladu
rozwigzujacego

[ T”
H,, G, -H;; Gy 0 q’ Plle
-H, -G,, 0 0 «G,-H, T | = PZT{ﬂszT' (28)
0 o0 -H, -G, 0 (q” P,T!
L

Nalezy przypomnie¢, ze zgodnie z oznaczeniami przyjetyml w réwnaniach (5) i (7) T’ oraz
q’ oznaczajg wektory poszukiwanych temperatur i strumieni ciepfa na brzegu I';; w chwili
t T, q’' - odpowiednie wektory na brzegu T'y;, a T¢*! - wektor temperawr na
zewnetrznej powierzchni formy I',.

Po rozwiazaniu uktadu réwnar (28), wartosci temperatur w wezlach wewngtrznych oblicza
si¢ traktujac kazdy z obszaréw niezaleznie (por. réwnanie (21)) i tworza one warunek
pseudopoczatkowy do nastgpnego kroku obliczef.

4. METODA KORYGOWANIA CHWILOWEGO POLA TEMPERATURY

Metoda korygowania chwilowego pola temperatury jest procedura, ktéra na etapie obliczen
numerycznych pozwala w kolejnych krokach czasu ,,przelicza¢’’ otrzymane rozwiazanie
(wartoSci temperatury w weztach brzegowych i wewnetrznych odlewu) w ten sposéb, aby
uwzgledni¢ zmienns z temperatura zastepcza pojemno$é cieplng materiatu odlewu. Podstawy
teoretyczne metody (wraz z dowodem poprawnosci) oraz sposéb jej wykorzystania w
termodynamice proceséw odlewniczych przedstawiono szczegdlowo w [6, 7].

W niniejszej pracy zastosowano odmiane tej metody zaproponowana przez R. Szope [8].
Procedura korygowania wymaga przyjecia pewnych zatozen dotyczacych zastepczej pojem-
nosci cieplnej, a mianowicie aproksymacji rzeczywistego przebiegu funkcji C, funkcja typu
schodkowego. Obliczenia realizuje si¢ dla obszaru odlewu formalnie sprowadzonego do jednej
z faz np. zaklada sie parametry fazy stalej, a nastepnie w kazdym kroku czasu koryguje si¢
pole temperatury w tych wezlach, ktére nie naleza do fazy bazowej. W obliczeniach
numerycznych przedstawionych w rozdziale nastepnym przyjeto funkcje C, skladajaca si¢ z
trzech ,,schodkéw’” odpowiadajacych cieczy, strefie przejéciowej i zakrzeplej czesci odlewu.









