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Radostaw GRZYMKOWSKI

OPTYMALIZACJA GRUBOSCI FORMY ODLEWNICZEJ PRZY ZACHOWANIU ZAtOZONEGD
PRZEBIEGU PROCESU KRZEPNIECIA

1. Wstep

Spodréd wielu parametrdw wplywajacych na proces krzepniecia odlewu istot-
ny wplyw maja parametry determinujace proces wymiany ciepla migdzy odlewem a
otaczajacym go medium. Gdy odlew krzepnie w formie wielowarstwowej, to takimi
parametrami begdg wspdiczynniki termofizyczne materialéw, z kidrych wykonane sg
poszczegdlne warstwy oraz grubosci tych warstw. Jezeli projektujac forme wy-
bierze sie rodzaj mas formierskich, to wéwczas proces wymiany ciepia miedzy
odlewem a otoczeniem zaleze¢ bedzie juz tylko od grubosci warstw.

W pracy zostanie przedstawiony pewien algorytm obliczeri polegajgcych na
wyznaczeniu dla odlewu o ksztalcie piyty, walca lub kuli grubosci warsiw zapew-
niajacych bliski podyktowanemu wymogami technologicznymi przebieg procesu
krzepniecia.

2. Zlalozenia

Niech fkj’ k=f:k, j=I:§%, oznaE?aja Eggyktowane wymogami technologiczny-
mi temperatury w dowolnych punktach X5 k=1,K, z obszaru odlewu w wybranych
dyskretnych chwilach czasu t=tkj, j=ITﬁ%, nalezacych do rozwazanego przedziatu
czasu <0, to>, przy czym tew<eoo.

Zat6zmy dalej, ze odlew 0 grubosci lub drednicy réwnej 2h0 i wytworzony
z metalu krzepnacego w przedziale temperatur <'TS, TL>(T5 - temperatura so-
lidusu, TL - temperatura likwidusu) ktéry wlewany jest do formy ma temperaturg

T*, T* > TL > TS’ natomiast forma sktada sie z N warstw wykonanych z réznych
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materialdw o grubosciach hn’ n=1,N, i w chwili wypelnienia jej metalem ma tem-
perature otoczenia Te . Grubosci warstw formy sg ograniczone z dotu (zapewnia
to mozliwodé ich wykonania), a calkbwita grubosé formy jest ograniczona z gé-

ry, tzn.

Ay >hg ,  n=L,N; (@)
N

> h <H, : 2
n=l "

gdzie h? s i=Ij§ oznaczajq dopuszczalne minimalne grubogci warstw, a H jest

maksymalng gruboscig formy, przy czym
N o

H>2hn.
n=1

Zalézmy jeszcze,ze kontakt cieplny miedzy warstwami formy jest idealny i ze
Znane s parametry termofizyczne poszczegdlnych obszardéw uktadu oraz opdr
cieplny pojawiajacej sie w trakcie procesu krzepnigcia szczeliny na styku od-
lewu i formy.

I‘/odlew——-———wursfwy formy

#/ Z NN

«%/ @5 ’/ki\\: ”%x X

% ANRPNALI N X o
: N/

: % NN\ // v,

|_hg b2 | gl PN |

Rys. 1. Obszary modelowanego obiektu

3. Model matematyczny
Zorientujmy w przeéstrzeni modelowany obiekt jak na rysunku 1, potozenie

brzegdw warstw opisuja wtedy wspdirzedne

n —
X, = E),hi , n=0,N.

Ze wzgledu na osiowa symetrig modelowanego cbiektu, przy przyjetych zatoze-
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niach, niestacjonarne pole temperatury w obszarze odlewu i podobszarach formy
opisuje ukiad rdwnari:

atTO = aox_m 3x(xm axTO), 0<x< Xg > 0<t gty 3

3,1 = anx'"‘ ax(x“’ AT X <x<x 0<t<&ty ; (4)
i

Tg=T, 0<x<xy, t=0; (5)
Th=Te X <x <x, t=0, n=I,N ; (6)
3Tg=0, xx0, 0<t<ty; @)
-ANaxTN;q(TN-'T), x =%y 0<t ta; (8)
- 3.0 3,Tolxg - O, {) = [Tl(xo -0, 1) - Tglxg + 0, 't)]/vR =
=-Alaxrlgx0+o, t), 0<t<ts A )]
oraz

Tn(xn -0, t) = Tn+1(xn + 0, t)

- A axTn(xn -0, t) = - el a;Tn+1(xn +0, t) (10)

0t €t n=1,N-1

gdzie T_ = Tn(x,t) oznaczaja temperature odlewu (n=0) i warstw formy (n=1,N),
x - wspdirzedna przestrzenna, t - czas, ag = aO(T) jest zastepcza dyfuzyjnos-
cia cieplng uwzgledniajacy efekt wydzielania sie ciepla przemiany fazowej [1],
a, - const, n=f,_N_, oznaczajq wspdiczynniki przewodzenia temperatury, ln -
const, n=0,N, wspélczynniki przewodzenia ciepta, o= OL(TN) jest wspdtczynni-
kiem wymiany ciepta, R=R(T0, Tl) oporem cieplnym szczeliny, a parametr m
okresla geometrig obiektu (m=0 piyta, m=1 walec i m=2 kula).

4. Metoda rozwiazywania

Przy tak sformutowanym modelu matematycznym postawione zadanie - okresle-
nia grubosci warstw formy zapewniajacych mozliwie bliski podyktowanemu wymo-
gami technologicznymi przebieg procesu krzepnigcia odlewu - mozna rozwigzac
na kilka sposobdw. Zdecydowano sig wykorzystaé metody optymalizacyjne. Nalezy
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wigc do opisu matematycznego dotgczy¢ funmkcjonal jakosci, tzn. kryterium wy-
boru nieznanych wielkosci hn’ n=m, sktadowych wektora h.
Majac na uwadze poczynione zalozenia, jako kryteriummozna przyja¢ funkcjig

K M N '

hy2 0
F(h) = Jog . -1HE LS uwl, (11)
® E%;i KITk3 K i=0p101

ktéra minimalizujemy; Tkg = T(xk, tkj : h), k=.rK, j=ﬁk, oznaczaja odpowied-
nie rozwiazania zagadnienia brzegowego (3)-(10) przy danym wektorze h, ij E
to parametry wagowe determinujace wiarygodno$é informacji, funkcje Di> i=1,N,
i No maja postad:

. 0, h,>n
def 1 1
7; = 93(hy) = 0
1, h <hy
-
0, h < H
% = Tl gdef n=1 "

a P[i) , i=ﬁ sg to dowolnie (dostatecznie duze) state dodatnie, tzw. czynnir-]
ki kary, przy czym w praktyce stosuje sig zwykle ciggi rosngcych wartosci Pis
aby unikng¢ kiopotdw z wydtuzonymi konturami furnkcii F.

Minimum funkcji F poszukuje si¢ metodami gradientowymi [2]. W tym celu na-
lezy wyznaczy¢ pochodne funkcje F wzgledem poszukiwanych parametréw sktadowych
wektora h. '

Z (11) wynika,ze

wro- X, é ¢, . - 1.0 i=;N. (12)
e S i I~ S I

W kazdym powyzszym zwiazku wystepuja nieznane funkcje
i —_ —_— _—
Ukj = aT(xk, tkj : h)/3hi, k=1,K, j=1,Mk i=1,N;

do ich wyznaczenia mozna wykorzystaé uklad réwnad (3)-(10). Wprowadzajac dla
kazdego podobszaru n=0,N bezwymiarowa zmienna
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—__n-l n=1N
y = n (13)

, n=240

uzyskamy jawng zaleznoS¢ warunkdw (3)-(10) od szukanych parametrow h_ . Otrzy-
mamy mianowicie

2 - -m m
ho 9tTg = 3giyhg) ™ 3, [(yhy) 3,7 1, 0<y<l, 0<t<te (1)

2 __— -m m
hr atTn = an(yhn + xn-l) ay [(yhn + xn__l) ayrn], 0<y <1
0 <t <t , N=L,N (15)
o=, 0<y<l, t=0 : (16)
T =1e, 0<y<l, ts0, n=1,N, an
ayro =0, y=0, 0<t<taw , (18)
-2y ayTN =hyal(Ty =T, y=l, 0<t<ts, (19
To(l, £ = @10, ) - To(l, ©)] = -hg a3, T)(0, ), (20
0<t €te
oraz
T, 6 = T 00, )
21
o A 3T B = Aoe1 3, Tan (0 t) (21)

0€t €t , n=1,N-1

gdzie @=h hO/R

Rézniczkujac réwnania (14)-(21) po h, i i=1,N, oraz zastepujac pochodne
oT / 3h funkcjami U i = o,N ,N, i= 1 N, otrzmeJe sie N prostych liniowych za-
adnlen brzegowych kolegno dla i= 1 N:

2 _ /M 0<y<1

0 <t <€ te(22)
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m 6n1 n-1 mhn
2(‘A’Fnlhn atTn + hn atUnl =3, (yh +x )2 ay n yh oy o yni +
Y *n-1
2 ——
awuni ], 0<y<l, 0<tgteg n=l,N (23)
Uy =0, 0<y<l, t=0, n=0,N (24)
ayuoi =0, y=0, 0<t €to, (25)

N3N = O Ty = T+ by Uy (T = 1)+ by, =1 26)

0<€t £tee,

- Ay [d"li 3yT0(1, )+ hy 3 U, 1=, [100, ) - 1,1, D] +

+ @U0, B - Uy, DT = -Ahg 3 U0, D), 0SSty (2D
oraz
Uni(l, t) = U 1(0 t)
Zn ( 6n+1 i 2 T 1, 1) « hn+l y nl(l BN 1n+1[ n+l i y n+1(0 0+
hy3 U (0, ©) ], 0<£tgte , n=l,N°1 (28)

przy czym @, = dgp/ ahi’ 6ij Jjest symbolem Kroneckera, ap = dao(t) at,
a o= da (T)/dT. Jednoczesnie nietrudno jest zauwazyc, ze

i - T i i
Ues = Upi Ghes teyds keLKe 3=LM 1 i=LN,

gdzie y, = x.hg-

Poszukujac minimum funkcji F, np. metoda gradientu prostego, zaklada sie
poczgtkowe przyblizenie dla sktadowych wektora h, tzn. hi = hgo), i=f]q, a ko-

lejne przyblizenie znajduje sie zgodnie z wzorem [2]
(s+1)_ . (s) (s) ~ .
hy =no0 o+ pSVFi ,  s=0,1,2,..., (29)

gdzie s jest numerem iteracji, a parametry Py 53 krokami iteracji. Parametry
pé (state dodatnie) wybiera sie w ten sposdb, aby speiniony byl warunek
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g(s) _ p(s+l) > op, {[grad F](s)} 2’ 30)

gdzie F(S), F(S+l) i [grad F](S) oznaczajy wartosci funkcji F i jej gradien-
tu w kolejnych iteracjach, a we(0,1). W praktyce przyjmuje sie, ze We(0,4;
0,5).

Proces iteracyjny koriczymy, jezeli

[Fs*D) (o) e 1)

gdzie € jest zadang dostatecznie maiag liczba.

5. Przyklady obliczeri

Poszczegdlne etapy procesu obliczeniowego wymagaja rozwiazywania nieli-
niowych zagadnieri brzegowych dla ukladdéw réwnari przewodnictwa. Ze wzgledu na
brak praktycznie uzytecznych formui analitycznych, rozwigzan poszukiwano nume-
rycznie, wykorzystujac znane powszechnie metody przyblizonego rozwigzywania
tego typu zagadnier [3, 4].

W celu-zbadania skutecznosci metody przeprowadzono wiele obliczeri testu-
Jacych. Czes¢ obliczeri prowadzono w ten sposdb, ze najpierw dla zatozonych z
gory parametrow termofizycznych'oraz wymiaréw geometrycznych odlewu i warstw
formy wyznaczono temperaturg w wybranych punktach kontrolnych ik, k=in odle-
wu w ustalonych chwilach czasu tk., j=l,Mk, a nastepnie zagadnienie odwrdcono
zaburzajac przy tym celowo niektdre z danych wejsciowych.

Obliczenia testujace przeprowadzone na minikomputerze IBM AT pokazaty, ze
znacznie lepsze wyniki uzyskuje sie jezeli ilos¢ informacji wejsciowych o prze-
biegu procesu jest wieksza, wéwczas nawet znaczne zaburzenia w danych wejscio-
wych pozwalaja uzyskiwac wartosciowe wyniki.

5.1. Przykiad 1

Jako jeden z przykladdw rozwazano odlew staliwny o ksztaicie piyty i gru-
bosci 2h0 = 0,1 modlewany w formie dwuwarstwowej o zréznicowanych parametrach
termofizycznych. Przyjeto, ze T* = 1540, TL = 1520, TS = 1485, To = 30°C;

= 35, Kl = 4, kz = 0,4 w/mK; CO = 820, cl = 789, y Cy = 670 J/kgK; 7h
= 7500, 'Tl 2650, T& = 625 kg/m 5 o= 200 w/m Kize aQ(T) definiuje sie jak
W pracy {1], przy czym przyjeto, ze cieplo krystalizacji wynosi 264 000 J/kg
oraz, e kontakt miedzy odlewem i forma jest idealny. Rozwigzujac zagadnienie
proste zatozono ponadto, ze hl = 0,03, a h2 = 0,07 m. Na modelowany obiekt na-
lozono siatkg réznicowa zawierajaca 5 wgzidw w obszarze odlewu oraz odpowied-



Tabela 1. Rozwigzanie rzeczywiste

Pole temperatury

Czas odlew forma - 1 forma - 2

1 2 3 4. 5 6 i 8 9 10 11 12 13 14 15

120 1523 1522 1518 1500 1452 1154 726 466 211 66 35 30 30 30 30
240 1519 1517 1509 1480 1444 1276 1050 843 543 239 101 50 35 31 30
360 1516 1513 1499 1473 1447 1340 1172 1054 773 420 212 105 57 38 32
480 1512 1507 1494 1475 1457 1382 1264 1177 924 568 326 178 97 57 38
600 1507 1503 1492 1478 1464 1410 1322 1254 1026 638 428 255 147 84 48
720 1503 1500 1491 1480 1470 1428 1360 1305 1097 772 515 327 199 116 60
840 1500 1497 1490 1482 1473 1440 1385 1338 1149 842 588 392 249 147 73
960 1497 1495 1489 1482 1476 1448 1402 1362 1187 897 649 449 295 178 86
1080 1495 1493 1489 1483 1477 1454 1414 1378 1215 940 699 498 335 205 98
1200 1493 1492 1488 1483 1478 1458 1422 1390 1237 975 741 539 370 230 108
1320 1492 1431 1487 1483 1479 1460 1429 1399 1254 1004 775 574 400 250 117
1440 1491 1490 1487 1483 1479 1462 1433 1406 1268 1027 B804 603 426 268 125
1560 1490 1489 1486 1483 1479 1464 1836 1411 1278 1045 B27 628 447 283 132
1680 1489 1488 1486 1482 1479 1465 1439 1414 1287 1061 BAT 648 465 296 137
1800 1488 1487 1485 1482 1479 1465 1441 1417 1293 1073 863 665 480 307 142
1920° 1487 1486 1485 1482 1479 1466 1442 1419 1299 1083 876 679 492 316 146
2040 1486 1486 1483 1481 1478 1466 1443 1421 1303 1092 887 690 502 323 149
2160 1486 1485 1482 1480 1477 1465 1444 1422 1306 1098 895 699 511 329 152
2280 1483 1482 1481 1479 1476 1465 1444 1423 1309 1104 %03 707 518 334 154
2400 1479 1378 1477 1476 1474 1463 1443 1423 1311 = 1108 909 714 524 338 156
2520 1476 1475 1474 1473 1471 1461 1442 1423 1312 1111 913 719 528 342 158
2640 1473 1472 1472 1470 1469 1459 1441 1421 1312 1114 917 723 532 344 159
2760 1470 1470 1469 1468 1466 1457 1439 1420 1312 1115 920 726 535 347 160
2880 1467 1467 1466 1465 1464 1454 1436 1418 1311 922 729 538 348 161
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3000
3120
3240
3360
3480
3600
3720
3840
3960
4080
4200
4320
4440
4560
4680
4800
4920
5040
5160
5280
5400
5520
5640
5760
5880

1465
1462
1460
1457
1455
1452
1450
1447
1445
1442
1440
1438
1435
1433
1430
1428
1426
1423
1421
1419
1416
1414
1412
1409
1407

1464
1462
1459
1457
1454
1452
1449
1447
1445
1442
1440
1437
1435
1433
1430
1428
1425
1423
1421
1418
1416
1414
1411
1409
1407

1464
1461
1459
1456
1454
1451
1449
1446
1444
1442
1439
1437
1434
1432
1430
1427
1425
1422
1420
1418
1415
1413
1411
1408
1406

1463
1460
1458
1455
1453
1450
1448
1445
1443
1440
1438
1436
1433
1431
1428
1426
1424
1421
1419
1417
1414
1412
1410
1407
1405

1461
1458
1456
1453
1451
1449
1446
1444
1441
1439
1437
1434
1432
1429
1427
1425
1422
1420
1418
1415
1413
1410
1408"
1406
1403

1452
1449
1447
1445
1442
1440
1437
1435
1433
1430
1428
1425
1423
1421
1418
1416
1414
1411
1409
1407
1404
1402
1400
1397
1395

1434
1432
1430
1428
1425
1423
1421
1418
1416
1414
1411
1409
1407
1404
1402
1400
1398
1395
1393
1391
1388
1386
1384
1381
1379

1416
1414
1412
1410
1407
1405
1403
1401
1399
1396
1394
1392
1389
1387
1385
1383
1380
1378
1376
1373
1371
1369
1367
1364
1362

1310
1309
1307
1306
1304
1302
1300
1299
1297
1295
1293
1291
1289
1287
1284
1282
1280
1278
1276
1274
1272
1270
1268
1266
1264

1117
1117
1116
1115
1115
1114
1112
1111

1110

1108
1107
1105
1103
1102
1100
1098
1097
1095
1093
1091
1050
1088
1086
1084

1083

923
924
924
924
924
924
923
922
921
920
919
918
917
916
914
913
911
910
909
907
906
904
903
901
900

731

732
733
733
734
734
733
733
732
132
731
730
729
728
727
126
725
724
123
722
721
720
718
717
716

540
541
542
543
543
543
543
543
543
542
542
541
541
540
539
539
538
537
536
535
535
534
533
532
531

350
351
352
352
353
353
353
353
353
353
352
352
352
351
351
350
350
349
349
348
348
347
347
346
346

161
162
162
162
163
163
163
163
163
163
162
162
162
162
162
162
161
161
161
161
161
160
160
160
160

*-(8zoTuUMaTpo Awaoy Togoqnib eloeztrewAydg
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v%. 5. Przebiegi temperatury w punkcie kontrolnym
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nio 3 i 7 wetldéw w obszarze warstw formy (rys. 2). Obliczenia numeryczne pro-
wadzono z krokiem czasowym At = 5 s. Wyniki obliczeri zamieszczono w tabeli 1.
Przystegpujac do rozwigzania zagadnienia odwrotnego, jako informacje o
przebiegu procesu krzepniecia wprowadzono uzyskane w rozwigzaniu zagadnienia
prostego odpowiednio zaburzone parametry. Zalozono mianowicie, ze punkt kon-
trolny potozony jest w poblizu powierzchni odlewu i pokrywa sig z piatym wez-
tem fiifki réznicowe] (patrz rys. 2), oraz ze w chwilach czasu tlj = 600 - 3,
j = 1,10, parametry flj przyjmuja wartosci: f11 = 1460, f12 = 1475, f13 = 1475
f14 = 1465, f15 = 1455, f16 = 1445, f17 = 1430, le = 1420, f19 = 1410, flO =
1395°C. Zalozono ponadto, Zze grubosci warstw formy speiniajy warunki h12> 0,01
ih; +h,=0,1.

1 2 :

Przy powyzszych zatozeniach, przyjmujac ze h%o) = 0,051 héo) = 0,05 m,

po przeprowadzonych omawiang w pracy metods obliczeniach, otrzymano po 73 ite-

600

] s
R
(] / '

Y

all-

a-odlew
b —tarma skorupowa
C —plasek kwarcowy

0123 ~punkty pomiarowe

Rys. 4. Rzeczywisty uklad pomiarowy
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racjach, ze h1 = 0031, a h2 = 0,069 m. Nietrudno zauwazy¢, ze biad wzgledny,
Jaki popeiniono przy wyznaczeniu h1 i h2 Jjest niewielki i nie przekracza 4%.

Na rysunku 3 pordwnano przebiegi temperatury w punkcie kontrolnym. 7 ze-
stawienia krzywych wynika, 2e i tu uzyskano zadowalajaca zgodnoﬁé.

5.2. Przykiad 2

Jako dane wejsciowe w obliczeniach wykorzystano dane eksperymentalne [5],
uzyskane za pomocy oryginalnego minikomputerowego systemu zbierania, rejestra-
cji i przetwarzania danych KBPS 02,09, opracowanego na WSI w Opolu {producent
CO BRABiD). Badanym obiektem rzeczywistym byl odlew o ksztalcie walca, wyko-
nany ze stopu ZnAl i krzepnacy w formie dwuwarstwowej. Wymiary odlewu i for-
my oraz potozenie punktdw kontrolnych przedstawiono na rysunku 4, a uzyskane
wyniki pomiardw w tabeli 2.

Tabela 2. Wyniki pomiardw Przedstawione w tabeli wyniki
‘ pomiardw wykorzystano jako dane
Temperatura - wejsciowe przy rozwigzywaniu oma-
Pomiar Czas . . A
[s] 3 2 1 0 wiang metoda zagadnienia odwrotne-

go, polegajacego na wyznaczeniu gru-

% %gg ;gz ;g% ;g% - bosci warstw formy. Skiad chemiczny
3 400 384 384 3B4 - odlewu i materiaitdéw formy determi-
g ggg ggg ;Zg gzg ;Zg nowal parametry termofizyczne, w
6 640 353 353 351 346 tym T* = 450, TL = 400, T5 = 382,
7 720 341 343 339 336 _ 2ner. AL . -
8 800 329 334 329 324 W= 30°C; Ag = 113 dla fazy ciek-
9 880 321 321 319 317 tej, ho = 57 dla ciata stalego,

11 = 1,2, X, =0,35 W/mK i odpo-

warstwy formy

P P
punk?y kon‘froln!

Pys. 5. siatka rdéznicowa
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wiednio ch = 523, cg = 426, ¢, = 700, c, = 800 I/kok; %’B = 654,5, 73 - 698, 5,

T, = 2500, ¥, = 1600 kg/n’ oraz Q = 115 540 J/kg.

Na modelowany obiekt nalozono siatke rdznicowg zawierajaca w obszarze od-
lewu 6 wezldw oraz odpowiednio 2 i 8 wezidw w obszarach warstw formy, przy
czym punkty kontrolne pokrywaly sie z weztami o indeksach 1, 2,'4 i 6 (rys. 5).

Zatozono ponadto, ze grubosci warstw formy speiniajq warunki h1>0,002
i h1 + h2 = 0,3. Ze wzgledu na drugi z warunkdw, proces obliczeniowy sprowa-
dzono do wyznaczenia tylko grubosci pierwszej warstwy.

Przy powyzszych zalozeniach, przyjmujqc, ze hio) = 0,01, po przeprowa-
dzonych omawiang w pracy metod3 obliczeniach, otrzymano po 56 iteracjach, ze
hl = 0,0061 m, a tym samym, ze h2 = 0,2039 m. Niektdro zauwazyé, ze biad
wzgledny, jaki popetniono w wyznaczeniu h1 jest niewielki i nie przekracza 7%.
2 zestawienia krzywych temperaturowych w punktach kontrolnych uzyskanych w
procesie obliczeniowym z wynikami pomiardw (rys. 6) wynika, ze i tu uzyskano
zadowalajacg zgodnosé.

6. Podsumowanie

W pracy przedstawiono dogodny do realizacji na EMC algorytm obliczeri po-
legajacy na wyznaczeniu dla odlewu o ksztalcie ptyty, walca lub kuli grubosci
warstw formy wielowarstwowej, zapewniajacej mozliwie bliski podyktowanemu wy-
mogami technologicznymi przebieg procesu krzepniecia. Algorytm oparto na roz-
wigzaniu geometrycznego odwrotnego zagadnienia dla rdwnania przewodnictwa cie-
pta. Wykorzystano przy tym wrazliwosciowa metode optymalizacyjng, co wymagato
dolaczenia do opisu matematycznego funkcjonatu jakosci, tzn. kryterium wyboru
poszukiwanych parametrdw, ktdry minimalizowano. Minimum funkcjonatu poszukiwa-
no metodami gradientowymi. Przeprowadzone obliczenia testujace potwierdzity za-
dowalajgcq dokladnosé i skuteczno$é algorytmu.
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