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APROKSYMACJA CECH STEREOLOGICZNYCH WTRĄCE:Kr 

NIE METALICZNYCH W STALIWIE 

1. Wprowadzenie cel pracy 

Podstawowe cechy stereologiczne elementów struktury stopu defi

niuje się w metalografii ilościowej na podstą.wie momentów zwykłych 

(trzeciego i drugiego rzędu) funkcji opisującej przestrzenny rozkład 

wielkości badanych mikrocząstek. Sprowadza się to w konsekwencji do 

wyrażenia analizowanych cech za pomocą parametrów tego ro zkładu. 

,Metodykę obliczania tych ostatnich - opartą na pomiarach (na powierz

chni zgładu) sumy cząstek, ich powierzchni właściwej i udziału obję

tościowego - przedstawia bardzo dokładnie praca J. Rysia· [ 1 J. 
Wspomniany pomiar głównych cech stereologicznych oparty jest w 

metalografii na ustaleniu lic zby przecięć badanej fazy z liniami testuj ą

cymi. Metoda ta wynika z zasady tzw. siecznych przypadkowych i cał

kowitego rzutu na płaszczyźnie. Ponieważ pomiary cech realizuje się 

z reguły za pomocą automatycznego analizatora obrazu typu Q uantimet, 

często rozszerza się zakres tych pomiarów o równoczesne ustalenie 

liczby płaskich przekrojów cząstek w poszczególnych klasach wielkości. 

Zarówno w przypadku analizy powier;zchniowej, jak i przestrzenne

go rozkładu wielkośc i badanych elementów, analityczną podstawę roz

ważań s tanowi funkcja Gaussa. Pomijając w tym miejscu motywację, w 

wielu pracach operuje się jednak formułami aproksymującymi tę funkcję. 

C ytowane w literaturze badania wvkazuj ą przy tym, że te same dane em-
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pirycznie można opisać z identyczną dokładnością za pomocą wzoru 

Gaussa, Cauchy' ego czy funkcji logistycznej [ 2 J. Z prz edstawionych w 

[ 3, 4] rozważań wynika, iż właściwą aproksymację rozkładu normalne

go zapewnia także formuła 

f( x) = 
Z exp [z(m- x)] 

{ 1 + ex p [Z ( m - x) J } 2 ' 

której lunKeJa pierwotna przyjmuje postać: 

X 

F(x) = J 
-cO 

gdzie 

f( x) dx = -:----...."1'=7--,...,-
1 + exp [z( m- x)J ' 

x wartość bieżąca zmiennej X, 

m wartość średnia zmiennej, 

( 1) 

( 2 ) 

Z parametr zdefiniowany przez usytuowanie punktów przegięcia A. 

funkcji f( x). 

Z = lnA 
----;: = 

rn c2 + o) 
,\ 

(3) 

przy czym postulat właściwej aproksymacji rozkładu normalnego jest 

spełniony, gdy Ą pozostaje w stosunku do odchylenia standardowego 

O' (w funkcji Gaussa) w relacji: 

O' = (3.}.. - ( 1 ,2121.;.1,3606) Ą ( 4) 

W odniesieniu do rozkładu cięciw wtrąceń w staliwie, które w do

minującej części posiadają kształt kulisty, a ponadto wykazują logaryt

miczno-normalny rozkład "wielkości (X = ln C), w pracy [ 3, 4] zastoso

wano opis zbioru WN za pomocą funkcji: 

Z exp [z (lnC -lnc)] 

= N . 1 l 
As 1 _+ exp [z (lnC -lnc)] 

d (lnC) = 

In C a 

( 5) 
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oraz 

Z exp 
NA = U . {l+ ex p 

[Z ( ln C - l n C ) J 
(6) 

przy czym średnią cięciwę wtrąceń C aproksymowano wzorem: 

gdzie 

NA 
u 

/:;lnC 

- [ - _! ( (3 ln A) 2 J C = ex p ln C + 2 Z , 

ilość wtrąceń o cięciwie C na powierzchni l 
2 

mm, 

wskaźnik sumarycznej ilości wtrąceń N As określony przez 

+oo 

U= J NAd(lnC) NAs /:;lnC 

-00 

c b 
= ln C - szerokość badanych klas WN, 

a 

( 7) 

( 8) 

Z - zróżnicowanie wielkości wtrąceń (zdefiniowane przez punkty prze

gięcia A. funkcji N A wg ( 3) ) , 

ln C - Średnia logarytmiczna cięciwa wtrąceń, 

lnC - bieżąca wielkość zmiennej X = ln C. 

Parametry U, Z, ln C funkcji aproksymującej powierzchniowy rozkład 

wielkości wtrąceń w staliwie proponuje się w [ 3 J wyznaczać nume

rycznie metodą optymalizacji. Zastosowany opis zbioru WN zapewnia 

przy tym wysokie testy statystyczne [3, 4]: 
współczynnik korelacji R = 0,996 .;.0,956, 

odchylenie standardowe S [N A ( ln C) J = 4.;.16 

względny błąd oszacowania ?f o.. =0,0 5 = 3,8.;. Bo/o. 
Uwzględniając, iż w wielu wypadkach analizowany jest 

-2 mm 

powierzch-

niowy rozkład wielkości wtrąceń w ujęc,iu funkcji aproksymujących, np . 

.wzory ( 5), ( 6), celem pracy jest stwierdzenie poprawności i dokładno

ści opisu cech stereologicznych fazy niemetalicznej za pomocą para

metrów ·takiej funkcji w konfrontacji z wartościami pomierzonymi na QM'l'. 

2. Aproksymacja cech stereologicznych wtrąceń niemetalicznych 

w staliwie 

Zgodnie z zasadami metalografii ilościowej, cięciwa C przeciętego 

przez zgład wtrącenia jest równa połowie liczby przecięć n jego kontu-



72 Jerzy Cybo, Stanisław Jura, Jerzy Chmiela 

2 
ru z liniami testującymi, stąd dla powierzchni 1 mm :;:;awierającej N A 

wtrąceń można zapisać: 

( 9) 

W tej sytuacji podstawowe cechy stereologiczne fazy niemetalicznej 

można też podać w postaci operu~ącej jedynie ilością ·i wielkością za-
. -* nteczyszczen : 

- obwód właściwy 

'Jt"CNA 

- powierzchnia właściwa 

2n 4CNA 

- udział objętościowy 

V 
V 

- odległość między wtrąceniami 

'Jt""( 1- V ) 
_1_ 'lt"C L 

V 

V LA CNA 4 

- liczba cząstek w objętoś;::i stopu 

6 'TC
2 

V 
NA 3 6 'Jr3 

N (-) 
44 V V s 

V 

[ ::2]! ( 10) 

[::32]. ( 11) 

[ :::]! (12) 

1 
[mm] , ""'- ( 13)}0[ 

CNA 

NA 
[ mm-3]. ( 14) c 

Relacje te są równoważne w sensie ustaleń ilościowych klasycznemu 

zapisowi metalografie znemu prezentowanemu po pierwszym znaku rów

ności. Wzory ( 10 ) -( 14 ) mogą w tym przypadku określać wypadkową 

(średnią) wartość cech stereologic znych zanieczyszczeń lub wielkość 

cech dla poszcz e g ó lnych klas wtrąceń. W pierwszym z tych przypad-

*vv pracy [ 5] można znaleźć podobnie zdefiniowane cechy LA, 
sv, vv 

**ostateczna postać wzoru ( 13) wynika z faktu, i ż przy analizie 
wtrąceń niemetalicznych może być odrzucony składnik 'irC/4 , gdyż jego 
wielkość jest pomijalnie mała. 
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ków należy wprowadzić do tych relacji sumaryczną ilość wtrąceń N As 

na powierzchni 1 mm
2 oraż średnią ich wielkość C. W sytuacji analizy 

wartości cech w kol!?jnych klasach wtrąceń - jaka często ma miejsce 

przy ocenie efektów rafinacji stopu - N A' C oznaczają wielkości odpo

wiadające badanej klasie WN. 

Wprowadzając relacje (7) i (8) do wzorów (10)-(14) można te 

ostatnie zapisać w postaci określającej średnie cechy stereologiczne 

wtrąceń za pomocą parametrów (u, z, ln c) funkcji zbioru wtrąceń [ 3]: 

(15) 

4U [ 1 (31ri A 
2

] 
SVs = ~ exp ln C + 2 ( Z ) . , (16) 

'JrU [- 1:_ ( f.> lnA) 2] 
VVs = 4l'ilnC.exp 2 ln C + 2 Z ' ( 17) 

(18) 

N = 6 'IT3 U [1:. (~)2 ] 
V s 4 4 ~ exp 2 Z - ln C . (19) 

Wartości cech ( 10) -( 14) odpowiadające poszczególnym klasom WN 

można natomiast zapisać w ujęciu parametrycznym używając wzoru ( 6): 

'J[C 
U Z ex p [Z ( hl - ln C) J 

[ 1 + ex p [Z ( ln C - ln C)] } 2 
' 

U z exp [z ( iYlC- ln c)J 

[ 1 + ex p [Z ( ln C - ln C) J J 2 
' 

7f. c2 uz exp [ z (ln .C - mej] 
4 

1 + ex p [Z ( ln C - ln C)] 
2 

' 

h+ exp [z (hl-lnc)]} 
2 

C UZ ex p [Z ( ln C - ln.C)] 

6 'JC 3 UZ exp [z (hl- ln c)] 
4 4 C [ 1 + exp [Z ( ln C - ln C )]j 2 . 

(20) 

( 21) 

(22) 

(23) 

(24)' 
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3. Ocena aproksymacji cech stereologicznych wtrąceń w staliwie 

W celu przeprowadzenia oceny aproksymacji cech stereologicznych 

WN przez wzory ( 10) -( 24) poddano badaniom wtrącenia niemetaliczne 

z 25 wytopów staliwa L20G2. Realizowano je stosując urządzenie Quan

timet 720, wyznaczając ilość WN w poszczególnych klasach* wielkości 

oraz bkreślając średnie cechy stereologiczne zanieczyszczeń [ 3 J. .Na 

podstawie pomiarów N A oraz wzorów ( 10) -( 14) wyznaczono wartości 

cech stereologicznych dla poszczególnych klas WN, które dla jednego 

z wytopów zamieszczono w tabeli 1 (w liczniku). Korzystając z wzoru 

Tabela 1. . Wielkość cech stereologicznych WN dla poszczególnych klas 
cięciw o b lic zona według pomiaru N fi na QMT 720 i wzorów ( 10) -( 14) 
( w lic źniku) oraz aproksymacja tyc cech za pomocą parametrów funk-

cji zbioru wtrąceń według wzorów (20)-(24) (w mianowniku) 

Cecha stereologiczna WN 

S re dnia 
. 10 4 

cięciwa LA s V L 
klasy C V V V 

[1o-
3 mm] [ ::2] [ :::J [ ::~J [mm J 

0,84 0,06 0,07 0,12 56,4 
0,03 0,03 0,05 124,8 

1,41 
0,18 0,23 0,65 17,0 
0,19 0,24 0,70 16,9 

2,11 
0,58 0,74 2,07 M 
0,61 0,78 2,20 5,1 

3,24 
1,00 1,27 7,08 M 
0,97 1,23 6,80 3,2 

4,93 
0,59 0,74 6 ,20 M 
0,68 0,87 6,40 4,6 

7,33 
0,37 0,47 5,57 ..§.2 
0,33 0 ,41 4,90 9,7 

10,99 
0,28 0,35 3,59 11,4 
0,24 0,30 2,90 12,1 

16,5 
0,34 0,43 4,41 2.2 
0,06 0,07 1,40 54,1 

*szerokość (rozstęp) ośmiu klas wynosiła l:!.ln C 
dla badanego zakresu cięciw C = ( 0,56.;. 20) 1o-3 mm. 

N · 10-3 
V 

[ mm-3J 

18,27 
8,24 

21,51 
21,65 

30,34 
31,70 

22,00 
21,31 

5,56 
6,48 

1,59 
1,39 

0,52 
0,37 

0,28 
0,05 

0,446 · 10-
3 mm 
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Tabela 2. Wartość średnich cech stereologicznych obliczonych (a, b, c) 
dla wtrąceń z przykładowego wytopu staliwa L20G2 w porównaniu z 
wielkościami pomierzonymi na QMT (d) oraz ich procentowe różnice 

5rednia 
cecha 
stereologiczna 

Kolurnna 

[ :::] 
o·s V s 

a 

3,26 

9,4 

4,16 

9,7 

0,235 

5,8 

0,968 

7,9 

94190 

9,1 

b 

3,10 

4,0 

3,95 

4,2 

0,253 

14,2 

91190 

11,9 

c d 

2 ,81 2,98 

5,7 

3,58 3,79 

5,5 

0,216 0,222 

2,7 

1,110 1,052 

5,5 

91940 103600 

11,2 

( 6) wyznaczono numerycznie parametry funkcji zbioru wtrąceń, które 

dla przykładowego wytopu wynoszą*: 

u ~ 129,67 

*Paramet:-f. te realizują opis zbioru WN przy zachowaniu statystyki: 
R- 0,991, SLNA(lnc)]- 6, ro,o5 "'4,2o/o. 
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z 3,244 

lnC 0,978 . [ 10-
3 mmJ. 

Wprowadzając wartości tych parametrów do wzorów ( 20) -( 24) aproksy~ 

mowano tym samym cechy stereologiczne dla poszczególnych klas 

wtrąceń, tabela 1 (w mianowniku). 

Traktując ilość i wielkość wtrąceń we wzorach (10)-(14) jako 

wartości N As oraz C, obliczono tym sposobem cechy średnie (-wYpad

kowe), które zamieszczono w kolumnie a tabeli 2. Sumuj ąc natomiast 

wielkości cech z poszczególnych klas WN (mianownik kolumn w tabeli 

1) uzyskano wynik zamieszczony w kolumnie b tabeli 2. Korzystając 

jednocześnie z wzorów (15)-(19), średnie cechy aproksymowane para

metrami funkcji zbioru wtrąceń ujęto w kolumnie c tabeli 2 , której ko

lumna d zawiera wynik bezpośredniego pomiaru tych cech na QMT 720. 

Analizując zestawienie cech stereologicznych obliczonych dla ko

lejnych kla~ cięciw ( tab. 1) można stwierdzić bardzo dużą zgodność 

opisu cech wzorami (10)-(14) oraz (20)-(24), co jest świadectwem 

Tabela 3. Korelacja między opisem rozkładu cech (dla cięciwy 
C 493·10-3mm) według wzorów (20)-(24) oraz P.Omiarem na QMT 

obliczeniem według wzorów (10)-(14) 

Współczynniki korekcyjne Współczyn- Odchylenie 
wzorów ( 20) -( 24) nik korelacji standal'-

Cecha 
stereologiczna 

[::2 J 
[ :::] 
[::: J 
[mm] 

0,852 

0,852 

0,852 

1,007 

0,852 

-0,015 

-0,0 20 

-2. 10 

- Q,7 09 

-148,1 

R 

0,944 

0 ,944 

- 5 0,944 

0,944 

0,944 

Wymiar B
0 

i S podano w jednostkach danej cechy. 

;x:Względny błąd oszacowania wynosi )' 0,0 5 = 5.;.6o/o. 

dowe* 

s 

0,063 

0,080 

7,7. 10-5 

0,80 

600 
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'l'abela 4. Korelacja między aproksymacją. średnich cech stereologicz
nych według wzorów (15)-(19) oraz pomiarem cech na QM'l' 720 

Współczynniki korelacyjne Współczyn- Odchylenie 

Cecha 
·wzorów (15)-(19) nik korelacji standar-

stereologiczna 
d owe* 

B1 Bo R s 

L [ ::2 J 1,11 0,157 0,941 0,288 
V s 

SVs [ ::: J 1,11 0,200 0,941 0,366 

VVs [mm~] 1,00 4,3 ·10-4 
0,931 5,2. 10-4 

mm 

LV s [mm J 0,89 -0,038 0,912 0,113 

NVs [ mm-3 ] 0,62 28655 o,go6 8717 

Wymiar B
0 

S podano w jednostkach danej cechy. 

*względny błąd oszacowania wynosi '( 0,05 = 3,8-;. 8 "/o. 

poprawnej aproksymacji cech przez te ostatnie. Jedynie w przypadku 

klas skrajnych - dla wtrąceń bardzo małych i bardzo dużych - obser

wuje się istotne różnice. Jest to jednak zrozumiałe, gdyż. klasy te są 

zawsze obarczone największym błędem pomiaru na QM'I' i z tego 

względu często odrzuca się je przy analizie metalograficznej. Potwier

dzeniem właściwej aproksymacji cech stereologicznych (zarówno śred

nich, jak i dla poszczególnych klas cięciw WN) jest konfrontacja cech 

średnich (obliczonych trzema sposobami) z wartościami pomierzonymi 

bezpośrednio na QM'l' ( tab. 2). Niewielkie różnice procentowe o są 
tego ,wyrazem. 

Uwagi powyższe zweryfikowano dodatkowo poddając analizie re

gresji liniowej relacje aproksymujące cechy stereologiczne wtrąceń z 

25 wytopó w staliwa L20G2. W przypadku rozkładu wielkości cech wynik 

aproksymacji według wzorów (20)-(24) korelowano z pomiarem NA na 

Q M 'l' i następnym o b lic zenie m cech na podstawie. równań ( 10) ... ( 14). 

Przykładowe zestawienie takieg.o qpracowania . dla cięci~ 

-3 
C = 4,93 · 10 mm ujęto w tabeli 3. Cechy stereologiczne średnie, 

aproksymowane wzorami (15) -(19), korelowano z bezpośrednim ich 
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pomiarem na QM'l'. Wyniki zestawiono w tabeli 4. W obu tabelach 

współczynniki korekcyjne oznaczają: B
1 

- mnożnik wzoru aproksy

macyjnego, B
0 

- wyraz wolny. Jednocześnie na rysunkach 1 i 2 

prz;ctstawiono graficzną interpretację opisu jednej z cech opartą 

na wzorach aproksymacyjnych (18) (23) . 

._____.______._____._______,.____~ 1,6 

Rys. 1. 

Lvs '[rnrn J 

0Gena średniej odległości między wtrąceniami w ujęciu para
metrów funkcji zbioru wtrąceń (wg wzoru ( 18) ) 
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Rys. 2 . Odległość między wtrąceniami o danej cięciwie C w ujęciu pa
rametró w funkcji z b ioru wtrąceń (wg w z oru (23)) 
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4. Podsumowanie 

Wyniki przedstawione w tabelach 1 i 2 oraz testy statystyczne w 

tabelach 3 .i 4 wskazują na dużą zbieżność i dokładność aproksymacji 

cech stereologicznych z wartościami pomierzonymi. W związku z faktem, 

iż omawiane metody opisu cech obarczone są względnym błędem osza

cowania ( 'O = 3,8.;. Bo/o) nie większym niż błąd pomiaru realizowanego 

na QMT (z reguły o QMT = 10.;.20o/o), dokładnoś ć tych metod możr;a 

uznać za wystarczającą do aproksymowania charakterystyki zbio ru wtrą

ceń. Sytuacja ta jest jednocześnie wyrazem: 

- właściwego opisu rozkładu powierzchniowego wielkości wtrąceń 
' 

za pomocą funkcji aproksymacyjnej ( 6), 

- prawidłowości opisu wielkości cech stereologicznych za pomocą 

parametrów funkcji zbioru wtrąceń, a także świadczy o możliwości sto

sowania analizowanych wzorów ( 10) -( 24) w zagadnieniach wymagają

cych podobnej interpretacji. 
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