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PRZYBUlONA ł>ETOOA WYZNACZANIA PAR»ET!ID.I CI'I~CYDi PROCES WYMIANY CIEPŁA 
NA POWIERZOlU ltLBt'KA CIĄGŁEGO 

Zastosowanie nowoczesnych technik obliczeniowych do analizy technologii 
odlewniczej związane jest w pierwszej kolejności ze sformułowaniem poprawnego 

modelu matematycznego rozważanego procesu, modelu który w sposób możliwie 

wierny będzie odtwarzał przebieg i cechy charakterystyczne zjawiska fizyczne
go. Modele te mogą być mniej lub bardziej skomplikowane, przy czym stopień ich 
złożoności musi być pewnym kompromisem między możliwóściami realizacji obli
czeń na maszynie cyfrowej a precyzją i dokładnością odtwarzania rzeczywistości 
za pomocą formuł matematycznych. Obecnie w teorii cieplnej pro~esów odlewni
czych stosuje się modele matematyczne oparte na równaniach fizyki matematycz
nej opisujących niestacjonarne lub 1stacjonarne pola takich wielkości, jak tem

peratura, stężenie itp., w szeroko rozumianym układzie odlew-forma, przy czym 
równania te. dotyczą nieliniowych najczęściej zagadnień prostych lub odwrotnych . 
Jak pokazano w pracy [l] wykorzystanie w odlewnictwie tzw. zagadnień odwrotnych 

transportu ciepła stwarza nowe jakościowo możliwości badawcze w sferze teorii 

i praktyki. 
Przykładowo, projektowanie optymalnej technologii wytwarzania wlewka w pro

cesie ciągłego odlewania jest problemem złożonym i wieloetapowym. Jednym z naj
istotniejszych czynników wpływających na jakość wlewka ciągłego i mogących słu
żyć za kryterium oceny projektowanej technologii jest pole temperatury krzep
nącego metalu. Technologom i projektantom urządzeń do ciągłego odlewania znane 
są postulaty dotyczące charakteru rozkładu temperatury. Można zatem sformuło
wać zagadnienie, w którym poszukuje się warunków brzegowych, tj. warunków wy-
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miany ciepła na powierzchni wlewka, czyni~cych zadość ograniczeniom nakładanym 
na pole temperatury. Zazwyczaj poszukuje się współczynnika wymiany ciepła 

cx.[w/m2• K l lub strumienia ciepła q [w 1m2] , paniewat w li teraturze, np. [2-4J, mot
na znaletć proste analityczne lub w postaci wykresu zaletności między tymi wiel
kościami a parametrami, które umotliwiaj~ sterowanie procesem, np. według MOl- . 

lera i Jaschara [2] współczynnik . wymiany ciepła zalety jedynie od jednostkowego 
natętenia wody chłodzącej v[m3/m2·s] i prędkości wypływu wody u[m/s]. 

Zaletność ta jest postaci: 

~= lOu + 1000(107 + 0,688u) ~ , (l) 

przy czym 

u € <11,32), a ve. <0,003; 0,009>. 

Wyznaczone w poszczególnych strefach chłodzenia współczynniki wymiany ciep
ła ~ lub strumienie : ciepła q pozwalaj~ konstruktorom urz~dzeń do ci~głego od
lewania zaprojektować systemy chłodzenia o parametrach zapewniaj~cych właściwe 

chłodzenie wlewków. 

2. Załotenia 

Razwata się płaskie i okrągłe wlewki wytwarzane na urządzeniu pionowym do 
ciągłego odlewania, odlewane ze stałą prędkością w = const. Przyjmuje się, te 

produkowane wlewki mają grubość lub średnicę równą 2R i wytwarzane s~ z meta
lu krzepnącego w przedziale temperatur <T2, \) (T5 ' - temperatura solidusu, 
TL- temperatura likwidusu), który wlewany do krystalizatora ma temperaturę T*, 

T*>\>T5. Modelowane wlewki t raktuje się jako obiekty dwuwymiarowe, dla któ
rych pseudoustalone pole temperatury ze względu na znikomą przewodność ciepła 
w kierunku wyci~gania wlewka [5] motna opisać jednowymiarowym parabol i cznym rów
naniem różniczkowym cząstkowym. W równaniu tym jedna ze współrzędnych p;ze
strzennych (zgodna z kierunkiem wyci~gania) spełnia rolę czasu. 

Orientacja w przestrzeni modelowanego obiektu jak na rysunku l, powytsze 
załotenia oraz warunek, te znane s~ przyblitone zmienne przebiegi temperatury 
fn : fn(z) w przemieszczających się wraz z wlewkiem punktach kontrolnych r =rn, 
rne. < O,R >, n=f:N pozwalają sformułować matematyczny opis zagadnienia w pasta.,. 
ci : 

(2) 

T=T*, z=O, O<r~R; (3) 
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b) 

· z 

' Rys. l. Modelowane obiekty: a) wlewek okrQgły, b) wlewek płaski 

arT = O, r = O, O<z<Z; (4) 

(5) 

gdzie r i z oznaczajQ współrzędne przestrzenne, T=T(r,z) jest temperaturą, · in
deks m określa geometrię wlewka (m=O wlewek płaski, m=l wlewek okrągły), Z ozna
cza całkowitą długość drogi chłodzenia podzielonej na K stref odpowiadających 

odcinkom <zk-l' zk>, k=l,K (przy czym z0 =O, zK =Z), a On(z) oznacza dzie
dzinę funkcji f n (z). Natomiast występujQca w równaniu (2) funkcja <f>= <f>(T), 

dla skrócenia zapisu, oznacza 

tł.- A. 
'ł'- Wl'X. ' 

gdzie ~ jest współczynnikiem przewodzenia ciepła, 1" gęstością masy, a ~ = 
=X.(T) zastępczą pojemnością . cieplnQ [6] uwzględniającą ciepło przemiany fazo
wej. 
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Podane przebiegi temperatury, jak już wspomniano wc~eśniej, wynikać mogą 

· z wymogów technologicznych, pomiar6w lub innych uwarunkowań nakładanych na mo

delowany obiekt. Funkcje fn zadawane są zazwyczaj w postaci tabeli wartości 
(dziedzina i przeciwdziedzina są zbiorami liczb), w postaci wykresu lub wzorem 

w postaci jawnej. 

Z założeń i opisu matematycznego wynika,że nieznane są interesujące nas wa

runki wymiany ciepła na powierzchni wlewka r=R. Okazuje się, że taka ilość in
formacji pozwala wyznaczyć pole temperatury w całym przekroju wlewka oraz od

tworzyć brakujący warunek brzegowy w jednej z postaci 

- A.c3rT = ot(T-T00 ), r=R, O<z~Z (6a) 

lub 

(6b) 

tzn. wyznaczyć takie a =~(z) lub q= .q(z), jakie powinny być zadane, aby u
zyskać możliwie bliskie postulowanym przebiegi temperatury w punktach kontrol

nych r=rn, n=l,N. 
W ostatnim równaniu T00 oznacza temperaturę otoczenia. 

J. Metoda rozwiązywania 

Kons .<cje systemów chłodzenia w urządzeniach do ciągłego odlewania pozwa
·lają założyć, że w poszczeg6lnych strefach chłodzenia wsp6łczynniki wymiany 
ciepła lub strumienie ciepła są stałe i wynoszą odpowiednio ak lub~· k=l,K, 
tzn. że 

CX.= a.(z) 

lub 
K 

q = q(z) l:: [m(z - zk_1) - m(z - ~)] ~ 
k=l 

gdzie 

m(~) =l: 

(7a) 

(7b) 

Przy powyższym założeniu postawione zadanie można rozwiązać na kilka sposobów. 
Dobrą dokładność i efektywność algorytmu uzyskuje się przez wykorzystanie me
tod optymalizacyjnych. Należy w6wczas do opisu matematycznego dołączyć funkcjo-
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nał jakości, tzn. kryterium wyboru nieznanych parametrów cx.1, cx.2, .. • , cx.K skła
dowych wektora 0\, lub ą1 , ą2 , ... , qK składowych wektora q: 

( Ba) 

(Bb) 

który minimalizujemy. 
Wyżej 

T(rn, z; ex. ) = ~ i T(rn, z; q) = t~ 

oznaczają odpowiednie rozwiązania zagadnień brzegowych opisanych związkami (2)

-(4) i jednym z warunków (6). Stałe en natomiast są to parametry wagowe deter

minujące wiarygodność informacji. 
Minimum funkcjonału (B) poszukuje się metodami gradientowymi (patrz np. 

[7]). W tym celu należy wyznaczyć pochodne funkcjonału względem poszukiwanych 

parametrów 

(9a) 

N J arą 
"Foc = aF = 2 ~ c [f Tą, n k=l,K. 
v k aq:-k ~ n n - nJ aa,k n= l Dn(z) 1 

(9b) 

W równaniach (9) występuje po K nieznanych funkcji 

w równaniach (9a) i 

odpowiednio w równaniach (9b). Do ich wyznaczenia wykorzystuje się układ rów
nań (2)-(4) z właściwym warunkiem (6 ). Różniczkując równania (2)-(4) i (6) po 

~k (lub odpowiednio po qk) otrzymuje się K prostych zagadnień brzegowych ko

lejno dla k=l,K: 
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~=O, z=O, O (r<: R (lOa) 

o<z<"Z 

lub 

z=O O<r<R 
(lOb) 

ar~ = O, r=O, O< z< Z 

gdzie q>'= d<f>/dT. 
Poszukując minimum funkcjonału, np. metodą gradientu prostego, zakłada się 

początkowe przybli~enie dla składowych wektora parametrów ~~O) lub q~O), 
k=l;K, a kolejne przybli~enia znajduje się zgodnie z wzorem 

(lla) 

lub 

q(s+l) = q(s) _ p(s) ["Fq ](s) k=l,K, s-O l 
k k q V k 0 - 1 ••••o (llb) 

gdzie s jest numerem iteracji, a p~s) . i p(s) są krokami iteracji. Parametry 

p~s) i p~ s) wybiera się w ten sposób,. aby \pełn~ony był warunek 

(12) 

gdzie F(s), F(s+l) i (grad F] (s) oznaczają wartości funkcjonałów i gradientu 

w kolejnych iteracjach, a tJe(O,l). 
Proces iteracyjny kończymy, jeżeli 

[F(s+l) - F(s) ] ~ cf ' (13) 

gdzie Ó jest zadaną dostatecznie małą liczbą. 
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Wybór początkowego przybliżenia dla składowych wektora parametró~ ~(O) 
i q~ O), k=l,K, ma istotny wpływ na· liczbę iteracji i czas obliczeń. Olatego 

też w praktycznej realizacji procesu obliczeniowego wybór przybliżenia począt

kowego nie był przypadkowy, a polegał na tym, że poszukiwano go, i to oddziel

nie, dla każdej ze składowych, poczynając od k=l kolejno aż do k=K. Wykorzysta~ 

no w tym celu tę sarnę opisaną wyżej metodę optymalizacyjną, ale zawężoną tylko 
do obszaru odpowiadającemu jednej strefie chłodzenia. W tym przypadku układ 
równań odpowiadający układowi (2)-(5) odniesiony do strefy o numerze ~ będzie 

. miał postać: 

z = zk-1 ' . O~r~R 

(14) 

T(r r' n=l,N 

gdzie Tk-l =' T(r, zk_
1
), przy czym T0 .=T*, a pozostaje Tk-l, k >l, wynikają 

z uzyskiwanych kolejno rozwiązań; O~ ( z) oznacza dziedzinę funkcji fn(i) od

niesioną do przedziału (zk-l' Zk>· 
To samo dotyczy i warunków (6) - mamy teraz 

(15a) 

lub 

(15b) 

Jednocześnie w miejsce funkcjonałów (B) będziemy mieli funkcjonały: 

F = F(~) = t en J 
n=l D~(z) 

[f (z) - T(r ,z; lX.. )f dz- min n n --K oc 
k 

(16a) 

F = F('\:) = t= en J k [fn(z) 
n:;l On(z) 

- T(rn, z; qk)] 2dz-min, 

'\: 

(16b) 

gdzie 

T(rn, z;etk) = T~,n i T(rn, z; ~) = T~,n 

oznaczają odpowiednie rozwiązania zagadnienia brzegowego (14)-(15). 
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Niewielkiej modyfikacji ulegnę również i formuły na pochodne funkcjonału 

N J ara. 
V'F: = 2 L c k (f - Ta: ) ~ dz 

n= l n on (z) n k .l! (X,k 07a) 

lub 

oraz układy równań opisujące wyst~ujące w (17) funkcje a T~/ acxk = t\ i 
<lT~ l aąk = ~ . 

O< r < R, 

H.«= o, 
.. k z = ~-1 ' 

(l Ba) 

art\ = o, r = o, ~-1 <z~~ 

lub 

H.q = o, z - z 
"l< - k-1 ' 

(18b) 

a H.Q = O r=O 
r ·l< ' 

Całe dalsze postępowanie jest analogiczne jak w przypadku globalnym, a 
wyznaczona strefa po strefie ctk lub~· k~~. minimalizujących odpowiedni 
dla danej strefy funkcjonał (16), brano'jako początkowe przybliżenie dla skła
dowych wektora parametrów, kładąc cx.~O) =ak lub odpowiednio { 0) = qk. 
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4. ~l runeryczny 

Do rozwiązywania występujących w procesie iteracyjnym zagadnień brzegowych 

można wykorzystać jedną ze znanych met od numerycznych rozwiązywania nielinio

wych równań przewodnictwa [B]. w; pracy wYkorzystano metodę różnicową. Istotą tej 

metody jest aproksymaGja równania różniczkowego i warunków b~zegowych odpowia
dającymi im równ~niami różnicowymi, co sprowadza problem do układu równań al

gebraicznych (tzw. układ . rozwiązujący ). 

Na modelowany obszar nakłada się równomierną si.atkę różnicową Q 1 J o li-
czbie węzłów (l+l) • (J+l) i k~okach Ar = R/I oraz Az = Z/J, tzn. ' 

Równania różnicowe Wyprowadzono na podstaWie niejawnej gwiazdy czteropunktowej 
zgodnie z zasadami podanymi w pracy [10]. Przykładowo dla układu (2)~(4) i 

(6b), tzn. gdy poszukiwać będziemy strumienia ciepła q, otrzytll.lje się J ukła
dów. nieliniowych równań algebraicznych, kolejno dla j=O,J-1, postaci: 

2(m+l)<l> 0j Az 
(l + 2 

Ar 

Tij' i=1,I-l (19) 

(4!-1 f' 2 A z 
= """"4-r T Ij + 1erj o qj+1 

który rozwiązuje się iteracyjnie prz~ pomocy algorytmu Thomasa [11]. W ostat
nich równaniach e jest numerem iteracji 

Tij = T(iAr , jAz), ~~j = <l><~j), 

podobnie 

e -
ił.ij = ~(Tij) 

dla i=~ i j~O,J, przy czym 

l O e-1) [ J Tij =I (Tij + Tij ' a qi+l =q (j+l)Az . 
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Rozpoczynając proces iteracyjny, jako początkowe przybliżenie przyjmuje się , · 

że 

o 
Ti j+l = Tij' i =O , I. 

Proces iteracyjny kończymy jeżeli 

(20) 

gdzie C jest zadaną dostatecznie małą liczbą, a jako wynik końcowy można 
przyjąć wynik uzyskany w ostat niej iteracji. 

Podobne układy równań uzyskamy i dla zagadnień brzegowych (10) oraz tak 

samo będziemy szukać ich rozwiązań. Przykładowo dla zagadnienia (lOb) otrzyma

my kolejno dla j=O, j -1: 

2(m+l)<f>~ j+ll:lz 
[l + 2 

l:lr 

2(m+l)<f> 0 j+l l:lz 
!:J. r2 Hl j+l = HOj 

<!>i j+l l:lz (2i:-l )m H. [ 2<P; j+ll:lz 
6r2 21. 1.-l j +l + l + 6r2 

(2i+l )m H H 
~ i+l j+l = ij' 

gdzie 

i=l, I-l 

2 l:lz ! 
?l.* r . '7 j+l 

I j+l 

.e* · l = ~(T .. 1) 't~ . l = l'h'(T .. 1) dla i=O,I, j=O,J-1 
l J+ l J+ l J+ ~ l J+ 

oraz 

(21) 
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't) j+l = m(j6z - zk-l) - m(j6z - .zk), j=O:J-1, a pozostałe par~metry mają ta
kie samo znaczenie jak w układach równań (19). 

Dyskretyzację funkcjonału (16) przeprowadza się zazwyczaj na tej samej 

siatce różnicowej i zadanie to jest proste, jeżeli węzły siatki pokrywają się 

z położeniem zdyskretyzowanych punktów kontrolnych, tzn. gdy dla każdego n=I:N 
istnieją Pn E {i;, i=O,I} takie, że pn6 r = rn i jednocześnie istnieją takie 
l E: ln c{j : j=o:J}, że 16z E Dn(z). Wtedy można przyjąć, że 

oraz 

gdzie 

fnl = fn(l 6 z), a Tp 1 = T(pn6r, l 6 z). 
n 

(22) 

k=l,K. (23) 

Zadanie komplikuje się, gdy położenie zdyskretyzowanych punktów kontrol
nych nie pokrywa się z węzłami przyjętej siatki równomiernej. Wówczas do wybo
ru mamy dwie drogi . Pierwsza polega na zmianie siatki, tj. t przejściu z siatki 
równomiernej na siatkę o zmiennych krokach. Natdmiast w drugim przypadku wy

stępujące w związkach (22) i (23) Tpnl i Hpnl wyznacza się drogą interpolacji 
na podstawie wartości funkcji siatkowych w węzłach sąsiadujących z danym węz
łem kontrolnym. 

Podobne równania rozwiązujące otrzymujemy również dla lokalnych zagad
nień (14)-(18) i drugiego zagadnienia globalnego (2)-(4) z warunkiem (6a), tj. 
gdy poszukiwać będziemy współczynnika wymiany ciepła; 

5. Przykład 

Ilustracją uzyskanych rozwiązań mogą być rozwiązania jakie uzyskano dla 
wlewka okrągłego. Przyjęto , że wlewek o średnicy 2R = 0,16 m odlewany z pręd
kości ą w=l m/ min wykonany jest ze stali miękkiej. Parametry termofizyczne do

brano na podstawie danych [9] . 
Rozważaną drogę chłodzenia wlewka Z podzielono na cztery sektory o dłu

gościach: I- l (krystal!zator); II ,- 1,5; III- 2,5; IV- 7 m, oraz przyjęto, 
że temperatura zalewania wynosi T* = 154o•c. Ponadto założono, że na modelowa-
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Rys. 2. Siatka rótnicowa. Połotenie punktów kontrolnych 
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Rys. 3. Rozwiązanie zagadnienia prostego 

ny obszar nalotona została siatka rótnicowa zawierająca 11 węzłów na promie
niu wlewka oraz 240 węzłów w kierunku przesuwu wlewka (rys. 2) . 

Przyjęte wytej załotenia wykorzystano w ten sposób, te najpierw rozwią
zano proste zagadnienia brzegowe dla ustalonych wartości strumienia ciepła, 
które wynosiły odpowiednio: I- 360000, II- 330 000, III- 240 000, IV-

180000 W/m2, a uzyskane tym sposobem pole tempe!atury (rys. 3) wykorzystano 
przy konstruowaniu postulowanych przebiegów temperatury w punktach kontrol
nych dla zagadnienia odwrotnego (rys. 4). Uzyskane wyniki przedstawiono na 
r:ysunkach S i 6. 
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Rys. 4. Postulowane przebiegi temperatury w punktach kontrolnych 

360 

330 

300 

270 

240 

210 

180 

q [kW m J 
j:::.=.:. 

~ ~----

------

--rzeczywisty strumień ciepło 
--- -odtworz.ony strum ień ciepta 

ą1=3616T9 [w;m2J 

iit32 3566 
q3=252369 
q4=172703 

-

q 
ll 

<D (2) Q) (!;) odległo~ć [m] 

o 1 2 . 3 4 s 6 . 7 8 9 . 10 11 ·12 
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temperatura [°C] 
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Rys. 6. Rozwiązanie zagadnienia odwrotnego - przebiegi temperatury 

Z przeprowadzonych obliczeń wynika, Ze mimo znacznych zakłóceń przy wpro

wadzaniu danych wejściowych (w zamieszczonym przykładzie przebiegi temperatu

ry zaburzono losowo w punktach kontrolnych do : 50"C odtworzone wartości stru

mi enia ciepła różnią się nieznacznie od założonych (rys. 5). Błąd nie prze

kracza 5%. Wygładzone zostało również pole temperatury, a różnica temperatur 

w punktach kontrolnych była znacznie mniejsza od umyślnie wprowadzonych zakłó
ceń (rys. 6). 

6. Podslloowanie 

W pracy pr zedstawi ono dogodny do realizacji na EMC algor yt m rekons t rukcji 

warunków brzegowych dla krzepnącego wlewka odlewanego sposobem ciągłym . W mo

delu wykorzystuje się inf ormację o przybliżonych przebiegach t emperatury w 

ust alonych przemieszczających si ę wraz z wlewkiem punkt ach kontrolnych . Dowol 

ność w wyborze położenia punkt ów kont rolnych i dziedzi n funkcji f n stwarza do
datkową możliwość wykorzystani a algorytmu do rekonstrukcji warunków brzegowych 

również i na podstawie znajomości przyliżonego położenia frontu krzepnięcia. 

Prezentowany algoryt m oparto na rozwiązaniu odwrotnego nieliniowego zagad

nienia brzegowego dla równania przewodnictwa uzyskanego wrażliwościowę metodę 

optymalizacyjną. 
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Rozwięzanie wyżej przedstawionego zagadnienia pozwala dla ·z góry ustalo
nych przybliżonych przebiegów temperatury w punktach kontrolnych lub przybliżo
nego położenia frontu krzepnięcia wyznaczyć warunki chłodzenia na powierzchni 
wlewka. Wyznaczone na podstawie modelu realne strumienie ciepła lub współczyn
niki wymiany ciepła mogę być wykorzystane przy konstruowaniu urzędzeń do ciąg

łego odlewania. 
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