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WZGLĘDNA X ABSOLUTNA STEROY/ALNOŚĆ U KŁAD 07/ 
Z OPÓŹNIENIEM V/ STEROY/ANIU

Streszczenie« VI pracy podano definicje względnej 3terowalności 
oraz absolutnej sterowalności układów dynamicznych ze skupionymi i 
rozłożonymi opóźnieniami w sterowaniu. W oparciu o macierz względ
nej sterowalności, sformułowano warunek konieczny i wystarczający 
względnej sterowalności. Sformułowano również kryterium absolutnej 
sterowalności, którego stosowanie polega na sprawdzeniu sterowalnos- 
ci pewnego liniowego układu niestacjonarnego bez opóźnień. Rozpa
trzono również problem sterowania z minimalną energią liniowym nie
stacjonarnym układem dynamicznym ze skupionymi i rozłożonymi opóź
nieniami w sterowaniu. Korzystając z macierzy względnej sterowalnoś
ci, podano postać s'terowania z minimalną energią tymi układami.

1. Y/prowadzenie

Sterowalność liniowych układów z opóźnieniami w sterowaniu była rozpa
trywana w ostatnich latach przez wielu autorów [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8].

W pracach [i, 2, 6, 7, 8j , rozważano układy liniowe wyłącznie ze sku
pionymi opóźnieniami w sterowaniu. Praca [4] jest poświęcona problemowi 
względnej sterowalności układów liniowych z wielokrotnymi zmiennymi w 
czasie opóźnieniami w sterowaniu. Względna sterowalność liniowych stacjo
narnych układów z rozłożonymi opóźnieniami zarówno w stanie jak i w stero
waniu była analizowana w artykule [5]. gdzie podano pewne algebraiczne 
kryteria względnej sterowalności. Yf artykule [3], podano pewne kryterium 
porównawcze badania względnej sterowalności, szczególnego typu układów z 
rozłożonym opóźnieniem w sterowaniu. 7/ niniejszej pracy rozpatrzono prob
lem względnej i absolutnej sterowalności liniowych niestacjonarnych ukła
dów dynamicznych ze skupionymi i rozłożonymi opóźnieniami w sterowaniu. 
Sformułowano warunki wystarczające i konieczne względnej sterowalności, a 
także absolutnej sterowalności. Podano postać sterowania z minimalną ener
gią, wykorzystując do tego celu macierz względnej sterowalności zdefinio
waną uprzednio. Niniejsza praca uogólnia rezultaty zawarte w pracach [3 ,
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2. Podatawowe definicje

Niech będzie dany liniowy niestacjonarny układ dynamiczny z wielokrot
nymi stałymi opóźnieniami w sterowaniu, oraz z rozłożonym opóźnieniem w 
sterowaniu, opisany następującym wektorowym równaniem różniczkowym:

i-M 0
x(t) » A(t)x(t) + y  ' Bi(t)u(t-h^) + j B(t,s)u(t+s)de (1)

i=0 -h

spełnionym prawie wszędzie na ftQ, t-J , gdzie:

O - h0< h 1< b 2<... < h M < h  (2)

x€ Rn , sterowaniu u należy do klasy sterowań dopuszczalnych U, złożo
nej z wszystkich p-wymiarowyob rzeczywistych, mierzalnych i ograniczonych 
funkcji określonych na [tQ, t^] , A(t) oraz B^(t), (i=0,1,2,...,M), są od
powiednio n x n, oraz n x p wymiarowymi macierzami, których elementy 
są mierzalnymi i ograniczonymi funkcjami określonymi na przedziale[tQ,t.J , 
natomiast B(t,s) jest macierzą n x p wymiarową, o elementach mierzal
nych i ograniczonych na zbiorze [t0,t^J x [-b,o].
Poniżej dla wygody czytelnika przytoczono podstawowe definicje dotyczące 
względnej i absolutnej sterowalności układów liniowych z opóźnieniami w 
sterowaniu, które można znaleźć w pracach fi, 5, 6, 7, 8j.

Definicja 1: Zbiór zt o jx(t), u^j, gdzie u^ jest funkcją określoną 
na f-h,oJ równością u^Ot) = u(t+X), Tef-h.o], nazywamy stanem zupełnym 
układu dynamicznego (1 ) w chwili t.

Definicja 2: Układ dynamiczny (1) nazywa się względnie sterowalnym na 
przedziale [tQ, t^], jeżeli dla każdego stanu zupełnego i dla każde
go wektora x1€Rn, istnieje sterowanie dopuszczalne ueU, takie, że od
powiadająca temu sterowaniu trajektoria układu dynamicznego (1) spełnia 
następujący warunek: x(t^) «• x^.

Definicja 3: Układ dynamiozny (1) nazywa się absolutnie sterowalnym na
przedziale [tQ, t^], ('t0<t^ - b), jeżeli dla każdego stanu zupełnego z^ ,

o
istnieje sterowanie dopuszczalne u 6 U, takie, że u, » 0, i odpowiada-
jąca temu sterowaniu trajektoria układu spełnia warunek: x(t^) = 0. Z po
wyższych definicji wynika, że układ dynamiczny może być względnie stero
wany na [tQ,t1], nie będąc absolutnie sterowalnym na tym odcinku.

Jednoznaczne, absolutnie ciągłe rozwiązanie równania (1) z początkowym 
s.anem zupełnym z^ , jest następującej postaci f3, 5j:
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t i=M
c(t) = P(t,t0)x(t0) + J  F(t,t) Z

t_ 1=0

+ j  F(t,t) J  B(T,s)u(t+s)dsj dt (3 )

gdzie: F(t,t) jest macierzą tranzycji równania jednorodnego. Dla t=t1,
zależność (3) może byó przedstawiona w następującej formie:

i»M łl“hiI - 1
x(t1) = F(t1,t0)x(t0) + ^ 2  J  f (t1,t+hi)Bl (t+b1 )u(T)dt +

i=o t0-hi

J F(tv T) £  B(ł,s)u(t+s)dsj dt (4)

t
+

“o

Bez utraty ogólności, można założyó, że zachodzi relacja: tQ = t-phm ,
gdzie: m jest liczbą całkowitą taką, że m<M. Powyższe założenie nie bę
dzie obowiązywało jedynie w przypadku rozpatrywania absolutnej sterowal- 
ności, (paragraf 5). Wartość sterowania u(t) dla t <  tQ, wchodzi do de
finicji stanu zupełnego z^ . W celu wydzielenia tych wartości, należy do
konać następujących przekształceń:

i=M *1 »hi i=m t1»hiZ J F(t1,t+hi)Bi(C+hi)u(t)dt ■Z F(t1,t+hi)Bi (t+hi)u(t)dti
< -l -Ti=0 tę-h^ ■i'a0 ło

i=m o- Z ( F(t1,t+hi)Bi CC+hl)ut (t)dt +
j-n J  u Oi-0 t0-hŁ

1=M tl“hi
+ . /  F C t - p l + h ^ C t + h ^  (t)dt (5)

i=m+1 tQ-hi 0

Zmieniając porządek całkowania w drugiej całce w wyrażeniu (4), oraz 
stosując twierdzenie Fubiniego, uzyskuje się następującą zależność:
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• Q o- r r1I B('l,s)u('t+s)ds dt + J F(t1,t)B(t,s)u(C + )dt ds =
-h -h L ło

J J F(t1 ,ts)B(t-s,s)u.(t)dt 

o+s

r r -

da«
0 rv
i i . ds

-s)B(t-a,s)u(t)dt da (6)

Definiuje się funkcję macierzową B(t,s) w sposób następujący:

B(t, s), dla te [t0,t.,J, ae [-h.OJ

[ - . o j

B(t,s) = (7)
dla t > t., a e

Wówczas ostatnia część równości (6) może byc wyrażona w postaci«

|| i
■ / J

ds=>
w
/

>0
s )B(t-s,s)u(t)dt ds

s)B(t-s,s)ds
t_ -h

u(t)dt (8)

Dla skrócenia zapisu wprowadza się następujące oznaczenia«

j-i■Z F (t^t+h^jBj (t+hj)
j-0

S(t ¡,t) = I* P(t1,t-a)B(t-s, s)ds

(9)

(1 0 )
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q(z, ,x(t1 )) = x(t1 )-P(t1 ,t0)x(t )- f  f F(t1(t-s)B(t-s,s)ut (t)dt ds =
0 -hLf0+s 0

i=m i-M tli1i
£  P'(t1,t+hi-)Bi (t+bi)uł (t)dt- y  ' I F(t1,t+hi)Bi (t+hi)ut (t)dt
J ^  i L. O 4__   - 4. 'Li. 0i-0 t0-hi i=m+1 tQ-h^

(1 1)
Yiykorzystując zależności (5), (6), (8), (9), (10, oraz (11), po pro

stych przekształceniach równań (4) przyjmie postać następującą:

i=i V1
q(zt .scpt.,))» y j F(t1,t+hi)Bi (t+hi)u(t)dt+ 

*o

tn-hj

}1J S(t1 ,t)u (t)dt

i-m-1 1 fl j=i
y ^  I ( P(t1,t+h.j)B^(t+hi)+S(t1,t))u(t)dt
i-0 ■t1-hl+1 j-0

i-m-1 V » hil-tn-j. i p i

£  J (Gi (tv
i-o V h i+1

t) + S(t1,t)u(t)dt (1 2)

Macierz względnej sterowalności Y/(t0,t^) dla układu dynamicznego (1) 
definiuje się podobnie jak macierz sterowalności dla układu dynamicznego 
bez opóźnień w sterowaniu:

i-m-1 tl"hi
W(t (Gi (t1, t )+S (t1, t)) (G. (tn , t )+§(t1, t) )Tdt (13)

i-o tr bł+1

gdzie: symbol "T", oznacza transpozycję macierzy lub wektora.
Podobnie jak w formule (7), definiuje się następujące funkcje macie

rzowe

B(t)
B. (t) dla t €

i-0,1,2,...,M (14)
dla t >  t.

Dla uproszczenia zapisu wprowadza się następujące oznaczenia: 
i«D3“1

o(t1ft) = Z  Fit^t+hj^jBit+hj,) • (15)
i-0
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P(tv t) - Q(t1ft) + Ś(t1ft) (16)

Z założeń przyjętych dla macierzy A(t), B(t,s), oraz B^(t), (i«*0,1,..., 
M) wynika, że funkcja macierzowa P(t^,t) jest mierzalna i ograniczona 
ze względu na zmienną t w przedziale [^o»00)! oraz:

t
»(to.t-) » f P(t1,t)p(t1,t)Tdt

i
3. Warunki konieczne 1 wystarczające względnej sterowalnośei

Wykorzystując macierz względnej sterowalnośei W(tQ,t^), zdefiniowaną 
w paragrafie 2, można sformułować warunek konieczny i wystarczający względ
nej sterowalnośei układu dynamicznego (1), na przedziale [^.t-jJ.

Twierdzenie 1: Układ dynamiczny (1) jest względnie sterowalny na prze
dziale [tQ, t^J, wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi następująca relacja: 
rząd W(tQ,t^) a n.

Dowćd: Warunek wystarczający. Niech będzie dany dowolny stan zupełny 
z^ układu (1) w chwili tQ, oraz dowolny-wektor x.]6Rn. Wykażemy, że ste
rowanie u(t), dla 'te[t0,t^], zdefiniowane poniżej, przeprowadza układ
(1) ze stanu zupełnego zt do punktu x(t^) » .

u(t) - (Oi (t1,t) + S(t1, t ) ) V 1(t0,t1)q(at ,X1) (17)

dla te[t1-h;Ł+l,t.j-hi), oraz i=0,1,2,...,(m-1).

Macierz W”^(tQ,t^) istnieje, gdyż przy dowodzie warunku wystarczające
go zakłada się, że rząd W(tQ,t.j) = n. Podstawiając (17) do (4), oraz wyko
rzystując zależności (12) i (13) uzyskuje się poniższe równości:
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l-m-1 ^1~bi
F(t1,T+hl)Bl (t+hi)u(X)dt +

i-0 tJQ

• w"1(t0,t1)q(zt fXl)dt - x1_q(zt ,X1) + y
O O j

i=m-1
(GjL ("t »"t) +

+ Ś(t1,t))(^i (t1,t)+Ś(t1,t))Tdt . W"1(t0,t1)q(zt , X1) -
O

- x1-q(zt ,Xl)+W(ttj,t1)q(z1. ,Xl) - Xl

Stąd, sterowanie u(t) zdefiniowane relacją (17) przeprowadza układ (1)
ze stanu zupełnego z. do X.. Ponieważ z+ oraz X- były dobrane dowolnie, 

o o
więc zgodnie z definicją 2 względnej sterowalności, układ dynamiczny (1)
jest względnie sterowalny na przedziale |t0,t.|J. W ten sposób warunek wy
starczający został udowodniony.

Warunek konieczny: Dowód nie wprost. Załóżmy, że układ dynamiczny (1) 
jest względnie sterowalny na przedziale lecz rząd W(tQ,t^)< n.
Wówczas istnieje niezerowy wektor g 6 Rn, taki, że zachodzi równośó:

< g . w(t0, t 1 )g >  - gTw(t0, t 1 )g - 0 (1 8 )

Stąd otrzymuje się natychmiast następujące zależności:

i-m-1 t1fhi

i-m-1 tlibi
<(Gi(t1,t) +
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i=m-1 *l"hl
+ S(tv t))Tg, (Gi (t1,t) + S(t1,t))Tg>dt = z :  J || (Gi (t1,1:) +

i-o tr hi+1

+ S(t1,t)Tg||2 dt = O (19)

Ponieważ wektor g ć O, więc na mocy (19) prawdziwa jest równość: 

(Gi(t1,t)+ S(t1,t))Tg = O prawie wszędzie, dla t e jt^-h^+  ̂, t1~h^),

1=0,1,...,(m-1) (20)

Z założenia układ dynamiczny (1) jest względnie sterowalny na prze
dziale ft0,tj , a więc wybierając z^ , oraz x^, tak, aby zachodziło:
g(z ,x1) = g, otrzymuje się następującą zależność:

to
i=m-1 ł1 ~^i

(Gl (t1 ,t)+Ś(t1 ,t))u(t)dt
i=o t/-hi+1

Uwzględniając powyższą zależność, oraz równość (20) uzyskuje się rela
cję:

i=m-1 t1»hii=[n- i ! n j.
<g>g> = g^g = gT ( J (G^(t^,t)+ S(t^,t )u(t)dt)

i-0 t1-hi+1

i=m-1 ł1»hi
> J gT (Gl (t1,1)+S(t1,t))u(t)dt = O
i=o t1-hi+1

Z powyższych zależności wynika, że wektor g = O, co jest sprzeczne z 
założeniem, że g ć O. Zatem przypuszczenie, że rząd W(t ,t1)<n, było fał
szywe czyli rząd V/(tQ,t1) = n, co jednocześnie kończy dówód twierdzenia 
1 .

Wniosek-1: Jeżeli B(t,s) = O na zbiorze [tQ, tj x [~h,o] , to wówczas u- 
kład dynamiczny (1) jest względnie sterowalny na jt0>"*”1J » w'tećy * tylko 
wtedy gdy:
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Dowód i Y/niosek 1 wynika natychmiast z twierdzenia 1.
Wszystkie szczególne przypadki rozpatrywane w pracach ^5, 6, 7, 8̂  , mogą 
byó łatwo uzyskane z twierdzenia 1. lub też na mocy wniosku 1.

4. Sterowanie z minimalna energia

W przypadku, gdy układ dynamiczny (1) jest względnie sterowalny na 
przedziale [to»*-]]» to istnieje wówczas wiele różnych sterowań u(t), prze
prowadzających układ dynamiczny ze stanu zupełnego z. , do stanu chwilo-

o
wego x^. Problem sterowania z minimalną energią, polega na wyborze spo
śród tych sterowań takiego, które minimalizuje całkowitą energię sygnału 
sterującego, ożyli minimalizuje wartość następującego wskaźnika jakości:

J(u) = f ]| « (t )||R(t)dt (21)
*o

gdzie: R(t) jest p x p wymiarową ciągłą i symetryczną macierzą, która jest 
istotnie dodatnio określona dla t€jt0,t^j. Stąd macierz odwrotna R“^(t) 
istnieje dla wszystkich te|t0,t^J. Wprowadza się oznaczenia:

i=m-1 tl"hi
WR (to > V = X ]  / (Gi (t1,t)+Ś(tl,t))R"1 (t)(Gi (t1,t)+S(t1,t))Tdt(22)

i-0 tlJ-hi+1

ult) = R"1 (t)(Qi(t1,t)+S(t1,t))TW~1 (t0,t1)q(zto>xl) (23)

dla t e ^ - h l+1,t^-hi), oraz i=0,1,..., (m-1)

Twierdzenie 2: Załóżmy, że układ dynamiczny (1) jest względnie stero
walny na przedziale Niech u(t) będzie dowolnym sterowaniem prze
prowadzającym układ dynamiczny (1) ze stanu zupełnego z^ , do x^ oraz
niech if(t) będzie sterowaniem określonym relacją (23). W§wczas sterowanie 
u^t) przeprowadza układ dynamiczny (1) ze stanu zupełnego z^ do x ^  oraz 
zachodzi następująca nierówność:

1̂
/  M *|ji(t-)'d t> |  llu™ l l i ( t ) dt (24>
*0 o
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Ponadto minimalna wartość wskaźnika Jakości Jest dana wzorem następującym) }1
J(if) = J  ||u*(t'IJact)d-fc “ llq(zi;c,xi-llw“1 (t0, t 1 ) v25)

Dowćd: Sterowanie u*(t ) określone relacją (¿3) przeprowadza układ dyna
miczny (1) ze 3tanu zupełnego z*. do x1, co łatwo można sprawdzić w po
dobny sposćb, Jak w dowodzie warSnku wystarczającego twierdzenia 1. Pakt, 
że sterowania u(t) oraz u*(t) przeprowadzają układ dynamiczny (1) ze otanu 
zupełnego do , implikuje następującą równ'ośćj

o
i=n-1 *1»hi i=m-1 t1ehi
52 (Ol(t1,t)+S(t1, t))ü(t)dt= 22
1=0 t1-hi+1 i»0 ■t1-hi+1

) +

+ S(t1ft))u*(t)dt (26)

"iykorzystując zależność (26) uzyskuje się następującą równość: 
i=in-1 ''iTPi
i :  (Ĝ  (t^,t)+ S (t̂  , t ) ) (u (t )~ii*(t }dt, //-̂ )q (ẑ  » ^*0 (2 / )
1 V . OI »V; 1 Mi + l

Ma mocy'zależności (23) oraz własności iloczynu skalarnego uzyskuje
się

t-.i*ra-1 pl
^ I <  u(t)-u*(t), i?(t)>dt = I <u(t)-u*(t), i?(t)>dt » 0 (28)
1=3 tr hi+1 t.

Po prostych przekształceniach, z relacji (28) uzyskuje się nierówność: 

t1 t1
J||S(t)||2(t,dt>|||u*(t)||2(t)dt (29)

Stąd pierwsza część twierdzenia 2 została w ten sposób udowodniona.
Minimalną energię J(tr), odpowiadającą sterowaniu u*(t), wyznacza się 

podstawiając u*(t/ dane zależnością (23) do wskaźnika jakości (21), Stąd)
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I I /> J-

j(d*) = J ||.r1it)(Gi(t1,t) +
i*o t1-nl+l

i=m-1 V „ hi

“1
+ S(t1,t))AVfR (t0,t1)q(z1. ,x.,), R(t)R_1 (lUG^t.,.!} +

m-1
+ S(t.,,t)) WR (t0,t1)q(zt , ) i»dt (33)

Ponieważ macierz względnej cterowalności I(t ,t^) jest symetryczna, 
więc również macierz J33* symetryczna* Stąd na mocy podstawo
wych własności iloczynu skalarnego uzyskuje się następujące róvmcśćii

t«, j m t«, —h jlam—I 1 <* l
J(u*)

11 jam-1 1 1» iJ I! llH(-t)dt 0 y  . J  <q(zt^,x1), V:R1 (t0,t1 ). (Gi(T1 ,t; +
t0 i-0 t1-hi+1

+ S(t1,t))R“1 (t)(Gl (t1,t) + Ś(t1,t))T',VR (t0,t1)q(zt ,x1) >  dl

i-ffi-1 tl"hi 
,<q(zt >X1), W~1 (ł0,*1) X  J

i-o tr hi+1

+ S(t1 ,t))R"1 (t) . ( G ^ . t )  + Ś(t1 tt))Tdt V/R1 (t0 ,t1 )q(zto,x1 )>=

= < a-(zt 0’X1')’ WR1(t0»t l';q B̂f 0,X1/’>  = H«K«to.* i  IIw“1 (tfj, t 1)

W ten sposób twierdzenie 2 zostało udowodnione.
Twierdzenie 2 uogólnia rezultaty zamieszczone w pracach [4] oraz [ej.‘ 

na przypadek występowania rozłożonego opóźnienia w sterowaniu, iiależy pod
kreślić, że wartość minimalna wskaźnika jakości J(ii) zależy wyłącznie od
początkowego stanu zupełnego zŁ , oraz wartości końcowej .

“o
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5* Warunki konieczne i wystarczające absolutnej sterowalności

W niniejszym paragrafie zakłada się, że spełniona jest nierówność: 
tQ< t 1-h. Uzasadnione jest to tym, że w przeciwnym przypadku nie ma sensu 
mówić o absolutnej sterowalności. Twierdzenie 3 podane poniżej, pozwala 
na określanie absolutnej sterowalnośoi układu z rozłożonym opóźnieniem w 
sterowaniu, na podstawie sterowalnośoi układu bez opóźnień. Uogólnia ono 
rezultaty zawarte w pracach [6] oraz [8] na przypadek występowania rozło
żonego opóźnienia w sterowaniu układu dynamicznego.

Twierdzenie 3: Układ dynamiczny (1) jest absolutnie sterowalny na prze
dziale ['t0ł'ti]> (^o <t-]“h)ł wtedy i tylko wtedy, gdy liniowy niestacjo
narny układ dynamiczny bez opóźnień w sterowaniu, postaci:

Dowód: Ponieważ tQ<t^-h, więc na mocy (11), oraz (12) uzyskuje się:

Stąd, łatwo można wywnioskować, że układ dynamiczny (1) jest absolut
nie sterowalny na przedziale ftQ wtedy i tylko wtedy, gdy równość
(34) jest spełniona dla wszystkich stanów zupełnych zt , to znaczy, że 
istnieje sterowanie ueU, takie, że równość (34) jest0 spełniona dla do
wolnego, ale ustalonego z^ . Z drugiej strony, powyższe stwierdzenie jest

x(t) = A(t)x(t) + D(t)u(t) (31)

gdzie: D(t) = Gjjit.t) + S(t,t) (32)

jest sterowalny na przedziale [t0,t.j-h].

(33)

Podstawiając x(t^) »» O, oraz û. 
ność

t„-h

1
» O, jak w definicji 3, uzyskuje się rów-

o

(34)

równoważne sterowalności na przedziale [t0,t^-h] układu dynamicznego* po
staci (31), Tak więc twierdzenie zostało udowodnione.
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Wniosek 2: Układ dynamiczny (1) Jest absolutnie sterowalny na przedzia* 
la Ĵ-t0, -fĉ], wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi następująca relacja:

J>(t1,t)D(f)D(t)TP(t1,t)Tdt - n (35)

Dowód : wniosek Z jiesrt bezpośrednią konsekwenc ją twierdzenia 3.

6. Wnioski końcowe

W artykule rozpatrzono zagadnienia względnej i absolutnej sterowalnoś
oi liniowych niestacjonarnych układów dynamicznych ze stałymi skupionymi 
wielokrotnymi opóźnieniami w sterowaniu oraz z rozłożonymi opóźnieniami 
w sterowaniu. Wyprowadzono warunki konieczne i wystarczające względnej 
sterowalnośoi rozpatrywanych układów. Zagadnienie określania absolutnej 
sterowalności sprowadzono do problemu badania sterowalnośoi układu dyna- 
mioznego bez opóźnień w sterowaniu. Przedstawiono także problem, sterowa
nia z minimalną energią oraz podano analityczną postaó tego sterowania i 
wzór na odpowiadającą mt minimalną energię. Uzyskane wyniki są rozszerze
niem rezultatów zawartych w pracach [3, 4, 5, 6, 8].
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OTHOCHTEJIbHAH H ABCOJDOTHAH ynpABJIflKJOCTb CHCTiS: C 
3AHA3AIBAHHIM HO yilPABJIEHiiK'

? e 3 jo m e

B pafiore paooMoipeua otHocHieabHaui u aCcoaioTHaa ynpao.iAOKocrb jiuae.iHux 
HecłaąHOHapHtuc cHOie« so cpeaoTouemtHMH h pacnpe;;ejieHHUun aanao^KEaHaawH no 
ynpaDaeHH». OnpesejieHC Maipauy oTHOCHreJibKoił ynpaBJisewocTH aa a  othx o a c ta j i , ; 
h cifopMyjiHpoBano HeodxojtHMne k AociaioHHue ycjioBHH ciKOCHTejibHoit ynpab.-iae- 
mocth, IlpoAOTaBiCKo KpuiepHH aficojuoTHOft ynpaBaae«ocTH, KOTopue ipeCywi onpe- 
xeaeHaa ynpaBjweuocrH jinneliaoJł HecTauKOHapnofl ciicTeMU Ce3 3ana3AUBaHH.fi no 
ynpaBJieHKJo. B c ia ib e  pacoM aipaBaeica Toxe npoójieua onrnuaabHoro ynpaBneHH* 
c MKHHMajibHott OHeprneil. YHHTUBan Marpnny OTHOcnre/ibiioit ynpasaneMccTH npe;;- 
ciaBaeHo saxoH ynpaBaeHHa c HHiiHuaabHofi aHepraeK u onpeAeneHO 3HaaeHi:e miikh- 
MOEŁHCS SHeprH!!.

RELATIVE AND ABSOLUTE CONTROLLABILITY OP SYSTEMS 
WITH DELAYS IN THE CONTROL

S u m m a r y

Relative controllability and absolute controllability of linear time- 
varying systems with lumped and distributed delays in the control are con
sidered. The relative controllability matrix for these systems is defined, 
and necessary and sufficient conditions for relative controllability are 
derived. The Criterion for absolute controllability iB also formulated. 
This criterion rcguires the testing of controllability of some linear ti
me-varying system without delays in the control. This paper is also devo
ted to a 3tudy of minimal energy control. Using the relative controllabi
lity matrix of the system, the formula for minimal energy-control is gi
ven, and the minimum walue of the energy is also obtained. This paper ta
kes into consideration some previous results, concerning relative and ab
solute controllability of linear systems with lumped and distributet de
lays in the control.


