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Streszczenie: Przedstawiono zasadę działania i konstrukcję czuj
nika odległości z komorą wirową. Przeprowadzono optymalizację cha
rakterystyki statycznej czujnika metodami teorii zbiorów rozmytych 
i planowania eksperymentu. Zamieszczono porównanie wyników optyma
lizacji w uwagach i wnioskach końcowych.

1. Wstęp

Z badań przeprowadzonych przy projektowaniu elementów strumieniowych 
wynika, że empiryczne i nieliniowe równanie mechaniki płynów są mało uży
teczne w procesie projektowo-konstrukcyjnym. Tradycyjne projektowanie o- 
parte na metodzie "prób i błędów" [9] bazuje głównie na intuicji w uchwy
ceniu efektów, jakie dają kolejne zmienne konstrukcyjne. Analiza czujnika 
odległości jest też częściowo empiryczna [1 , 4], ponieważ właściwości trój
wymiarowego, ograniczonego i uwarstwionego przepływu wirowego są ciągle 
jeszcze mało znane.

W niniejszym artykule zaproponowano dwie metody optymalizacji: metodę
opartą na teorii zbiorów rozmytych [10, 11, 12] oraz optymalizację staty
styczną [3, 7] i porównano wyniki tych metod.

2. Konstrukcja i zasada działania czujnika

Konstrukcję i charakterystykę statyczną czujnika [2 , 5] przedstawiono 
na rys. 1, gdzie oznaczono: 1-styczne dysze zasilającej 2-komora wirowa; 
3-kanał odbiorczy; 4-otwór wyjściowy komory; 5-korpus; 6-przysłona. Powie
trze podawane do czterech dysz zostaje zawirowane w komorze, którą opusz
cza iprzez otwór wyjściowy z dużą prędkością obrotową. Ze zmianą odległoś
ci y przysłony od czujnika, zmienia się rozkład prędkości w obszarze wi
rowego przepływu powodując zmianę ciśnienia wyjściowego w kanale od
biorczym. Charakterystyka statyczna (rys. 1) posiada dwa odcinki-liniowej 
punkt A charakterystyki odpowiada odległości y równej średnicy otworu 
wyjściowego Ug. Z przeprowadzonych badań eksperymentalnych [2, 5] wyni
ka, że powiększanie średnicy komory wirowej Û  czujnika powoduje zwięk
szenie zakresu pomiarowego i wzrost ciśnienia jyyjściowego czujnika. Ze
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Pwyj [N/rrf]

y{ mm)

Rys. 1. Konstrukcja i charakterystyka statyczna czujnika

wzrostem średnicy U2 rośnie zakres pomiarowy, lecz zmniejsza się czu
łość. Dla typowych [6] rozwiązań komór wirowych U1 = (1,5-2) U,,. 

Podstawowymi parametrami czujnika są:
U1 - średnica komory wirowej [mm],
b'2 - średnica otworu wyjściowego [mm],
U3 - wysokość komory wirowej [mm], *

- średnica dysz sterujących [mm],
- liczba dysz sterujących,

Ug - średnica kanału odbiorczego [mm],
Vj - grubość ścianki [mm],
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Ug - ¡średnica podtoczenia [mm],
Un - ciśnienie zasilania [N/m2] .J9
Biorąc pod uwagę powyższe parametry, jak również wymagania i ogranicze

nia [2, 5], należy znaleźć optymalne wartości zmiennych, dla których cha
rakterystyka posiada duży zakres pomiarowy i dużą czułość.

3, Problem optymalizacji w świetle teorii zbiorów rozmytych

3.1, Sformułowanie problemu

Wykorzystując pojęcie zbioru rozmytego wprowadzonego przez L.A. Zadeha 
w 1965 roku [11] można uzyskać stosunkowo proste rozwiązanie zagadnienia 
optymalizacyjnego.

Zbiorem rozmytym A, będącym podzbiorem zbioru (przestrzeni) U = [ul 
jest zbiór scharakteryzowany przez tzw. funkcje przynależności u.*U—f0.1l. 
tj. funkcję która każdemu elementowi ueU przyporządkowuje liczbę^ (u) 
z przedziału [0,1], Biorąc pod uwagę fakt, że na parametry konstrukcyjne 
w ogólnym przypadku mogą być “narzucone" wymagania i ograniczenia, często 
musimy wybierać tzw. rozwiązanie kompromisowe.

Załóżmy, że w przestrzeni możliwych rozwiązań są zadane wymagania i o- 
graniczenia w postaci różnych funkcji przynależności £12]. Obecnie podamy 
zasadnicze twierdzenie (dowód tego twierdzenia można znaleźć w pracy [10]), 
w oparciu o które można sformułować warunek optymalizacji dotyczący sepa
racji dwóch zbiorów wypukłych.

Twierdzenie* Niech A i B będą ograniczonymi wypukłymi zbiorami w prze
strzeni E11 z maksymalnymi stopniami przynależności = sup (u) oraz
Mb = aup^iB(u) i niech U będzie maksymalnym stopniem przynależności, dla
przekroju AAB (M = supjmin[fiA(u), ̂ B(u)][ )» wtedy tzw. stopień separacji 
wyraża się zależnością* '

D ** 1 - M (1)

Biorąc pod uwagę, że rozwiązanie D jest rozmytym zbiorem traktowanym 
jako przekrój zadanych Wr - wymagań i Gs - ograniczeń, czyli*

R a Y/1n’,Y2n,...,n’,7rnG1nG2n,...,nG8 (2 )
>

można dla funkcji przynależności napisać zależność*
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Zauważmy, że w ogólnym przypadku R j est rozmytym rozwiązaniem z funk
cją przynależności fip(u), gdzie: u jest elementem przestrzeni U. Niech 
teraz Z będzie zbiorem tych punktów w U, w których funkcja osiąga mak
symalną wartość (oczywiście jeśli ona istnieje), wtedy nierozmyty pod
zbiór R11 w R określony warunkami:

¿i r H( u )
sup p-R(u) dla u 6 Z 

U (4 )
O dla pozostałych u

Mbędziemy nazywa’ó optymalnym rozwiązaniem, a każde u ze zbioru R maksy
malizującym rozwiązaniem. Innymi słowy, maksymalizujące rozwiązanie jest 
to wybór takich ueU, które maksymalizują funkcję ¿J-R(u).

Należy tutaj zaznaczyć, że dostatecznym warunkiem jednoznaczności mak
symalizującego rozwiązania, jest silna wypukłość zbioru R oraz istnienie 
jednomodalnej funkcji przynależności [10, 12]. Takie funkcje, zarówno dla 
wymagań jak i ograniczeń można przykładowo ująć w postaci:

¡“w . G ^  “ [l+a(u-b)m] (5)

gdzie: a - liczba dodatnia, b - liczba rzeczywista, m - liczba parzysta 
(dodatnia lub ujemna).

Liczby te należy tak dobrać, aby oddać w przybliżeniu sens "przynależ
ności". Jeśli nie wszystkie funkcje przynależności dla ograniczeń i wyma
gań mają jednakową ważność, można stosować współczynniki wagi [12].

Dotychczas rozwiązania dotyczyły przypadku, kiedy wymagania i ograni
czenia są rozmytymi zbiorami w jednej przestrzeni U. Ważnym z praktyczne
go punktu widzenia jest przypadek, kiedy wymagania i ograniczenia są 
zbiorami rozmytymi w różnych przestrzeniach U i V. Przyjmując, że f jest 
przekształceniem U w V, załóżmy że wymagania są zadane jako rozmyte zbio
ry Ŵ , W2,...,Wa w V, a ograniczenia są rozmytymi zbiorami G.j, GR, • • •, G^w 
przestrzeni U. Mając rozmyty zbiór w V można znaleźć rozmyty zbiór W^ 
w U, który indukuje w V. Funkcja przynależności W.̂ dana jest równością:

fi (u) - (f (u}) (6)

Rozwiązanie R może być wyrażone iloczynem zbiorów W1, W2,...,Wn i G^,G2, 
♦**» m
Wykorzystując równość (6) można zapisać ¿xR(u) w postaci:

fxR(u) » (u))A »•*•« (u) A » (7)

Zauważmy, że przypadek kiedy rozmyte zbiory są zadane w różnych przestrze
niach, może być sprowadzony do przypadku kiedy są one zadane w jednej 
przestrzeni.



3*2. Optymalizacja charakterystyki statycznej czujnika w oparciu o teo
rie zbiorów rozmytych

W charakterze ilustracji rozważań podanych w punkcie 3*1 rozpatrzono
zagadnienie optymalizacji charakterystyki statycznej czujnika przesunię
cia (opisanego w punkcie 2), przyjmując,, [2, 8] dwa najistotniejsze para
metry, tj. średnicę û  oraz Ug. Z uwagi na istniejące konstrukcje [2, 5], 
przyjęto zakres średnicy ug jako przedział od 5 do 8 [mm]. Własności komo
ry wirowej podane w punkcie 2, pozwalają przyjąć funkcje przynależności 
dla średnicy u2 w postaci (8):

P (u2 ' = 1+1,778 (tlg-6, 5 )4 (8)

Biorąc pod uwagę zależności między średnicami û  i u2 w formie*

u1 = (1,5 - 2) u2 (9)

lub ogólniej
û  = a u2 (10)

przy czym dla parametru a również przyjmiemy funkcję przynależności w po
staci s

<Ua =» ------  T (11)a 1+16(a-2)4
wtedy funkcje przynależności dla średnicy û  można określić przez zależ
ność*

u(u1 ) = jx(2 Ug) (12)

Funkcje przynależności przedstawione zależnościami (8), (11) i (12) zosta
ły zilustrowane na rys. 2.
Rozwiązanie przyjmuje się w postaci*

iUr (u2 ) = ¿t(ug) A ,u{2ug)  A ^ a (1 3 )

Z rys. 2 wynika*

a  ̂ 04)R UgC Z
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dla* Ug = 6,5 [mm],
u.j = 2 Ug = 13 f™]*
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Zauważmy, że zależność (9) przy przyjęciu zakresu średnic u2 determinu
je zakres średnic u1, przy czym maksymalne rozwiązanie zostało uzyskane 
dla parametru a=2 z uwagi na postać przyjętej funkcji przynależności dla 
tego parametru.

Uzyskane rozwiązanie optymalne (û  ■ 13, Ug ■ 6,5) należy traktować o- 
cz:wiście jako przybliżone.

Rozwiązanie uzyskane tą metodą może mieć większą wagę jeśli wziąć dużą 
liczbę parametrów konstrukcyjnych, jak również odpowiednią ilość wymagań 
i ograniczeń.
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4* Optymalizacja charakterystyki statycznej czujnika metoda planowania 
eksperymentu

Rozpatrywany czujnik można przedstawić jako obiekt (rys. 3)opisany cha
rakterystyką (14a), gdzie: u;j ,u2,... ,ug - wejścia obiektu, z - niemierzal
ne zakłócenie.

y = f(u1,u2,...,ug,z) (14a)

«i

Rys. 3, Model obiektu 
Założenia:

Postać funkcji (14a) jest nieznana, lecz 
wartość tej funkcji może być oszacowana za 
pomocą odpowiedniego eksperymentu w wybra
nych punktach.

a) nieznaną nieliniową charakterystykę można lokalnie aproksymować za 
pomocą funkcji regresji o postaci:

y - aQ + arUl +...+ a^+a.,.,^ +...+ . ,+a^

* un-1 * un (15)

gdzie:
a0? a-i •' * •»an«ai1»' ’ *,ann’a12’ * * * ,an-1 ,n “ sta*e współczynniki

b) zmienne losowe są niezależne, posiadają jednakową wariancję 6 ̂  i 
rozkłady tych zmiennych są normalne.

Metoda planowania eksperymentu [3,7] służy do wyznaczania takich war
tości zmiennych konstrukcyjnych przy których funkcja (15) osiąga maksi-

4*1• Dobór postaci funkcji regresji

Postać funkcji regresji jest decydującą sprawą w planowaniu eksperymen
tu optymalizacji. Równanie regresji poprawnie opisuje obiekt (czujnik), 
gdy uwzględnia jak najwięcej zmiennych konstrukcyjnych. Ponieważ wielka 
ilość zmiennych komplikuje postać równania regresji oraz zwiększa liczbę 
badań, a tym samym koszt i czas eksperymentu, na podstawie posiadanej wie
dzy o czujniku wybiera się zmienne najistotniejsze [3].

Opierając się na pracach [1, 2, 4, 6] i analizie wstępnej czujnika [5] 
wybrano następujące parametry jako zmienne konstrukcyjne: u^, u2- Pozosta
łe, mniej istotne przyjęto jako stałe, biorąc pod uwagę wymagania i ogra
niczenia stawiane konstrukcji [2, 5] • Założono, że nieznaną charakterysty
kę można aproksymować lokalnie w otoczeniu punktu początkowego u°, u2 za 
pomocą funkcji regresji o postaci:
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a 2 2y *» aQ + a^u1 + a2u2 + Biiu-| + B12U1U2 + a22u2

Opis charakterystyki (14a) za pomocą funkcji (16) jest adekwatny [8] we 
wszystkich badanych obszarach.

4.2. Wybór typu planowania

Kryterium wyboru planu jest uzależnione od celu badań [3, 7]. W naszym 
przypadku użyteczne są plany, które możliwie dokładnie i oszczędnie reali
zują zadanie oszacowania gradientu funkcji (16). Dla rozpatrywanego przez 
nas zadania przyjęto planowanie kompozycyjne [3].

4.3. Optymalizacja

Jako kryterium optymalizacji przyjęto [2] odległość od przysłony y, 
przy której ciśnienie wyjściowe zmniejszy się do wartości 5000^N/m2]. Ce
lem optymalizacji jest znalezienie maksimum funkcji (16) w obszarze o o- 
graniczeniach«

12 mm^ U.| ^15 mm} 5 mm ̂  U2 ¿i 8 mm (17)

Wartości zmiennych u^f u2, wariantowano co 0,25 mm.

U?

v
o

O  DOŚWIADCZENI* DZIEW1ĘCIOPUNKTOWE 

 OBSZAR OGRANICZI Ń

</-*-------1-------1------ 1---- W-U,12 U 1* 15 1

Rys. 4. Kolejno uzyskane wyniki
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Pierwsze dziewięć pomiarćw przeprowadzono w otoczeniu wybranego [8]
punktu początkowego u° = 14,5» Ug » 7 ,5-
Punkty te przedstawiono na rys. 4« Celem uproszczenia obliczeń wprowadzo
no nowe zmienne ŵ , Wgj

w1 = 4 (u1 - 14,5)} w2 » 4(.u2 - 7,5) (18)

Wielomian aproksymujący rozważaną "powierzchnię odpowiedzi" przyjmuje po
stać!

y = aQ + a1w1 + a2Wg + + a12 w.,Wg + aggW^ (1 9 )

Oszacowano współczynniki regresji a = (aQ, a^,...,a22) rozważają model li
niowy:

y = b1x1 + bgXg +...+ bgXg (20)

gdzieś

2 2 
X.j a 1 , Xg  =* , X^ =* W2, » w1# X 5 a x6 s  w2*

oraz
^1 " ao’ ^2 “ ** a2 2*

Macierz X planu eksperymentu przyjmuje postaćs

1 1 1 1 1 1 1 1

-4 0 -1 0 1 -1 0 1

1 1 0 0 0 - 1 -1 -1

1 0 1 0 1 1 0 1

-1 0 0 0 0 1 0 -1

1 1 0 0 0 1 1 1
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Z kolejnych obliczeń otrzymano (22), (23), (24)-

B a Ł I 1 a

9 0 0 6 0 6
0 6 0 0 0 0
0 0 6 0 0 0
6 0 0 6 0 4
0 0 0 0 4 0
6 0 0 4 0 6

(2 2 )

B"1.Xa

B-1

0

0
1 
?

1'7

17
0

o

Ö

o

o

0
1 7
o

o

o

1
'7
o

0
1 
?
o

o

1
J

1 2 1 2 5 2 1 2 1
"9 9 "7 7 9 7 "7 7 "7

1 1 i 1 1 1”7 0 7 ~7 0 7 '7 . 0 7
1 1 1 1 1 17 7 7 0 0 0 _7 '7 '7
1 2 1 1 2 1 1 2 1
7 "7 Z 7 ~Z Z Z “7 7
1

"4 0 1T 0 0 0 1
T 0 1" Ï

1 1 1 2 2 2 1 1 17 7 7 “7 '7 - 7 7 Z 7

(23)

(24)
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Z pierwszego dziewięciopunktowego doświadczenia otrzymano*

7 -

2,8

2,6

2.5
2.9
2.7
2.6 
3,0
2.9
2.8

(25)

Współczynniki aQ,a^,•..,a22 Równania (19) wyznaczono na podstawie o- 
gólnego wzoru analizy regresji*

(26)

2,73310
- 0,13332
- 0,13332 
0,01593

- 0,02500 
0,03325

Otrzymano równanie powierzchni regresji*

y(w1,w2 ) -  2,7331 -0 ,13332w 1-0 ,13332W2 + 0,01593*^ -

-0 ,t)25  w^Wg + 0,03325 w |

W celu oszacowania wariancji obliczono [8] wektory y =
9

oraz sumę kwadratów a ̂  ~ (ŷ  - y )̂̂ -
i»1

Następnie zweryfikowano hipotezę (28) o gradiencie funkcji regresji ob
liczając wartośó odpowiednich statystyk [sj.

(27)

aj  y  -  y,

H t a.j g &2 “ 0 (28)

Otrzymane wyniki wskazują, że gradient funkcji (27) jest "wysoce istot
ny". Wyznaczone wartości współczynników a1, a2 określają kierunek dal
szych poszukiwań. Nowym punktem początkowym jest punkt u°=14,25, u2=7,25
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(rys. 4). Kolejne doświadczenia wykonywano aż do momentu, gdy pomiary nie 
wykazywały powiększania optymalizowanej funkcji (kolejno uzyskane wyniki 
przedstawiono na rys. 4).
Punkt u.) » 13,75j u2 » 6,75, przyjęto jako centrum nowego doświadczenia 
dziewięciopunktowego (rys. 4). Wprowadzono nowe współrzędne w1, w2 i osza
cowano współczynniki równania regresji &t

Z weryfikacji hipotezy H* â  ■ a2 » 0 wynika [8], ¿e nie ma podstaw 
do jej odrzucenia. Oznacza to, że w procesie szukania maksimum osiągnęliś
my punkt stacjonarny "powierzchni odpowiedzi". W celu dokładniejszej ana
lizy zredukowano ją do postaci»

Oszacowano współczynniki regresji ^,...,^f22 (na podstawie wykona
nego doświadczenia) sprowadzając równanie (31) do postaci standardowej*

3,48887
-0,03333
0,03333 (29)
0,06656

0,05000
-0 ,03344

Otrzymaliśmy więc równanie powierzchni regresji*

y(w1 tw2 ) o 3 ,48887-0 ,03333 w1 + 0,03333w2 + 0,06656wij +

+ 0,05 w ^ 2 - 0,03344*2 (30)

y(w1w2)*» Vo + Tl1w| + y12w1w2 + tf22wi; (31)

y “ f,1x1 + h x2 ■+ h X3 + h XA (32 )

gdzie:

f*1 “ Ko h  ~ Jl1 f*3 = h i  h  * y 22
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Macierz X planu doświadczenia ma postać«

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 1 1 0 1 1 0 1

-1 0 1 0 0 0 1 0 -1

1 0 1 0 0 0 1 1 1

(33)

Wykonując analogiczne obliczenia otrzymano kolejno:

B, B“1, B"1X [8].

Oszacowaniem współczynników regresji jest:

T= (B-1 X)y-

3,48887
0,06656

0,05000
-0,03344

Mamy więc:

(34)

$(w^2) « 3,48887 + 0 ,06656wij + 0,050w.,w2 - 0,03344w2 (35)

Postać taka wynika stąd, że estymatory ń1 ,a2 macierzy B""1 nie są skore
lowane z żadnymi innymi' estymatorami aQ, a^, a12, a22- Dla oceny charak
teru osiągniętego punktu stacjonarnego (siodło, maksimumu) sprowadzono o- 
trzymane równanie (35) do postaci kanonicznej, obliczając wartości własne 
formy kwadratowej:

0 ,0 66 56 wij + 0,05 w^ 2 - 0,03344 w| 

Rozwiązując równanie (3 7) otrzymano wartości własne: .

= 0,07236; %z = - 0,03924 

0,006656 - % 0,02500

(36)

det
0,02500 -0,03344-/1

(37)

Otrzymaliśmy więc:

y^jtp) = 3,48887 + 0,07236^ _ 0,03924^ (38)
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Równanie (38) wskazuje, że osiągnięto punkt siodłowy "powierzchni od
powiedzi". Maksymalizując funkcję (38) przyjęto ij)2 = 0 i zwiększano ty 1 
w kierunku określonym przez wektor własny w2 = (-0,35161} 0,093614) war
tości własnej X^.

Ponieważ na wyznaczonym kierunku nie zaobserwowano znacznej poprawy op
tymalizowanej funkcji, wykonano następne doświadczenie dziewięciopunkto- 
we (rys. 4) w otoczeniu punktu û  = 13,5} w którym zaobserwowano najlep
szy wynik z dotychczas otrzymanych. Przeprowadzając analogiczne oblicze
nia [8] otrzymano równanie "powierzchni odpowiedzi" sprowadzone do posta
ci kanonicznej«

“ 3,62219 - 0,00427^ - 1,66452^ (39)

Z równania (39) wynika, że punkt stacjonarny û  =13,5} u2 = 6,75 jest 
punktem, w którym funkcja osiąga wartośó maksymalną y = 3,7 (rys. 4).

5« Uwagi i wnioski końcowe

Metody optymalizacji przedstawione w niniejszej pracy są szczególnie 
przydatne w przypadkaob, gdy nie istnieje dokładny model matematyczny ba
danego obiektu. Przedstawiona w pierwszej części metoda optymalizacji o- 
parta o teorię zbiorów rozmytych pozwala uzyskiwać dość szybko przybliżo
ne rozwiązanie optymalne. Rozwiązanie to może stanowić punkt wyjścia dla 
prezentowanej w drugiej części optymalizacji statystycznej. Metoda optyma
lizacji oparta o teorię zbiorów rozmytych w porównaniu dó innych metod po
zwala (wykorzystując maszynę cyfrową) przeanalizować znacznie więcej wa
riantów rozwiązać konstrukcji.

Metoda optymalizacji statystycznej (planowanie eksperymentu) jest meto
dą dokładniejszą, ale wymagającą znacznego nakładu kosztów i czasu. Nale
ży zwrócić uwagę na dość dużą zbieżność wyników pierwszej (û =13} u2=6,5) 
i drugiej (û =13,5} u2=6,75) metody. Zbieżność ta wynika z poprawnego, 
aczkolwiek arbitralnego przyjęcia funkcji przynależności dla wymagać i 
ograniczeć. Metoda optymalizacji oparta o teorię zbiorów rozmytych posia
da również duże znaczenie i pozwala stosunkowo szybko uzyskiwać rezultaty 
dla większej liczby parametrów konstrukcyjnych oraz większej ilości wyma
gać i ograniczeć dotyczących tych parametrów.
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B ciaibe. npeflcraBbJieH; npHHiytn. AeficiBHJi h KOHcipyKitna BHxpeBoro AaiHHKa 
paCCTOHHH«.

U p H B e A e H a  o n T H M H 3 a n n H  e r o  c i a i H H e c K o i i  x a p a K T e p a c i H K H  u eT O A aM H  i e o p H H  p a c -  
n j i H B H a m x  M H o a c e c iB  u  i e o p H H  m ia H H p o B a H H H  o K c n e p a u e H i o B .  B a a K Ju o v e H H B  n p a B o A -  
HTCH  H e K O IO p U e  p e 3 y A L i a i i i  0 IIT H M H 3 an H H .

OPTIMIZATION OF THE DESIGN OF THE VORTEX PROXIMITY SENSOR 

S u m m a r y
Optimization of the design of the vortex proximity sensor has been 

done by two different methods! the fuzzy sets and the experiment design 
techniques. The results have been compared and discussed below.


