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ANALIZA MATERIALOW PIEZOELEKTRYCZNYCH
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WPLYW KIERUNKU POLARYZACJI
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Streszczenie. W pracy zastosowano metode elementéw brzegowych (MEB) do
andlizy statycznych probleméw liniowe piezoelektrycznosci. Modelowano
piezoelektryczne materialy ceramiczne jako: jednorodne, dielektryczne, liniowo-
sprezyste i transwersalnie izotropowe. Rozwiazania fundamentalne MEB uzyskano
stosujac formalizm Stroha. Formalizm ten umozliwit rowniez okreslenie wptywu
orientacji oS polaryzacji piezoelektrykbw na rozwiazania zadan brzegowych
liniowe piezoelektrycznosci w uktadach dwuwymiarowych.

1. WSTEP

Materiaty piezoelektryczne generuja pole elektryczne, gdy sa odksztatcane i odksztalcaja
si¢ pod wplywem zadanego pola elektrycznego. To zjawisko jest szeroko wykorzystywane w
wielu nowoczesnych urzadzeniach, na przyktad w sensorach, elementach wykonawczych
mechatroniki, uktadach mikroelektromechanicznych i przetwornikach. Analiza tych srodkow
technicznych wymaga rozwiazania rownan rézniczkowych czastkowych dla sprzezonych pol
mechanicznych i elektrycznych. W tej pracy zastosowano metode elementdéw brzegowych
(MEB) [1] do analizy statycznych probleméw liniowej piezoelektrycznosci. Materiat
piezoelektryczny jest modelowany jako: jednorodny, transwersalnie izotropowy, liniowo-
sprezysty i dielektryczny [3], [4]. Rozwiazania numeryczne MEB wymagaja znajomosci
rozwiazan fundamentalnych operatora liniowe piezoelektrycznosci. Rozwigzania maja
skomplikowana forme nawet dla modelu materiatu transwersalnie izotropowego. Aby uzyskaé
rozwiazania fundamentalne, w prezentowane pracy zastosowano formalizm Stroha [2], [5],
[7].

Sposréd wielu rodzajoéw piezoelektrykdw, w pracy ograniczono sie do analizy materiatow
ceramicznych. Ostatnim etapem procesu wytwarzania ceramiki piezoelektryczneg jest
nadawanie okreslonego kierunku polaryzacji. Kierunek polaryzacji ma duzy wplyw na
zachowanie sSi¢ materiatdow piezoelektrycznych. Przyktadowo, projektujac piezoelektryczny
aktuator liniowy, mozna stwierdzi¢, ze mata zmiana kierunku polaryzacji zmienia zatozone
pola przemieszczen. Z tego powodu wyznaczenie zaleznosci migdzy kierunkiem polaryzacji i
odpowiedzia uktadu wydaje si¢ by¢ waznym zadaniem. W ninigjszegj pracy powyzsza zaleznosé
jest badana numerycznie z wykorzystaniem MEB.

Formalizm Stroha to bardzo efektywne narzedzie stosowane w  zagadnieniach
anizotropowe teorii sprezystosci [7], rozszerzone i zastosowane w ninigjsze pracy dla
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liniowg piezoelektrycznosci [2], [5]. Orientacja oS polaryzacji jest uwzgledniona w
formalizmie Stroha. Wymaga on rozwiazania specjalnego problemu wiasnego ze wzgledu na
state materiatowe piezoelektryka. Dla przypadku zagadnien dwuwymiarowych te state to:
4 stale sprezystosci, 3 stale piezoelektrycznosci | 2 state przenikalnosci dielektryczng.
Wartosci i wektory wiasne, odpowiadajace tym stalym, sa specjalnie transformowane zgodnie
z kierunkiem osi polaryzacji.

W pracy beda prezentowane przyktady numeryczne, ktore pokaza, ze sformutowanie MEB
pozwaa na efektywna analize wplywu kierunku polaryzacji na odpowiedz ukladu, w
statycznych problemach liniowej piezoelektrycznosci.

2. SFORMULOWANIE MEB DLA LINIOWEJPIEZOELEKTRY CZNOSCI

Réwnania pdl sprzezonych liniowej piezoelektrycznosci, w przypadku statyki, maja postat
nastepujacych réwnan rézniczkowych czastkowych [4]:
Cijkluk,li + elijf it bj | (1)

€Uy - &f; =0
gdzie tensory Ciju, ew oraz & to odpowiednio tensory statych sprezystosci, statych
piezoelektrycznosci oraz stalych przenikalnosci dielektryczng, mierzong przy statym
odksztatceniu. Wektor przemieszczen oznaczono jako U, potencjat elektryczny jako o,
natomiast by to wektor sit objgtosciowych. W rownaniu elektrostatyki uktadu (1) pominigto
natgzenie  objetosciowe fadunku  elektrycznego, poniewaz ceramiczne materialy
piezoelektryczne, jako dielektryki, nie posiadaja wewngtrznych swobodnych tadunkéw
elektrycznych.
Aby otrzyma¢ klasyczne sformutowanie zadania brzegowego, uktad réwnan (1) mus zostat
uzupetniony o warunki brzegowe, zar6wno mechaniczne jak i elektryczne:
=t =t ;G u =0,
C;..__..CJ. d @
G:f=f;G :w=w
W powyzszych zaleznosciach t; oznacza wektor sit powierzchniowych, a w oznacza gestosé
tadunku powierzchniowego, 73, I, I, oraz I, oznaczaja, odpowiednio, fragmenty brzegu
gdzie sity powierzchniowe, przemieszczenia, potencjat oraz gestos¢ powierzchniowa tadunku
s dane. Zadanie gestosci powierzchniowej fadunku na fragmencie brzegu 7', jest rownowazne
z zadaniem warunku Neumanna na tym fragmencie brzegu [6].
Réwnania pol sprzgzonych (1) wraz z warunkami brzegowymi (2) tworza zagadnienie
brzegowe liniowej piezoelektrycznosci.
Powyzsze sformutowanie mozna zapisa¢ w znacznie wygodnigjszej formie, uzywajac
wielkosci uogdélnionych. W tym celu wprowadzono nastepujace wektory:
1u.U 150 b

s

Uy :Tf [\;; T, :%W[\;’ B, :%O[\;, (©)

gdzie Uk, T; i B; to odpowiednio wektory uogélnionych przemieszczen, sit
powierzchniowych oraz sit objgtosciowych.
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Uzywajac uogolnionych przemieszczen oraz uogoélnionych sit objetosciowych réwnania poél
sprzgzonych mozna przedstawi¢ w formie operatorowsy:
LJKUK =" BJ’ (4)

gdzie L i to eiptyczny operator rézniczkowy liniowej piezoelektrycznosci.

W ninigiszym sformutowaniu liniowej piezoelektrycznosci (rownania konstytutywne
Voigta), dla modelu materiatu transwersalnie izotropowego, w przypadku dwuwymiarowym,
operator Ly jest dany jako:

@11“11 + C33ﬂ22 (C12 +Cy )ﬂlz (621 +E;5 )ﬂlz l;'
g Callu +Col €l e, 1, | (5)
sym - ellﬂll - ezzﬂzzé

Ly =

@ D

gdzie T; to operator rozniczkowania ze wzgledu na wspétrzedne, natomiast ¢, €; oraz e;j

to odpowiednio wartosci statych sprezystosci, piezoelektrycznosci oraz przenikalnosci
dielektryczng.

Majac dany model matematyczny, mozna przystapi¢ do zbudowania relacji wzajemnosci,
ktora jest wazna zaleznoscia metody elementow brzegowych. W tym celu wykorzystuje sie
metode odchytek wazonych oraz formuty Greena, ktére pozwalgja otrzymaé nastepujaca
zaleznos¢:

dLJKUKUMJ - LJKUMKUJ)dW: dUMJTJ - TMJUJ)jG’ (6)
w G

gdzie Uy, jest funkcja wagi, a Twy zalezy od pochodnych funkcji wagi. Symbol Q oznacza
obszar zaqmowany przez rozwazane ciato, modelowane jako piezoelektryk. W powyzszym
réwnaniu pominieto uogolnione sity objetosciowe.

Gdy jako funkcje wagi wybierze si¢ rozwiazanie fundamentalne operatora Ly oraz
przeprowadzi si¢ przejscie graniczne do brzegu, mozna otrzyma¢ brzegowe rownanie catkowe
w postaci:

CKJUJ +6-KJUJdG:dJKJTJdG’ (7)
G G

gdzie cx; to wspdiczynnik zalezny od ksztattu brzegu. Zgodnie z definicja, rozwiazanie
fundamentalne dane jest przez:
LJKU MK " dJM d, (8)

gdzie d;u to tensor izotropowy Kroneckera, ad oznacza dystrybucje Diraca. W brzegowym
réwnaniu catkowym wystepuje wielkos¢ Ty, ktora zalezy takze od pochodnych rozwiazania

fundamentalnego:
T = CiaYmc, 9)

a tensor Ciy zawiera dstale sprezystosci, piezoelektrycznosci oraz przenikalnosci
dielektryczng. Wektor n; to jednostkowy wektor normalny, zewngtrzny do brzegu.

Aby rozwiaza¢ w sposob przyblizony brzegowe réwnania catkowe (7), zastosowano MEB.
W tg metodzie brzeg T jest dzielony na elementy brzegowe, a uogdélnione przemieszczenia i
sty powierzchniowe sa na nim aproksymowane za pomoca funkcji ksztattu. W prezentowanej
pracy, dla prostoty rozwazan, ograniczono si¢ do statych elementéw brzegowych.
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Stosujac  zdyskretyzowane brzegowe réwnanie catkowe do wszystkich weziow
brzegowych, mozna otrzymaé¢ nastepujacy uktad rownan algebraicznych liniowych:
HU =GT. (20

W (10) H oznacza macierz zalezna od pochodnych rozwiazania fundamentalnego, a G to
macierz zalezna od rozwiazania fundamentalnego. Wektory U i T zawiergja weztowe wartosci
uogolnionych przemieszczen i sit powierzchniowych na brzegu. Powyzszy ukiad réwnan jest
modyfikowany zgodnie z warunkami brzegowymi i rozwiazywany w celu wyznaczenia
poszukiwanych wielkosci brzegowych.

3. FORMALIZM STROHA
3.1 Podstawowe zaleznosci

Poniewaz materialy piezoelektryczne sa anizotropowe, stad rozwiazania fundamentalne sa
trudne do uzyskania i maja skomplikowana posta¢, nawet dla przypadku transwersalne
izotropii. W ninigjszg) pracy zastosowano, rozszerzony dla liniowe piezoelektrycznosci,
formalizm Stroha. Jest to znane i bardzo efektywne narzedzie matematyczne stosowane
dotychczas gtéwnie w ptaskich zagadnieniach anizotropowej teorii sprezystosci.

Zaktada Sie tutgj, ze pole uogolnionych przemieszczen mozna przedstawié jako [2], [5], [7]:

U =af (2), (12)

gdzie a jest nieznanym wektorem, a f(z) oznacza analityczna funkcje zmiennej zespolongj z,
ktora mozna przedstawic¢ jako:

Z=%+ X, (12)

gdzie x; i X sa wspbirzednymi na plaszczyznie, a p oznacza nieznana stata zespolona.
Uwzglednigjac zaleznosci (11) i (12) w roéwnaniach pél sprzezonych (4) mozna otrzymaé

nast¢pujace kwadratowe zagadnienie wiasne:
{Q+ p(R+R") + pZT}a:O, (13)

gdzie macierze Q, R oraz T zaleza tylko od statych materiatowych. Rownanie (13) moze
by¢ transformowane do postaci liniowego zagadnienia wiasnego.

Wiadomo, ze zagadnienie wiasne (13) w przypadku dwuwymiarowym dae 3 pary
zespolonych sprzezonych wartosci wiasnych oraz odpowiadajacych im wektoréw wiasnych.
Wielkosci te stuza do konstrukcji rozwiazan fundamentalnych oraz ich pochodnych, ktére maja
w tym wypadku postac:

-1_ &8 u
U :?Reéa AV In(z; - s5)
u

o \ (14
1_¢€s p,n - n u
T =—Reaa By, LB Vi@
eJ=1 Z;- 3 u

w powyzszych réwnaniach A oznacza macierz, ktorej kolumny zawieraja wektory wiasne
odpowiadajace wartosciom wiasnym z dodatnia czgscia urojona, B to macierz zalezna od A
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oraz macierzy zawiergjacych state materiatowe. Macierz V zalezy od macierz A i B. Zmienne
zespolone z; oraz s; dane s3 przez:

Z; =X TP X,

: 15

S; = Xf R, X(2) 1

gdzie x, oraz x; oznaczaja wspblrzedne punktu zrédiowego, a p; jest j-ta wartoscia

wlasna (z dodatnia czescia urojona) zagadnienia (13); n; oraz n, to skladowe wektora
normalnego do brzegu.

3.2 Wplyw kierunku polaryzacji

Wiasnosci materiatowe piezoelektrykdw sa okreslane w kierunku polaryzacji. Powyzsze
zadanie brzegowe sformutowano przy zatozeniu, ze kierunek polaryzacji jest rownoleglty do os
pionowej globalnego uktadu wspobirzednych. Piezoelektryki mozna polaryzowatc w roznych
kierunkach, ktérym odpowiadaja rézne uktady wspbirzednych, jak pokazano narys. 1:

A

* b X
2
X,
Polarization X,
direction
®
(6] X1

Rys.1. Transformacja uktadu wspétrzednych

Zagadnienie wiasne (13) w ukladzie os polaryzacji ma postac [7]:
Q+pR+R))+(p) T =0, (16)
Macierze w uktadzie obréconym mozna okreslic za pomoca macierzy obrotu Q i macierzy
okreslongl w pierwotnym uktadzie wspotrzednych Q(®):
Q =wQ(QW'
R =WR(QW , (17)
T =wr(Qw

Macierz obrotu wzgledem os prostopadiej do ptaszczyzny x;-x, ma postac:

@cosQ snQ Og
W=g snQ cosQ O (18)
g 0 0 1§
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Macierze zawiergjace stale materiatowe dla uktadu obréconego mozna otrzymac przez
transformacje macierzy okreslonych w uktadzie pierwotnym:

¢Q(Q) R(Q)u_écosQl snQl¥Q RikcosQl -snQld

&R(Q) TQH & snal cosl R TsnQl  cosql ¥ (19)

gdzie macierz | oznacza macierz jednostkowa o rozmiarze macierzy Q, Ri T.
Zagadnienie wiasne mozna wyrazi¢, w uktadzie obréconym, z wykorzystaniem (19) jako:

WQ(Q)+ p (RQ)+RT(Q)+(p' )’ T(QwWa =0, (20)

co prowadzi, po wykorzystaniu rownania na Q(®) z (19), do nastepujacego rownania:

I . a&&@&nQ+p cosQd Iy, 3®NQ+p c0sQo _f - .
! : = TyWa' =0. 21
+Q+gcosQ- p*sinQ_?ﬂ(R+R )+§cosQ- 0 SN0 )[; a =0 (21)

Poréwnujac ostatnie rownanie z rownaniem (13) mozna wyznaczy¢ wielkosci:
_snQ+p cosQ
~ cosQ- p'sinQ (22)
a=Wa’

Nalezy zauwazy¢, ze w rozwiazaniach fundamentalnych (14) wystepuja macierze A i B,
zawiergjace wektory wiasne. Macierze te rowniez transformuja Sie¢ jak wektory (tensory
pierwszego rzedu), poniewaz macierz obrotu Q jest ograniczona tylko do obrotu wzglgdem
0s prostopadig do ptaszczyzny x;-X, , a nie dla kazdgj transformacji ortogonanej [7]:

A=W A

: 23

B=WDB =

Uzywagjac formalizmu Stroha, okreslono wptyw kierunku polaryzacji (dla ktorego sa

okreslane wiasnosci materiatowe) na wartosci wiasne i wektory wiasne, ktére stuza do

konstrukcji rozwiazania fundamentalnego. Znajac wiasnosci w ukladzie osi polaryzaciji, mozna

je transformowat do dowolnego ukitadu obréconego o kat ®, za pomoca transformacji
wartosci wiasnych i wektoréw wiasnych formalizmu Stroha

4. PRZYKLAD NUMERY CZNY

Rozwazano tarczg o diugosci L= 1mm i wysokosci 2h=1mm, wykonana z materiatu PZT-4
[2], podparta i obcigzona jak narys. 2. Zatlozono naprezenia sciskajace o wartosci 6=5 MPa
oraz zadano potencjal na krawedziach pionowych o wartosci V,=1000 V. Na krawedziach
poziomych zadano warunek izolacji. Do dyskretyzacji brzegu tarczy uzyto 20 elementéw
brzegowych. Na rysunkach pokazano rozktad przemieszczen oraz wielkosci elektrycznych
przy uwzglednieniu katéw polaryzacji ®=0, 45, 90, 135
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Rys. 3. Zmiennos¢ a) przemieszczen w kierunku x, b) przemieszczen w kierunku vy,
C) potencjatu elektrycznego, d) gestosci powierzchniowej fadunku wzdtuz brzegu
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Latwo zauwazy¢, ze zmiana kata polaryzacji moze jakosciowo zmieni¢ pole wybrang
wielkosci fizyczngj, wynikajacej z rozwiazania prezentowanego zadania brzegowego.

5. PODSUMOWANIE

Prezentowane przyktady swiadcza o duze przydatnosci MEB do rozwiazywania zagadnien
brzegowych liniowe piezoelektrycznosci. Formalizm Stroha pozwala w prosty i skuteczny
sposob uwzgledni¢ wptyw kierunku polaryzacji na zachowanie si¢ analizowanych uktadow.
Dodatkowo formalizm ten umozliwia uzyskanie w zamknigtey formie rozwiazan
fundamentalnych, co przy zastosowaniu innych metod (transformacja Radona, transformacja
Fouriera, metoda szeregbw) nie zawsze jest mozliwe.

Praca finansowana ze srodkéw Ministerstwa Edukacji i Nauki w latach 2005-2006 jako
projekt badawczy nr 4 TO7A 051 28.
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THE BEM ANALYSIS OF PIEZOELECTRICS
INFLUENCE OF POLARIZATION DIRECTION

Summary. In this paper the boundary element method (BEM) is implemented to
solve the static problem of two — dimensional linear piezoelectricity. The
piezoelectric ceramic material is modelled as: homogenous, dielectric, linear elastic
and transversal isotropic. The BEM fundamental solution is obtained using the
Stroh formalism. The Stroh formalism allows to analyze efficiently influence of the
polarization direction in the static, two — dimensiona problems of linear
piezoelectricity.



