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METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH
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Streszczeniee. W pracy  przedstawiono  algorytm  obliczen  szybkig
wielobiegunowel  metody  elementdw  brzegowych  (SWMEB) dla
dwuwymiarowych zagadnien elastostatyki. Dla tradycyjneg MEB czas obliczen
i wymagana pamigé¢ sa wielkosciami rzedu N?, gdzie N jest liczba stopni swobody
uktadu. Dla SWMEB rzad tych wielkosci jest redukowany do O(N).
Przedstawiono przyktad numeryczny tarczy zdyskretyzowang duza liczba
elementow brzegowych. Zbadano wptyw liczby stopni swobody na doktadnos¢
obliczeh SWMEB. Poréwnano wymagana pamie¢ i czas obliczen za pomoca
tradycyjngg MEB i SWMEB.

1. WSTEP

Metoda elementow brzegowych (MEB) jest jedna z efektywnych metod numerycznych
stosowanych w analizie uktadébw mechanicznych [1]. Dla wielu zagadnien rozwigzanie
uzyskuje sie w wyniku dyskretyzacji jedynie brzegdw obszaréw. Andiza uktadéw o duze
liczbie stopni swobody za pomoca MEB moze jednak sta¢ si¢ nieekonomiczna (ze wzgledu
na czas obliczen) lub nawet niemozliwa (ze wzgledu na wymagana pamie¢ komputera).
W metodzie te liczba operacji oraz wymagana pamieé sa wielkosciami rzedu N, gdzie N
jest liczba stopni swobody uktadu. Redukcje czasu obliczen oraz pamigci mozna uzyskac
poprzez zastosowanie szybkiel metody wielobiegunowsy.

Szybka metoda wielobiegunowa [2] zostata wprowadzona do celéw wyznaczania stanéw
réwnowagi uktaddéw wielu ciat lub tadunkéw elektrycznych, oddziatujacych na siebie sitami
grawitacyjnymi lub sitami Coulomba. W metodzie tgl wykorzystuje sig¢ rozwini¢cie w szereg
Taylora sktadnikow potencjatdow pochodzacych od ciat potozonych w duzej odlegtosci od
punktu, dla ktérego wyznaczamy potencjal. Pozostate sktadniki potencjatow obliczane sa
w sposdb bezposredni.

W szybkiegj wielobiegunoweg MEB (SWMEB) rozwijane potencjaty maja posta¢ catek
brzegowych. W zaleznosci od zastosowanego algorytmu, pamigé oraz czas obliczen moga
by¢ rzedu NlogN Ilub N [4]. Metoda jest stosowana w andizie ukladéw
elektromagnetycznych, mechanicznych (mechanika uktadéw odksztatcalnych, mechanika
ptyndw, akustyka), w zagadnieniach przeptywu ciepta oraz w andizie pdl sprzgzonych
o0 rozng naturze fizyczne.
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W obszarze mechaniki uktadéw odksztatcalnych opracowane sa programy komputerowe
analizy uktadéw dwu- i trojwymiarowych, obciazonych statycznie [6, 7] i dynamicznie [5],
uktadéw z wieloma wtraceniami (takze z faza przejsciowa pomiedzy wtraceniem a 0Snowa)
[8] oraz uktaddw z wieloma pegknigciami [9].

Obszerny spis pozycji literaturowych dotyczacych wymienionych zastosowan SWMEB
mozna znaez¢ w [3].

2. PODSTAWY METODY ELEMENTOW BRZEGOWY CH

Rozpatrywane jest dwuwymiarowe, izotropowe cialo sprezyste, zajmujace obszar W
i ograniczone brzegiem G Na odpowiednich fragmentach brzegu zadane sa warunki
brzegowe w postaci przemieszczen i sit powierzchniowych. Podstawowym rownaniem MEB
jest tozsamos¢ Somigliany [1], ktéra przy zatozeniu braku sit objetosciowych ma postac:

C, (x)u; (%) + @ (% x)u; (x) dG(x) = ¢y, (X' x)t; (x) dG(x), (1)

G G

gdzie: Tjj i Ujj sa rozwiazaniami podstawowymi elastostatyki, zaleznymi od potozenia punktu
kolokacji x' 1 punktu catkowania X, tj i u; sa wektorami brzegowych sit powierzchniowych
i przemieszczen, a Cj jest macierza wspoiczynnikow zaleznych od potozenia punktu
kolokacji. Rozwiazania podstawowe dla dwuwymiarowego zagadnienia elastostatyki maja
postac:

1 é o rru
=——  _A3- =—-d. +— 2
U, &mﬁLn)éS 40m8r§%+r23’ 2
-1 jqreé 2rr. 0 nr.-nri
= 2 H1- n)d. Lo (1- on)—d iy 3
! 4p(1-n)r+ ng( )d; + r? g ( ) r IY) 3

gdziee mjest modutem Kirchhoffa, n - wspotczynnikiem Poissona, r — wektorem faczacym
punkt kolokacji z punktem calkowania, a n jest jednostkowym wektorem normalnym do
brzegu w punkcie catkowania.

Rozwiazanie numeryczne otrzymuje si¢ w wyniku podzialu brzegu na elementy.
Réwnania (1) stosuje si¢ dla punktdéw kolokagji, ktére sa weztami brzegowymi, co wiaze sig
z koniecznoscia wielokrotnego obliczania catek brzegowych. Uktad réwnan mozna zapisat
W postaci macierzowej

HU=GT, 4)

gdzie macierze H i G zaleza od rozwiazan podstawowych oraz sposobu interpolacji wielkosci
brzegowych. Sa one petne i niesymetryczne. Wektory U i T zawierga brzegowe
przemieszczenia i Sity powierzchniowe. Czas obliczen elementow macierzy uktadu réwnan
oraz pamieé niezbedna do ich przechowania sa wielkosciami rzedu N
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3. SZYBKA WIELOBIEGUNOWA METODA ELEMENTOW BRZEGOWY CH
3.1 Rozwinigcia catek brzegowych

Metody wielobiegunowe bazuja na rozwinigciu w szereg Taylora odpowiednich
potencjatdbw. W MEB potencjaly te okreslone sa catkami brzegowymi. Po prawej stronie
réwnania (1) wystepuje potencjal warstwy pojedynczej, natomiast po lewe stronie —
potencjal warstwy podwaojne).

Rozpatrzmy sktadnik potencjatu warstwy pojedynczel wynikaacy z catkowania po
fragmencie brzegu sktadajacym si¢ z elementow b, ktére naleza do grupy a (rys. 1):

la(x)=a M; (X, %)t, (x)dG(x). (5)
b G

B2
x? f
.‘.T
Im I

Re

Rys. 1. Punkt kolokacji i grupa elementow brzegowych

Dla grupy teg okresla si¢ punkt ¢, w otoczeniu ktérego rozwija sig¢ catke (5). Rozwinigcie ma
postac [7]:

1 (<) = (4 - 3) Regé_ f(y',k)Aa(k)§+Re§é £7(y k+1)a, (k)3

coNC

- Regé f(y',k+1)a;e(k)8+Regé f'™(y', k+1)a,, (k)ﬂ Regé f(y',k+1)a'2r;‘(k)8,
ek u ek u e k u

1, (X) = (40 - 3)ReSA f(y'K) A, (K)o ImEQ £ (y' k+1)a, (k)
e k u e k

cC

+ImSQ £ (y k+1)al (k)24 ReEY ™ (y k+1)a, (K)J- ReSA f (v k+1)al (k)1
e k u e k u ek u

W rozwini¢ciu wystepuja funkcje zalezne od wektoray':

iIn(y'), k=0,

fyh=l o

i(y') . k=12..,K, 7)
@y, k) =(y) “Rey',  FM(y,k)=(y) " Imy,

oraz wspbtczynniki zalezne od wektoréw y:

a, (K)=a ov',d6(x), *(k)=a ¢y*Reyt, dG(x),
b g, b g,

ar(k)=8 oyt Imyt, do(x), A, (k)=
b G,
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gdzie K jest liczba wyrazéw rozwiniecia. Anaogicznie tworzy sSie¢ rozwinigcie potencjatu
warstwy podwaojngl. Omawiane rozwiniecia nazywamy wielobiegunowymi. Sa one zbiezne,
gdy spetniony jest warunek:

1 1
y£§y- 9

Dla kazdego z punktéw kolokacji okresla si¢ obszary bliskie, od ktérych potencjaty obliczane
Sa W sposbdb bezposredni, oraz obszary odlegte, od ktérych potencjaty obliczane sa za pomoca
rozwiniecia. Jesli spetniony jest warunek (9), dana grupa elementdw lezy w obszarze
odlegtym. W przeciwnym wypadku — grupa lezy w obszarze bliskim.

Uwzglednigjac podziat obszaréw na bliskie i odlegte od punktow kolokacji mozemy
rownanie (4) zapisa¢ w postaci:

odl

[H]" U+{HU}* =[G]" T+{GT}™. (10)

Z rozwinieé otrzymuje Sie skladniki wektoréw {HT}°" i {GT}*®, pochodzace od obszaréw
odlegtych. Catki pochodzace od obszaréw bliskich umieszcza sig w macierzach [H]” i [G]”.
Sa to macierze rzadkie. W zaleznosci od geometrii ukladu maja strukture blokowa Iub
pasmowa. Czas obliczen elementéw macierzy oraz pamie¢ potrzebna do ich przechowania sa
rzedu N.

3.2 Grupowanie elementéw w obszarach

Okresla sig prostokat zawierajacy w catosci obszar W analizowanego ciata [2, 3, 6, 7].
Prostokat ten jest dzielony na cztery mnigjsze. Kazdy z nich jest dalgl dzielony do momentu,
gdy ngmnigjsze z prostokatow zawiergja liczbe elementow brzegowych nie wigksza, od
pewng ustalong liczby. Schemat podzialu zostat przedstawiony na rysunkach 2a i 2b.

a) b)
I
Poziom 0. Poziom 1. Poziom 2. Poziom 3.
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31 / '
X
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- \ 12 12 X/ 0ZzIom |1,
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Poziom 3

Rys. 2. Grupowanie elementéw: a), b) schemat podziatu, c) struktura drzewa
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Podzial zapisywany jest w postaci struktury drzewa (rys. 2c). Korzen drzewa (wezet na
poziomie 0.) stanowi ngjwickszy prostokat. Jego potomkami sa prostokaty (komaorki)
otrzymane w wyniku podzialu, zas on sam jest ich rodzicem. W ten sposob tworzone sa
kolgine wezly drzewa, lezace na coraz wyzszych poziomach. Wezly nie posiadajace
potomkOw nazywane sa lisémi. Kazdemu z weztéw drzewa przypisywany jest zbidr
wspotczynnikOw rozwiniecia.

3.3 Transformacje wspdtczynnikdw rozwinigcia

Wspotczynniki wielobiegunowe (8) oznaczymy ogolnie symbolem Aia(k). Funkcje (7)
rozwija si¢ w szereg Taylora w otoczeniu punktu ¢ okreslonego dla komérki zawiergjacej
punkt kolokacji. W ten sposdb tworzy si¢ rozwiniccie lokane o postaci podobnegj do
rozwinigcia (6), o wspotczynnikach Bia(K) [2, 3, 6, 8]. WspOtczynniki rozwinigcia lokalnego
mozna otrzyma¢ poprzez transformacje wspotczynnikow wielobiegunowych Aia(k) komorek
lezacych w obszarze odlegtym. Jest to transformacja W-L (od: ,,wielobiegunowy — lokalny™).

Na rysunku 3 przedstawiono komorke 1 wraz z potomkami 2+5. Rozwinigcia tworzy si¢
w otoczeniu punktdw ci:s. Zngjac wspotczynniki - wielobiegunowe potomkéw  mozna
wyznaczy¢ nowe wspoétczynniki dla rodzica, bez koniecznosci ponownego catkowania po
tych samych elementach. Jest to transformacja W-W (od: ,wielobiegunowy —
wielobiegunowy”) —rys. 3a.

Wspdtczynniki  lokalne komérek zawiergja elementy potencjatdw pochodzacych od
punktow catkowania lezacych w obszarach odlegtych od tych komorek. Wspotczynniki
lokane ich rodzicow zawiergja elementy potencjatdw pochodzacych od punktéw lezacych
w obszarach wigkszych i bardzigl odlegtych (rys. 4). Mozna je dodac do wspotczynnikow
potomkdw, uwzglednigjac przesuniecie punktow rozwiniecia. Jest to transformacja L-L (od:
»lokalny —lokalny”) —rys. 3b.

Kolginos¢ transformacji przedstawiono na rysunku 5. Wspdtczynniki wielobiegunowe sa
obliczane tylko dla lisci drzewa (pierwsze drzewo na rysunku). Zaktadamy, ze zawieraja one
stala liczbe elementéw. Dodatkowo catkowanie bezposrednie przeprowadza si¢ dla obszaréw
bliskich komoérkom bedacym lis¢mi drzewa (rys. 4). Liczba operacji catkowania
bezposredniego jest wigc w przyblizeniu proporcjonalna do liczby stopni swobody uktadu.

.

a) A, (k) b) B,/ (k) x
Afk) A,:(k) B,y(k) B(k)
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A, (k) A, (k) B, (k) B.s(k) i i i T4
Rys. 4. Obszary: X' — obszar
Rys. 3. Transformacje wspotczynnikow: z punktem kolokagcji, 1 — obszar
a) W-W, b) L-L rozwinigcia, 2 — obszar bliski, 3 —

rodzic, 4 — obszar rozwiniecia dla
rodzica
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Rys. 5. Kolginos¢ transformacji wspotczynnikow

4. PROGRAM KOMPUTEROWY SZY BKIEJWIELOBIEGUNOWEJMEB

Opracowano program komputerowy SWMEB do analizy dSatyczng tarcz
linlowosprezystych, wykorzystujacy kwadratowe elementy brzegowe. Schemat blokowy
programu przedstawiono na rysunku 6.

! ¥ Procgdura ite:racyjna

rozwiazywania ukladow

| Utworzenie modelu I [ X=-U,T “_ réwnan liniowych
* v typu AX=B
Y (np. GMRES)
Utworzenie struktury drzewa +
v | W-W, W-L, -1 |
Catkowanie bezposrednie
B bl
M), [G] XN
v v
I I I
[ X ] L HU)=(GT)~ (AX)=(B} |
| | |
v
]
[ x |
Y
Narunek Nie "
zakoficzenla proc. Pobranie szukanych

a7 spelnlony; wielkosci z wektora X

Tak

Rys. 6. Schemat blokowy programu SWMEB
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Do rozwigzywania uktadéw réwnan wykorzystano metode iteracyjna GMRES (ang.
Generalized Minimal Residual). Jako wektor startowy przyjmowano wektor zerowy.
Warunkiem zakonczenia iteracji bylo zmnigjszenie normy reszty tak, aby stosunek normy
w ostatnigj iteracji do normy w punkcie startowym wynosit 10°. W celu zminimalizowania
liczby iteracji poprawiano uwarunkowanie uktadu réwnan technika wykorzystujaca strukturg
drzewa, opisana w [6].

5. PRZYKLAD NUMERY CZNY

Analizowano tarcze kotowa, rozciagana w kierunku promieniowym sita powierzchniowa,
roztozona réwnomiernie na obwodzie tarczy (rys. 7). Przyjeto nastepujace parametry uktadu:
promien tarczy r = 10 m, modut Y ounga E = 2-10" Pa, liczba Poissona n = 0.3, wartos¢ sity
powierzchniowgj p=10°Pa Uklad zngdowal s w plaskim stanie naprezenia
Rozpatrywano rézne sposoby dyskretyzacji uktadu — dla liczby elementéw brzegowych od
500 do 4 000. Liczba stopni swobody uktadéw wynosita od 2 000 do 16 000. Wykorzystano
rozwiniecia potencjaldw w szereg Taylora o pieciu wyrazach. Dla najwigkszego z badanych
uktadéw rozwiazanie uzyskano w 10 iteracjach.

Badano warto$¢ przemieszczen promieniowych punktow lezacych na obwodzie tarczy.
Wyniki poréwnano z rozwigzaniem analitycznym i przedstawiono w tabeli 1.

Rysunek 8 przedstawia zaleznosci pamigci oraz czasu obliczen od liczby stopni swobody
uktadu.

Tabela 1. Rozwiazanie andityczne i wyniki SWMEB

Liczba | Rozwigzanie | Rozwigzanie Blad
stopni analityczne SWMEB W2 Iadn
swobody ur [m] ur [m] dledny
2000 3,49740° 0,09%
4000 3,49640° 0,13%
8000 3,540° 3,49440° 0,17%
12000 3,49340° 0,21%
16000 3,49240° 0,23%
a b
)140 . : ) ,
e -=-MEB 16l -=-MEB ] R R -~
1201 ; ——SWMEB| | ——SWMEB| | R
H = 5 5
@ 100r i I . 1 o 3k A SRS s e d
= & ' 2 | | A
. SQEnam ;r ....................................................... o 5 : p
QO — ; : /
<@ I o 5 a
£ BOf JIl ________________________________________________________ e 8f e s /, .............................
[\ 1 /2] g : /
B 1. N R Sea— S S : i
O 71| I T - L. S
0 i/ 1 I i I 0 i i i
0 4000 8000 12000 16000 0 4000 8000 12000 16000

Liczba stopni swobody Liczba stopni swobody

Rys. 8. Pamigc (@) i czas obliczen (b) dlaMEB i SWMEB
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6. WNIOSKI

Zastosowanie SWMEB pozwaa na znaczna redukcje czasu obliczen oraz pamicci dla
duzych uktadow, w poréwnaniu z tradycyjna MEB. W pracy analizowano uktady o liczbie
stopni swobody do 16 000. Dla ngjwickszego z badanych uktaddéw czas obliczen SWMEB
jest okoto czterokrotnie krotszy od czasu obliczen tradycyjna MEB. Juz dla uktadéw o 4 000
stopni swobody pamiec jest 0 rzad wielkosci mnigisza. Stosujac SWMEB mozna anaizowaé
wigksze uktady, ktorych andliza tradycyjna MEB bytaby niemozliwa z powodu ograniczenia
pami¢ci komputera.

Dla badanych ukladdéw uzyskano doktadnos¢ rzedu 0,1%. Btad ten rosnie wraz ze
wzrostem liczby stopni swobody ukladu. Jest to spowodowane zwigkszona liczba
przyblizonych obliczen (rozwinigc) dla wigkszych uktadow.
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FAST MULTIPOLE BOUNDARY ELEMENT METHOD
FOR TWO-DIMENSIONAL ELASTOSTATIC PROBLEMS

Summary. In the work, the fast multipole boundary element method (FMBEM)
algorithm for two-dimensional elastostatics is presented. The computation time
and the memory for the standard BEM are of order of N?, where N is the number
of degrees of freedom (DOF) of the structure. For the FMBEM the quarntities are
reduced to O(N). A numerical example of a plate discretized with many boundary
elements is presented. The dependence of accuracy on number of DOF is
investigated. The memory and the computation time for the standard BEM and
the FMBEM are compared.



