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Streszczenie. W pracy przedstawiono algorytm wyznaczania kierunkowych
wspotczynnikOw przewodzenia ciepta oraz ciepta wiasciwego jako funkdji
temperatury dla ortotropowych materiatdw statych. Dwuwymiarowy model
matematyczny nieustalonego przeptywu ciepta sformutowano na podstawie metody
objetosci kontrolowanych. Do optymalnego doboru warunkéw pomiarowych w
celu polepszenia doktadnosci wyznaczanych wielkosci zastosowano analize
wrazliwosci. Odwrotne wewngtrzne zagadnienia przewodzenia ciepta rozwiazano
metoda dynamiczneg estymacji sekwencyjnej. Przedstawiono przyktadowe wyniki
badan.

1. WSTEP

|dentyfikacja wiasciwosci termofizycznych materialow za pomoca rozwiazania odwrotnego
zagadnienia przewodzenia ciepta z uwzglednieniem mierzonych temperatur w wybranych punktach
badangj probki polega na poszukiwaniu w czasie jego rozwiazywania wartosci jednego lub kilku
wspbtczynnikéw  opisujacych wiasciwosci cieplne badanego materialu. Bazuja one czesto na
nieustalonym przeptywie ciepta w badang probce i ndeza do odwrotnych metod przewodzenia
ciepla Metody te, na podstawie odpowiedzi termiczng dokladnie okreslonego uktadu na zadane
wymuszenie cieplne, umozliwigia wyznaczanie rownoczesnie wiele parametréw cieplnych lub ich
gtéwnych sktadowych (dla materiatow ortotropowych), a nawet zaeznosci temperaturowych w
trakcie wykonywania jednego eksperymentu. Naezy jednak podkreslic, ze metody odwrotne
przewodzenia ciepla nie sa pozbawione wad, ktore igotnie wpltywga na ostateczny wynik
identyfikacji. Do wad tych nalezy zte uwarunkowanie zagadnien odwrotnych w sense istnienia
jednoznacznosci i stabilnosci rozwiazania. Dlatego przed rozwiazaniem zagadnienia odwrotnego dia
danych rzeczywistych nadezy wykona¢ andlize szeregu rozwiazan Symulowanych, aby
zaprojektowac optymalny eksperyment.

W pracy szczeg6lna uwage zwrdcono na rozwiazanie i andize zagadnienia symulowanego dlia
rownoczesng identyfikacji kierunkowych wspétczynnika przewodzenia ciepta i ciepta wiasciwego
ortotropowych materiatow statych. Andize taka wykonano dla nieustadlonego nagrzewania probki
na stanowisku pomiarowym. Do optymanego projektowania eksperymentu wykorzystano
wspdtczynniki - wrazliwosci  definiowane jako pochodne widkosci mierzonych  wzglegdem
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wyznaczanych parametréw. Andiza taka byta wymagana do otrzymania stabilnych i doktadnych
wynikow. Modd matematyczny sformutowano na podstawie metody bilansdw eementarnych,
nazywang metoda objetosci kontrolowanych. Jako wynik otrzymano dyskretny mode
matematyczny przeptywu cieptaw probce w postaci rdwnania macierzowego.

Symulowany wektor pomiarOw temperatury otrzymano z rozwiazania zagadnienia
bezposredniego dla zalozonych wartosci parametrow i zaktécony biatym szumem losowym o
rozktadzie normalnym. Wyniki eksperymentu wykorzystano jako dane wejsciowe do rozwiazania
odwrotnego zagadnienia wspoiczynnikowego nieustalonego przewodzenia ciepta. Przedstawiono
wybrane wyniki badan.

2. SFORMULOWANIE MODELU MATEMATYCZNEGO | ALGORYTMU

ROZWIAZANIA ZAGADNIENIA ODWROTNEGO

2.1. Sformutowanie modelu matematycznego

W pracy rozpatrzono cylindryczna probke wykonana z materiatu ortotropowego-rys.1.
|
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Rys. 1 Geometria analizowanego obszar probki
i opis warunkOw brzegowych:
l-gW/m2, 1I- ai tgt, IlI-izolagja, IV- (warunek symetrii)
Dwuwymiarowe zagadnienie przeptywu ciepta dla geometrii cylindryczneg opisano znanym
rownaniem rézniczkowym [3]:
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- dla powierzchni cylindryczne:
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Y ag-ty), 0£2£d (@)
l r=+R
- warunek symetrii:
iml, =0, 0£z£d 5)
reo I
- warunek poczatkowy:
t(zr,t =0)=t,, (r,2)1 (O,R)” (0,d) (6)
gdzie:
t - temperaturaw prébce,
tot - temperaturaotoczenia,
r,z - wspotrzedne przestrzenne (promieniowai osiowa),
t - czas,
[ - kierunkowe wspdétczynniki przewodzenia ciepta materiatu,
r - Qgestos¢ materiatu,
c - ciepto wiasciwe materiatu,
a - wspdtczynnik wnikania ciepta,
R,d - promieniowy i osiowy rozmiar probki.

2.2. Algorytm rozwiazania zagadnienia odwrotnego

| stota metody dynamicznej estymacji sekwencyjngl polega na sformutowaniu funkcji celu F
W nastepujacej postaci:
FOY\ Vi - Y)haa) = (9k+1/k - y)T G (9k+1/k - y) +a.,V 'a ., (7)
gdzie: y — rozszerzony wektor stanu,
Yk — estymaty rozszerzonego wektora stanu w predykcji z kroku k do k+1,
G — macierz kowariancji bteddw oceny wielkosci estymowanych,
V —macierz kowariancji bledow wielkosci mierzonych.
Dlawigkszosci materiatdw statych wspbtczynnik przewodzenia cieptal i ciepto wiasciwe ¢
przedstawiane sa w postaci wielomianu:
M M M

k k c
Le@)=& I, t™; 1,0=&1htM ct)= dcyt™ (8)
m=0 m=0 m=0

I sl zm:Cm - State wspot. identyfikowane metoda DES. Stad M=Mr+Mz+Mc. A rozszerzony
wektor stanu mozna zapisa¢ w postaci:
Y=t 1 el Vvl 0G0 vt T = VeV Vst Ynen] (@)
Wektor reprezentujacy bledy pomiarowe w kroku k+1 ma postac:
Ayis Wit = Vi (10)

gdzie W wektor wielkosci mierzonych w kroku czasowym k+1.
Minimalizujac funkcje celu z uwzglednieniem wektora stanu (9) oraz wektora biedow
pomiarowych (10), algorytm estymacji zmiennych stanu dla czasu k+1 przyjmuje postac:

Vs ™ Vs M k+le+l' 9k+uk] (11)
gdzie wektor predykcji okreslony jest rownaniem: Y., =W, (V) (12)
Natomiast macierz wagowa M k+1 zapisa¢ moznaw postaci:
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M k+1 = Gk+1‘] lI+1(yk )V (13)

gdzie J nazywana jest macierza czutosci. Uwzglednigjac macierz kowariancji btedow predykciji

G,.« macierz kowariancji bledow estymacji wektora stanu mozna zapisa¢ zaleznoscia:
_ -1
Gy = [N ke T Gkil/k] (14
gdzie macierz N+ 1 uwzglednia wptyw btedow pomiarowych z kroku czasowego k na macierz
kowariancji btedow estymacji w kroku k+1.

3. PRZYKLADOWE WYNIKI BADAN

Jak wspomniano wczesnigj, zagadnienia odwrotne naleza do zagadnien Zle
uwarunkowanych w sensie istnienia jednoznacznosci i stabilnosci rozwiazania. Ogolnie
mbwiac, nie maja one uniwersalnego rozwiazania, gdyz otrzymane rozwiazania sa bardzo czute
na bledy wielkosci wejsciowych, ktére najczescigy pochodza z pomiaréw. Dlatego przed
rozwiazaniem zagadnienia rzeczywistego powinno by¢ analizowane zagadnienie symulowane.
Analiza taka, powinna obgjmowa¢ badanie wpltywu réznych czynnikdw okreslajacych warunki
przeprowadzenia eksperymentu (np. potozenie i liczbe termopar itp.) i umozliwi¢ ich
optymalizacje.

W pracy analizg taka wykonano za pomoca wspotczynnikdw wrazliwosci Z;; definiujac je
jako pochodne temperatury w punktach pomiarowych wzgledem wyznaczanych parametréw
termofizycznych badanego materiatu, tzn:

Al
fp;
gdzie p jest wektorem wyznaczanych parametrow. Do rozwiazania zagadnienia
bezposredniego oraz analizy wrazliwosci przyjeto materiat probek o gestosci r =1180 kg/nr’.
Probki wykonane byly w ksztalcie cylindrow o srednicy d = 71,9 mm i wysokosci d = 12,45
mm. Gestos¢ strumienia ciepta doptywajaca do pojedynczej probki na powierzchni | przyjeto
§ =591 W/nm’. Wspblezynnik wnikania ciepta na cylindrycznej powierzchni probki |1 przyjeto
5 W/mPK i temperature otoczenia 21.5 °C. Dla testéw numerycznych zatozono nastgpujace
zaleznosci parametrow termofizycznych w funkcji temperatury:
I () =1g, +1q,t=0182+0,005t

Zi,j = P (15)

| ,(t) =10+t =0162+0,002t (16)

C=cCqy + ¢t =1500+ 5t
W tym przypadku ilos¢ identyfikowanych parametréw M = 6, a parametrami tymi sa
wspbtczynniki: | or, |1y, 1oz | 12, Co, C1. W eksperymencie numerycznym otrzymany rozktad
temperatury z rozwiazania zagadnienia bezposredniego zaburzano wg zaleznosci:
t2 =™ +n(1- ) (17)
gdzie:
t*° - temperatura otrzymanaw wyniku zaburzenia,

nzab
ti

- temperatura otrzymana z rozwiazania zagadnienia bezposredniego,
n - zalozony maksymalny btad pomiaru,
X - liczbalosowa z zakresu [0;1].
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Na rys. 2 przedstawiono z rozwiazania zagadnienia bezposredniego i zaburzone bigdem
n=2 K zmiany temperatury powierzchni probek w funkcji czasu, wyniki przyktadowej analizy
wrazliwosci przedstawiono na rysunkach (3-8) oraz wyniki estymacji pokazano w tabeli 1.
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Rys. 2. Rozkiad temperatury w funkcji czasu Rys. 3. Rozkltad wspdiczynnika wrazliwosci
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Rys. 6. Rozktad wspGtczynnika wrazliwosci  Rys. 7. Rozktad wspdtczynnika wrazliwosci
Z,  temperatur t; i tis W funkcji czasu ZCpo temperatur t; i ty, w funkcji czasu
0,00 ‘ ‘ ‘ Jako poczatkowe wartosci do estymagji przyjeto
g -0,20 1000 2000 3000  4Q00 odpowiednio:l ¢=0.1W/(mK), | 3,=0.003W/(mK),
NN soeac] 1 =008 W mK), | ,=0.001 WI(TK), c;=2500
d N J(kgK) oraz ¢;=10 J(kgK). Prawdziwe wartosci
i 0,60 \ e estymowanych wspéitczynnikéw podano w réwnaniu
g 080 ~— | (16). Wartosci estymowanych wspdlczynnikdw wraz
§ -1,00 czasami ich estymadji oraz wartosciami odchylen
120 standardowych dla poszczegdlnych wspdtczynnikow
czas, s podano w tabeli 1.

Rys. 8. Rozktad wspdtczynnika wrazliwosci ZCpo temperatur t; i ti2 w funkcji czasu
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Tabela 1. Wyniki estymacji parametrow termofizycznych badane prébki

| or | o | o | 1, Co C1
Wart. parametru po estym. | 0.17998 | 0.004988| 0.16197 | 0.00201 | 1498.56 |5.01712
Czas estymacji, S 1780 1568 850 560 1000 1510
Odchylenie standardowe | 0.00381 | 0.00006 | 0.00451 | 0.00008 | 8.91 |0.18951

5. WNIOSKI | UWAGI KONCOWE

Na podstawie przedstawionych wynikbw badan (rys. 2-8 i tab.l) mozna stwierdzi¢, ze
zastosowanie metody DES do rozwiazywania odwrotnych wspdtczynnikowych zagadnien
przewodzenia ciepta umozliwia:

» jednoznacznie okreslanie ngbardzigj prawdopodobnych wartosci wyznaczanych parametrow,

* kontrolowanie na biezaco doktadnos¢, obliczen za pomoca eementow macierzy kowariandji,

* osunkowo szybka estymacje danego parametru przy odpowiednim doborze warunkow

pomiarowych.

Przeprowadzone badania pozwolity zauwazy¢, ze zwickszenie ilosci wyznaczanych parametrow
wymaga wydluzenia czasu pomiaru oraz wykonania ich bardzig darannie (z wicksza
dokiadnoscia).Wazna zaleta metody jest to, ze w przypadku osagniecia prawdziwe wartosci
estymowanego parametru wartos¢ ta nie zmieniaS¢ mimo dalg prowadzonego procesu estymagii.
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DETERMINATION OF THE THERMOPHY SICAL
CHARACTERISTICSOF THE SOLIDSBY MEANS
OF SOLUTION OF THE INVERSE HEAT CONDUCTION
PROBLEM AND MEASUREMENTSDATE

Summary. In the paper an algorithm of determining the directional coefficients
thermal conductivity and specific heat as a function of temperature for a ortotropic
solid materials has been presented. Two-dimensional mathematical model of the
transient heat conduction was formulated using control volume method. The sensi-
tivity analysis was carried out to the optimal selection of the measurement condi-
tions in consideration of accuracy of the determined quantities. The inverse heat
conduction problem has been solved by means of the dynamic sequential estimation
method. The exemplary results of study are presented.



