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Streszczenie. Praca dotyczy problemu drgan gictnych elementarnych uktaddw
belkowych poruszajacych si¢ obrotowym ruchem unoszenia Poszukuje si¢
rozwiazania za pomoca metody Galerkina, poprzez przyblizenie rozwigzania
szeregiem iloczynow funkcji wiasnych zmienngj przemieszczenia oraz zmiennej
czasu. Przedstawiono algorytm doboru funkcji wiasngj przemieszczenia belkowych
uktadéw swobodnych obracajacych sie wzgledem jednego ze swoich koncow oraz
algorytm doboru funkcji wilasngj przemieszczenia ukladdéw utwierdzonych,
umieszczonych na obrotowym stole.

1. WSTEP

W artykule rozwaza sie¢ problem drgajacych gietnie uktadow zngjdujacych si¢ w ruchu
unoszenia. Poddano analizie proste uklady belkowe i wyprowadzono funkcje wiasna
przemieszczenia, ktéra w dalszym etapie analizy dynamiczngj postuzy do wyznaczenia
podatnosci dynamiczne tych uktadow. Analiza uktaddéw belkowych w ruchu unoszenia nie
nalezy do prostych zagadnien, w zwiazku z czym podjcto Si¢ podstawowych zatozen
upraszczajacych. Gtowne zalozenia dotycza przyjecia rozwazanego ukladu jako ukiadu
liniowego oraz analizy ukladu w stanie ustalonym przy stalej predkosci katowse, czyli
predkosci ruchu gtéwnego traktowanej w ninigjszym opracowaniu jako predkos¢ unoszenia.
Anaizowane uktady obracaja Si¢ w jedne plaszczyznie globalnego uktadu wspotrzednych.
Zatozono, ze belki sa wykonane z jednorodnego sprezystego tworzywa o przekroju
symetrycznym, statym na catej dtugosci belki.

2. DOBOR FUNKCJ WEASNEJPRZEMIESZCZENIA BELKI
2.1. Warunki brzegowe belki svobodnej

Zalozono, ze na jeden z koncow belki (rys. 1) dziala harmoniczna sita poprzeczna
o jednostkowe amplitudzie, co jest zgodne z definicja podatnosci dynamicznej. Drugiemu

koncowi belki przypisano zerowy moment zginagjacy oraz zerowa Sit¢ poprzeczna. Uklad
warunkoéw brzegowych zapisano jako:
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Rys. 1. Schemat rozwazangj belki swobodne)

2.2. Warunki brzegowe belki utwierdzong na obrotowym stole
Na swobodny koniec belki (rys. 2) dziala sita o jednostkowe amplitudzie, natomiast

przemieszczenie w miejscu zamocowania jest rowne zeru, z kolei momenty zgingjace, zarowno
w punkcie podparciajak i na swobodnym koncu belki, sa tez rowne zeru.
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Rys. 2. Schemat rozwazanej belki utwierdzonej
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Warunki brzegowe cechuje wigc nastepujacy ukiad réwnan:
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2.3. Zagadnienie wlasne

Przy warunkach brzegowych na podstawie (1), zagadnienie brzegowe z definicji jednorodne
przedstawiono jako:

X" (x)- k*xX(x) =0,

X#0)=0, X®(0)=0, ©)
X¥1)=0, X#I)=0.

Rozwiazanie ogdlne jest nastepujace:
X (x) = C,»sin(kx) + C, xcos(kx) + C, >sinh (kx) + C, >xcosh (kx), (4)

czyli po spetnieniu warunkow brzegowych otrzymano ukiad réwnan:
-C,+C, =0,
-C,+C; =0,
-C,>sin(kl)- C,>cos(kl) +C,>sinh (Kl ) +C, xcosh (K )
- C,>cos(kl) +C,>sin(Kl ) +C,>cosh(kl ) +C, >sinh (K )

()

= O,
= O,
skad otrzymano wartosci wilasne poprzez przyrownanie wyznacznika charakterystycznego

uktadu do zera:
1

cos(kl):m.

(6)

Rozwiazanie rOwnania (6) mozna wyznaczy¢ za pomoca metody graficzng, badz tez ze
zdecydowanie wigksza dokladnoscia przy uzyciu metody numerycznej, np. za pomoca
dowolnego pakietu oprogramowania matematycznego.
Po wyliczeniu droga numeryczna oraz uwzglednieniu zerowej czestosci drgan wiasnych,
pierwsze cztery wartosci wiasne z réwnania (6) sa réwne:
k| =0,
k| =4,73004074486270,
k| =7,85320462409584,

k| =10,9956078380017,

(7)
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Graficznie przedstawiono rownanie na wykresie (rys. 3):

1

05

2 4 6 10 12 1
-05
-1

Rys. 3. Graficzne rozwiazanie réwnania (6)

Ciag wartosci wiasnych (7) mozna przyblizy¢ wyrazeniem:
k» 2% h=0b k=0,

Funkcja wiasna przemieszczenia po wyliczeniu odpowiednich statych jest réwna:

é'n cos(kl) cosh(kl))cOS rsin LU
X(X):ngs' (kx) ( )+S|nh( ) (kx) h(kx) 3
e aos(i)- con() u
¢ sin(d) s () =" :

Na (rys. 4-8) przedstawiono kolegne postacie drgan belki swobodne.

Amplibida

Rys. 5. Pierwsza posta¢ drgan belki swobodnel drgajace gigtnie

(8)

(9)
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Rys. 6. Druga posta¢ drgan belki swobodnej drgajacej gigtnie
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Rys. 7. Trzecia posta¢ drgan belki swobodnej drgajacej gigtnie
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Rys. 8. Postacie drgan belki swobodnej drgajacej gigtnie

Z kolei przy warunkach brzegowych na podstawie (2), zagadnienie brzegowe z definicji
jednorodne przedstawiono jako:
X" (x)- k**X(x) =0,
X (0)=0, X®0)=0, (10)
X¥1)=0, X#&l)=0.
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Rozwiazanie ogdlne (4), prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:

C,+C, =0,
C,+C, =0,
-C,>sin(kl)- C,>cos(kl) +C,>sinh (Kl ) +C, >cosh (K )

-0 (11)
- C,>cos(kl) +C,>sin(Kl ) +C,>cosh (ki) +C,>sinh (k) =0

skad otrzymano wartosci wilasne poprzez przyrOwnanie wyznacznika charakterystycznego
uktadu do zera, co graficznie przedstawiono nawykresie (rys. 9):

1

cos(kl):-m,

(12)
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Rys. 9. Graficzne rozwiazanie rownania (12)

Po wyliczeniu droga numeryczna pierwsze cztery wartosci wiasne z rownania (12) sa rowne:
k| =1,87510406871196,

k| =4,69409113297417,

(13)
k| =7,85475743823761,
k,| =10,9955407348755.
A dalgj, po przyblizeniu otrzymanych wynikéw, poprzez formute:
é . cos(kl) +cosh(K) _
& kx) - sinh(kx
in( )QMHmewnm%()sn()+
X (x)=C, ( (14)

Na rys. 8 przedstawiono zestawienie postaci drgan belki utwierdzong na podstawie
wyprowadzone) formuty (14).
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Rys. 10. Postacie drgan belki utwierdzonej

Postacie drgan uktadow belkowych w ruchu s3 tozsame z postaciami drgan ukiadow
stacjonarnych, zasadnicze roznice w tego typu ukladach wystepuja w réwnaniach ruchu oraz
warunkach brzegowych, gdzie istnigje potrzeba rzutowania poszczegolnych zaleznosci na osie
inercjalnego uktadu wspotrzednych.

3. PODSUMOWANIE

Przeanalizowano belkowe uktady w ruchu unoszenia ze wzgledu na wyprowadzona funkcje
wlasng zmienng przemieszczenia. Otrzymane wyniki moga by¢ wykorzystane przy
wyznaczaniu podatnosci dynamicznegj uktadéw rozwazanych w ninigjszym opracowaniul.
Zngjomos¢ funkcji wiasng przemieszczenia oraz funkcji wiasng czasu jest czynnikiem, dzigki
ktéremu mozliwe bedzie rozwiazanie uktadu ze wzgledu na przemieszczenie catkowite uktadu.
Wyprowadzone formuly matematyczne wykorzysta si¢ w rozwiazaniu uktadow za pomoca
metody Galerkina
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SELECTION OF THE EIGENFUNCTION OF DISPLACEMENT
FOR TRANSVERSALLY VIBRATING SYSTEMS
IN TRANSPORTATION

Summary. This work considers the problem of vibrating beam's systems in
transportation. There is searched the solution by using the Galerkin's method,
assumed the solution as a sum of products of eigenfunctions of displacement
variables and eigenfunctions of time variables. The algorithm of selection of the
eigenfunction of displacement of the free-free rod rotating round the tip of beam
and the algorithm of selection of the eigenfunction of displacement of fixed beam
on the rotational table were presented. Considered rods were described in the local
reference frame connected to the rotating rod and in the global reference frame.



