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GENEROWANIE ODSTĘPOW ZDARZEŃ NA PODSTAWIE 
FUNKCJI AUTOKORELACYJNEJ ICH CZĘSTOŚCI 
W MODELOWANIU SYMULACYJNYM SYSTEMÓW

Streszczenie. Podano zasadę generowrnia stacjonarnej funkcji 
przypadkowej o rozkładzie normalnym na podstawie jej funkcji 
autokorelacyjnej R (*1). Metoda ma zastosowanie przy eksperymen
tach aymulacyjnych dotyczących dynamiki systemów.

1. Wprowadzenie
Generowanie odstępów zdarzeń /np. zgłoszenia się klienta do systemów 

masowej obsługi / wg stałej w czasie gęstości prawdopodobieństwa ich pow
stawania nie odzwierciedla rzeczywistej sytuacji w większości Systemów 
produkcyjnych. Obserwowana jest "falowość" pojawiania 3ię zdarzeń |2], [_3] 
utrudniająca pracę systemów, powodująca m.in.spiętrzenia prac i wyczeki
wania w kolejkach. Eksperyment symulacyjny powinien uwzględniać również 
ten problem pojawiania się określonych częstości zwiększonej frekwencji 
w kanałach obsługi. Proponuje się.aby generowanie zdarzeń oprzeć na roz
kładzie wykładniczym . .

= k[t)e-Ait)x> (1)
przy czym Aft) jest funkcją przypadkową czasu t .
Dla systemu stacjonarnego wprowadza się jej wartość średnią wg wzoru

*  4 -  7  A f t l d t  Woraz funkcję O

A 0 [i) =  A  (t) ~ Asr ' (3)
Funkcja Ao(t)jest w.pełni określona przez swoją funkcję autokorelacyjną 
R a  i * Kefe^at podaje sposób generowania funkcji przypadkowej A o  (t) 

na podstawie znajomości funkcji autokorelacyjnej R^ft) * ?o wyznaczeniu 
funkcjiAoCw130żna przystąpić do generowania ciągu zdarzeń wg rozkładu wy
kładniczego przy zmiennej wartości Aft) .
2. Zasada generowania stacjonarnej funkc.ii przypadkowej_____

Generowanie stacjonarnej funkcji przypadkowej dokonywać się będzie 
przez kolejne generowanie jej wartości w odstępach czasu At . Wartość od
stępu A t powinna być ułamkiem okresu odpowiadającego składowej o naj
większej częstotliwości istotnej dla działania systemu^ W ten sposób 
z funkcji przypadkowej ciągłej Aoft) powstaje funkcja przypadkowa dys
kretna A 0 ftńt) , l = A - A  * T = l n t  nf ’ \ * *3est ona całkowicie scharakteryzowana funkcją autokorekcyjną R ( k n t )  . Zakłada się, że 
funkcja ta jest ergodyczna i stąd z wystarczającą dokładnością można na
pisać, że istnieje takie n , dla którego: 

k >  n
R ( k n t )  =  0 ' ;

Powstaje pytanie, w jaki sposób mając dane wartości Aft"k,at) = A(i/ćt "kńt), 
k-tś-n wygenerować następną.jej wartość A(t)=AftAt)

Podstawiając:
• A (¿At) = A t (5)
A  (0 ) = A
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Zagadnienie sprowadza się do poszukiwania biperpłaszczyzny regresji zmien
nej A  względem zmiennych Ai oraz resztkowej wariancji odchylenia zmien
nej X  od tej hiperpiaszczyzny. Wg np- [i],chcąc znaleźć współczynniki re»- 
gresji oCk v/y stępujące w równaniu regresji

A - C C < A i  +.. .+ CCk A k+ .-. tCCnjŁn V ^
należy popłużyć się macierzą kowariancji zmiennych określoną y/zorem:

t«] -
Mn Mn- 
*Mz 1 Mi  a

M n  4

/t<ń

• M,
(7)

gdzie: ĵl£1 jest wartością oczekiwaną iloczynu j\i A k 00 zapisano:
/Ui'k = E  ( A ŁA k)

Wówczas:
cCk = - (9)Mtfgdzie: f [i-41 dopełnienia algebraiczne wyrażenia w pierwszym wier

szu i odpowiednio w (k*-4)-ej i pierwszej kolumnie* Wariancja resztkowa 
/odchylenia od hiperpłaszczyzny danej równaniem(6)/dana jest wzorem:

Dz = (10)
gdzie: M - wyznacznik macierzy [tij .
W rozpetryy/anym przypadku, ze względu na założoną stacjonarność funkcji 
A (t)»otrzymuje się:

Mw - M n  = • ■ • =yunn = E(A(t)A(t)) E (A (i nt] A  (ini)) - R(0) (11)
oraz:

'  E (A ( t)A( t ł knt) = E (A (¿nt) A  (i At ♦ k at ) )  '  R (knt)
(12)

Macierz (7)po podstawieniu (11) i (ił) przyjmuje postać macierzy symetrycz
nej.

R(0) R [At) . . . R( nAt )  
Rfnt)  R(o)

R friAt) * ■ R( o) (13)

istniejące podprogramy komputerowe, dla obliczenia paramet
rowej! (JO) wygodnie jest• posłużyć się macierzą do niej odwrotną:

• Dr ® ? H =  TT

M « M ii -
M 1S>M22

: ■ M n ,

=
R M «
R M 2,

RM 1k .

R M »
• • R M ,n

J V ‘ ■ • •’ m ™ _ R M n1 - - • R M nn

(14)
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Biorąc pod uwagę symetrycznośó tej macierzy uzyskanej-z macierzy (13), 
'otrzymano:

(y —  £HiütüL_y'-_ rmikMi^
°? R M «  “ Rn«' (15)

& Z  =  D Z — ■ "msTRM« (16)

Dla zmiennej o rozkładzie normalnym należy teraz dla wygenerowania -iej 
wartości do wartości wyliczonej z równania (6) dodać wartość zmiennej 
przypadkowej 2 o rozkładzie normalnym i wariancji wyliczonej^ze wzoru (16V 
Uwzględniając wzór (5)otrzymuje się więc następującą regułę rekurencyjną

A  (¿At)= Z  oc. A  ti At-kA-t) + zfi) i1?)k=1 *
Po wygenerowaniu zmiennej A(i/sł-) można przystąpić wg tej reguły do ge- 
r.eroTí'ania zmienne j A((¡.tilAł) itd. Wartości początkowe A  A t - k At)
dla kj.'l-t'ri ,tj.. wartości A (i At) ala ¡»^łn , potrzebne do wyge
nerowania wartości zmienne j A ((h,.ń At) można przyjąć z jakiegoś rzeczywis
tego procesu, albo inne' np. równe zero, ponieważ ich T/pływ maleje w trak
cie wzrastania wartości i . Należy tylko zwrócić uwagę, aby do symulacji 
procesu przyjąć wartość i jej rozpoczęcia równą kilkakrotnej wartością.
3* -Brosram obli czeni owy

Poniżej podano główny program obliczeniowy / rys.1 / w FORTRAN12, ko
rzystający z podprogramów odwracania macierzy oraz generowania zmiennej 
o rozkładzie normalnym.
Zasadnicze jego składniki są opisane w komentarzach.
Zmiennej RA (kńt) odpowiada R(k) óla k-O.-.n ,K=j...N=nH ;
A (iAt) odpowiada N (I) , cCk odpowiada A (K) •
Na końcu programu zamieszczono sprawdzenie wygenerowanej funkcji przez 
jej funkcję autokorelacyjną RS(K) », która winna być równa R (K) .
Należy zaznaczyć, że jest to niezbędny element programu. W wielu przypad
kach założone wartości RA ("kAt) = R(K) są niewłaściwe. Niekiedy objawia 
się to przerwaniem programu przy wykryciu,że wariancja Dz-(5TDZ)z dana 
wzorem (16) jest ujemna, ale w innych przypadkach można otrzymać v/artoáci 
R5(K) różne od założonych R(K).NJest to spowodowane założeniem takiej 
funkcji Rjj (¿At) , która nie spełnia warunku (4) , i wpływ dalszych
wartości niezerowyoh R a (kAt) dla k 7 n zniekształca przebieg funkcji 
R/.(knt) dla k 4= n . Dlatego przed przystąpieniem do eksperymentu sy
mulacyjnego należy sprawdzić wartość Rs(K) i ewentualnie skorygować 
założone R (K) . Problem ten jest ciekawy teoretycznie i wymaga osobnego 
opracowania.

4. Zakończenie
Na podstawie wygenerowanej funkcji Á (t) =A fiAt) można przystąpić do ge

nerowania odstępów Tj , o gęstości prawdopodobieństwa danej 'wzorem I1J. 
Wartość Alt) w tym wzorze ocenia się przez t-^;^ , a ściślej przez
wartość i równą całkowitej części ilorazu
Podany sposób generowania funkcji przypadkowej na podstawie jej funkcji 
autokorelacyjnej ma również znacznie /szersze znaczenie w innych ekspery
mentach symulacyjnych dotyczących dynamiki systemów.
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PROGRAM PROCES (INPUT,OUTPUT.7APP1=INPUT,TAPE2-0UTPUT)
B1P1n | { 8n P{1^0)U^!olf?X!ioO).lx(lOO),lNDEX(100),W(10000i 
CALL PAN5E T (36)
REAO(1. 6>N,L,NS 

6 FORMAT(3 I 10)
Wft ITE  ł2*6)+ł t L .NS 
Pf.ADU .*> <P!K) ,K=1»N)

C P o Ż s fA l !E Ń {E (WYRAźlŃNMACIERZT Rm
DO 14 1 = 1 .N 
DO 1A J=1»N 
K=IABSCJ-1)*1

C ODWPACANIEKHACIERZY RM (PROGRAM CERN L I 9PARY F 100)
CALL MAT INI(RM,N.N»MDIM,0 ,INDEX.NEPPOR.OFTERM)
WRrTE(2 f» )  (RMtl . J )  tJ=l»N)
WPITE(2 ,«)DETEPM

C OBLICZANIE WSPÓŁCZYNNIKÓW REGRESJI 
DO 22 K = 1«M 2? A(kT=-RM(I»K*1)/RM (1*1)

c o d l iczan ie^ od chy len ia 'kw adrato w fo o  resztkowego 
STDZ=S0R T (1. /P M !1, 1) )
WRI TE < 2 . 4 ) STDZ 

C PRZYJMOWANIE warunków początkowych 
DO 29 K=I,M 

29 X (K )=0 .
c generowanie  f u n k c j i  p r z y p a d k o w ej

DO 42 1=1, L  
PX=0.
DO 34 K=1,M 

34 RX = RX *A (K ) 4X(K)
DO 36 K=2 ,M 

36 ZX (K -1)=X<K-1)
DO 38 K=2 • M 

"i R X (K ) = ZX (K -1}
C ' GENEROWANIE ZMIENNEJ LOSOWEJ Z O ROZKŁADZIE NORMALNYM 

CALL NORMAL(O.STDZ.Z)
X i 1) = RX + Z 

42 W ( I )= X (1)
C SPRAWDZENIE 6ENER0WANEJ FUNKCJI 

LP=L-NS 
DO 49 K=1,NS 
R S (K ) = O.
DO 48 1 = 1. LP

48 RS<K )= RS (K l»W (I )*W (I- l»K ł49 RSA(K)=RS(K)/LPWRITE(2 , o ) (R S A (K ) ,K = 1.NS)
STOP
END

R y s .  1 .  Program generowania f u n k c j i  przypadkowej 

LITERATURA

[li Ii.Fisz - "Rachunek prawdopodobieństwa i statystyka matematyczna",
Fiflł, 'Warszawa 1958

[¿I Z.Łukaszewicz - " Dynamika systemów zarządzania", F.7B,Warszawa 1975
£3 Th.IJoyłor - "l.todolowanie cyfrowe systemów ekonomicznych " FiTR, 

Warszawa 1975

itoH PO BA H M E nOGJIEHOBATEJILHOCTEii ZCXOflOB HA BA3E  ABTOKOPPEIHUJIOHHOił §yH - 
KIIM HACTOTbl B OBIACTH MOflEMPOBAffilH CMCTEM.

P e 3 m m e

B poóoTe npen^oraeTCH cnocoCS reH epup o saH ra■CTanHOHapHo2 cnyHaiłHog 
(JiyHKiiKK c HopMairtHHM pacnpenejieHHeM Ha ocnoBe ee aBTOKoppejmmioHHoa 0ys~  
kuhh . H3JioxeHHn8 cnocod npmaeHHeTCH npH y-anmrmoM sKcnepm aeHre O TH O czTejit- 
HO HHHaumH CHCT8M,



GENERATION OF EVENTS INTERVALS USING THE AUTOCORRELATION FUNCTION 
OF ITS FREQUENCY IN THE SIMULATION MODELLING OF SYSTEMS

S u m m a r y
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The paper explains how to generate a stationary stochastic function 
with normal distribution knowing the respective autocorrelation function 
The method may be applied during simulation experiments.


