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MODELE MATEMATYCZNE I  OPTYMALIZACJA ZAGADNIEŃ 
SEKWENCYJNYCH W DYSKRETNYCH PROCESACH PRODUKCYJNYCH

S tr e sz c z en ie . V/ pracy przedstawiono o p isy  m atem atyczne-dyskret- 
nych systemów produkcyjnych i , i c h  k la s y f ik a c ję . Ponadto sform uło
wano optym alizacyjne zagadnienia sekwencyjne w dyskretnych proce
sach . v -

Dyskretny system  produkcyjny odznacza s i ę  is tn ien iem  określonego  
skończonego zbioru zdarzeń związanych ś c i ś l e  z is tn ien iem  zadania produk
cyjnego. P rzeb ieg procesu produkcyjnego polega na kolejnym (w 30n sie  
cza su ) dopusGczalnym następowaniu zdarzeń ze zb ioru . Zagadnienie optym&li 
z a c j i  procesu polega na ,u sta le n iu  ta k ie j  dopuszczalnej k o le jn o śc i n a stę 
powania zdarzeń, aby była  ona optymalna w s e n s ie  przyjętego  kryterium efe 
tyw ności. Przykładem dyskretnego systemu produkcyjnego .iest przemysł  ma
szynowy, h u tn iczy , budowlany. Tutaj proces charakteryzuje s i ę  przepływem 
materiałóv7 i  półproduktów w p o sta c i pojedynczych elemeutów lub ic h  . p a r t i i  
Elementy te  są  poddawane operacjom obróbki na kolejnych'stanow iskach wy
posażonych w odpowiednie śro d k i, Pod pojęciem  środka należy rozumieć do
wolne urządzenie ( lu b  brygadę pracowników) , które zdolne j e s t  wykonywać 
pewne o p era cje , czynności .  Proces r e a l i z a c j i  produkcji wymaga zachowa
n ia  porządku technologicznego wykonywania o p e r a c ji. Zagadnienie optymal i 
z a c j i  polega na u sta le n iu  tak iego  p rzyd zia łu  środków do wykonania poszczę 
gólnych o p eracji oraz na wyznaczeniu ta k ie j  k o le jn o śc i wykonywania opera
c j i  »aby zapewnić optimum p rzy jętego  kryterium .

’ 2 . System produkcyjny

b ęd zie  niepustym zbiorem o p era c ji, które mają byó wykonane przy użyciu  
niepustego  zbioru środków maszyn .

1 .  Wstęp

Niech

Niech

E T - O X  N

b ędzie  zbiorem r e la c j i  wyrażających wymagania porządku technologicznego  
wykonywania o p e r a c ji.
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D efin ic ja  1.

Zadaniem produkcyjnym nazywamy graf bezkonturowy

Z * <B, ET> .

Niech będą dane dwie n iep u ste  rodziny

•••»  ^n-j| * ^P P*^* ni ’

R B ^ 1* ®b |̂ ’ Br B’ • • • !

podzbiorów R oraz B posiadających następujące w łasności

1° V j  e H t 3 !  Np, e Rh (  j  6 Bp )]  ,

■2 °  1 | b b | > | r ” | .  ( 0

Z w łasności 1° (1 )  wynika, że rodzina RB zawiera w yłącznie podzbio 
xy parami rozłączne i  wyczerpujące elementy zbioru N.

Dalej niech będzie dana funkcja
‘ - *

j r  i r b r h , ( 2 )

która przyporządkowuje podzbiorom maszyn pewne podzbiory o p e r a c ji. W prak
tyce funkcja ( 2 ) będzie oznaczać, że  operacje ze zbioru N_ 6 RB mogą

B Pbyć wykonywane przy pomocy podzbioru maszyn Br £  B , j e ż e l i  ty lk o
31 CBr) = Np.

D efin ic ja  2. 

Okład

JP -  <Z, B, E , BB, X >  ,  (3)

którego elementy spełniaj"ą wyżej wymienione założenie,będziem y nazywać 
ogólnym systemem produkcyjnym tech n o lo g iczn ie  uporządkowanym lub krótko 
systemem ogólnym.

J e ż e l i  za łożyć, że

B3 B ', ( 4 )

to system ( 3 ) - będziemy nazywać systemem złożonym. System złożony z o s ta ł  
w podobny sposób zdefiniowany i  nazwanysystemem wielokrotnym w pracy 
[4] .  Zatem d e fin ic ja  systemu ( 3 ) j e s t  o g ó ln ie jsza  od d e f in ic j i  systemu 
w ielokrotnego, W związku z _tym zagadnienie, kolejnościow e rozważane w n i 

n ie jsz e j  pracy będą o g ó ln ie jsz e  n iż  rr [ 4 ] oraz ogó ln ig sze  n iż  ak tu a ln ie
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spotykane w l ite r a tu r z e  św iatow ej.
J e ż e l i  za ło ży ć , że  oprócz ( 4 )  zachodzi

to  system  ( 3 )  będziemy nazywać systemem podstawowym.
W system ie  podstawowym funkcja X  j e s t  różnowartościowa, możemy 

zatem utożsam iać maszyny z odpowiadającymi im podzbiorami op eracji ro -W r
dżiny R .  W związku z tym różnym k 6  B odpowiadają różne podzbiory 
Hp £  RH, c z y l i  na podstaw ie 1° ( 1)  możemy napisać

X  Ck) = Hk £  R® , k £  B

Bu f |  Hi  -  0 * k , 1 6  b , W  ,

J e ż e l i  system  j e s t  systemem złożonym, w ięc .fu n k cja  X  odwzorowuje 
B na R®, zatem różnym maszynom mogą być przyporządkowane te  same zbiory 
o p e r a c ji. W związku z tym możemy dokonać podzia łu  zbioru maszyn na k la
sy równoważności

BP = [k  £  B pTCkl = Epj  , Np £  R®. ( 6 )

Zbiór maszyn zo sta n ie  ro zb ity  na skończoną i l o ś ć  rozłącznych klas BB,
które będziemy nazywać typami maszyn. Moc | bB | będzie oznaczać i lo ś ć  
maszyn danego typu. W system ie  podstawowym typy maszyn są jednoelementowe.

W system ie ogólnym, różnym podzbiorom maszyn rodziny RB może być 
przyporządkowany ten  sam podzbiór cp era c ji rodziny R®. Zatem możemy doko
nać p od zia łu  rodziny podzbiorów maszyn na podrodziny

RBCV =  {b* £  R® |*(Br ) = Bp) , Hp £  R® ( 7 )

przy czym będziemy z a k ła d a li, że

y V  k £  Bp!RBCNp) ( 3 B r £  BBCHp) A k £  Br)] , Np £  H®. . ( i  )
BCH )

Zgodnie z C7) w danej podrodzinie R p będą występowały te  pod
zbiory maszyn, które są przyporządkowane jednemu i  temu samemu podzbio-

jj 0
rowi op era cji Hp rodziny R . Z ałożenie 3 (1 ) orzeka, że każda maszyna
ze zbioru B należy do podzbioru maszyn ty lk o  jednej podrodziny RB^ V  •
W praktyce, podrodzinę będziemy utożsam iać ze stanowiskiem roboczym w ie-  
lomaszynowym. Oznaczmy je sz c z e  moc podrodziny
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Dla systemu złożonego, na podstawie ( 4 )  ■, ( 6 )  oraz ( 7 )  mamy

BCH >
R P •= Bp .

B(N >
W tym przypadku podrodzina R P Będzie zbiorem maszyn
/podzbiorem zbioru B / tego samego typu, Natomiast d la systemu podstawo
wego mamy

B O U  f 1 TI
R P » k , JTCk) = up 6  B'", k £  B

oraz

I BCR),
Ir p U  1

D alej, n iech  będzie dana funkcje  

BCHJ
•X" TI -------* Rt .

pc: R“ ” 'P' X E n  > B+, H £  RK .

Wartości t e j  fu n k cji c ( 3r>j )  = cr j bodziemy nazywać czasami wykonania 
op eracji j .

Warto za.uważyć, że  d la systemu złożonego dana operacja może być 
wykonywana na różnych maszynach tego samego typu, przy czym czasy trwa
nia op eracji będą różne dla różnych maszyn tego typu. D e fin ic ja  ta j e s t  
og ó ln iejsza  n iż  w pracy [ 4 ]  . Co w ięcej zakładać będziemy, że  dana ope
racja  może być wykonana n ie  przy pomo.cy jednej maszyny, a le  przy pomocy 
podzbiorów maszyn o różnych czasach wykonania o p eracji o różnej wydaj- 
ności .

Dla systemu podstawowego mamy

cs Hp — R+ , Np €  RH .

D alej, n iech CZ U będzie zbiorem o p eracji n ie  posiadających  
poprzedników w u en sie  porządku technologicznego , c z y l i

oraz n iech N̂  i N będzie zbiorem o p eracji n ie  posiadających n a stęp n i
ków, c z y l i

[j £  N | V i £ B A  <j , i>^ Ą . ■
3 . Proces produkcyjna 

Załóżmy, że dana j e s t  funkcja
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W artościami fu n k cji

K j )  -  < t j ,  t j >  €  B X B ,  j 6  s

j e s t  uporządkowana para l ic z b  rzeczyw istych ,
lic z b y  t*  oraz t? będziemy nazywać odpowiednio czasami rozpoczęcia  
oraz zakończenia o p era c ji.

D e f i n i c j a  3.

Funkcję (£) : I!----- > R X  R odwzorowującą zbiór o p eracji K w pro
dukt P. X R  będziemy nazyv;ać procesem produkcyjnym . j e ż e l i  sp e łn ion e  są 
następujące warunki:

]  fcj -  *j >  ° jr ^  ;  V  Bp e  eK ( 8 )

Bre  rbcV

tj - *1 >  0 a , j >  e  r t  , (5)

f i  -  *0 > ° i  e  k1 , (10)

t r .  -  t| ^  0 j € ( 1 1)

t0, tj, t|, t3 >  0 j £  H . (12)

^  Cj ^  A  >  cis  )  ^

B (11 ^
==i>(ti"ti >  °)V Ctf-tj >  °)» Br ' Ba e  R r > C13)

Br f i  Bs -  Hp £  rS •

Załóżmy, ż.e F j e s t  zbiorem Y/szystkich procesów obróbki, Eiech  
b ęd zie  Określoną funkcja kryterium >

f :  F — > R  .

Wartościami fu n k c ji
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t  ( 0 )  — *■ S ,

są liczb y  rzeczy w iste .

D efin ic ja  4 .
Proces produkcyjny • 0* £  P bodziemy nazywać procesem optymal

nym. j e ż e l i

f  ( 0* ) = min i  (0 ) .
V '  0 € ?

W praktyce głównie rozważa s i ę  dwie klasy kryteriów optym alności

a )  t { f )  » ^  { ° jO j)} *

b) f ( * 0  = X
j €B

gdzie  CjCb) i J G B są  niema lejącym i funkcjami czasu .
J e ż e l i  założymy c^Ct) = t  , wtedy dla klasy ( a )  otrzymujemy kry

terium m in im alizacji czasu trwania całego procesu produkcyjnego, tz n .

b_,_ = b?
““  j c R  J

Dla klasy ( b )  otrzymujemy kryterium m in im alizacji sumy czasów zakończe
nia w szystkich  o p era cji, tzn .

2 * 3  * 2 1  *d *
j £ R

J e ż e l i  założymy c.j(b) = ŵ *b, wtedy d la  klasy (b ) otrzymujemy kry
terium m in im alizacji wagowej sumy czasów zakończenia o p e r a c ji, tz n .

2 * 3 ' *d = "j**? •
j  R

Zakładając ponadto, że ŵ  = j  £  B, wtedy otrzymujemy m inim alizację  
średniego czasu zakończenia op era cji, tzn .

W przypadku, gdy dane są  n ajp óźn iejsze  czasy wykonania op era cji di f
Vwtedy zakładając c^Ct) » t  -  dj oraz przyjmując = t^-d^, otrzymujemy 

dla klasy ( n )  kryterium m in im alizacji maksymalnego op óźn ien ia , tzn .



L„,„_ *>' max L* max j £ H  j

Dla klasy b możemy otrzymać kryteria  )>  wj *Lj lub
j £ E  , £ J

* - i  Z  H h
j£ K
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4 .  Metody w yznaczan ia  optymalny eh procesów produkcyjnych

Dla sformułowania zagadnienia optym alizacyjnego zwykle przyjmuje 
s i ę  binarną zmienną decyzyjną w p o sta c i

1, j e ż e l i  operacja j - t a  j e s t  wykonywana przy 
użyciu  B^-tego podzbioru maszyn,

V
0, w przeciwnym przypadku .

Dależy zn a leźć  w ie lk o śc i t z , t* ,  t^ , x^w m inim alizujące

t y )  ( u )

przy ogran iczen iach

*?-*! >  Z  Bbr>  • - V  i e  >p e  ( « )
B._€ R Pw'

t j -ii  ^ 0 * <i>;!> e RT * O6)

g - t 0 > 0  , J 6 S 1, 0 0

v tI > °  » 1 €  H?ł C18)

t 0. t j .  t j ,  tB >  ° , j e  H , (19)

(x^r = i) A  ( i is  * 1)  - y  ^  °) ^  (*--*? ^  ° ) »

Br , Bs €  BBCV  , Br  n  Ba  |( 0 , Hp e BB , (20)

y ~  xjw - 1 • w

Br €
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r i v €  (0 , 1} , \  €  RBCilp! j £  Rp, s p£  e h. ( 2 2 )

Zagadnienie optym alizacyjne ( 14) -  ( 22) j e s t  zadaniem programowa
nia całowarteściowego mieszanego z warunkiem logicznym ( 20) .  O czywiście 
warunek ten może być zastąpiony równoważnym warunkiem analitycznym  po

przez wprowadzenie dodatkowych zmiennych całow artościow ych.
Rozwiązanie powyższego zagadnienie może być uzyskane poprzez 

zastosowanie metod grafów dysjunktywńych [1] -  [3J *
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MTEMATMECKKE MOUEJM H OIITHMAJIHSAUjIH D0CJIE30BATEIBHHX 3A.5M B J134CKPBT- 
HoiX UPOHBBOBCTBEHHHX HPOUECCAX

P 6 3 II li 6 1
B paóoTe npeacTaBJieHH Mojejm RHCKperaHX npoK3BOhctb6hkhx CHCieM 

2 aa aa  nx  KnacDHimKansi. 
SjaeTCH Tose ifopMyjmpOBKa 3an;aB onTKVimH3aiiKK nocJieflOBaTeJitHOCTeS 

b jzcKpeTHHX npoyeoax .
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MATH3IIATICAI MODELS AND OPTIMIZATION OP SEQUENTIAL PROBLEMS IN 
DISCRETE INDUSTRIAL PROCESS #

S u m m a r y

The paper présenta a c la s s i f i c a t io n  o f mathem atical models fo r  
d is c r e te  in d u s tr ia l  p rocesses end the seq u en tia l op tim isa tio n  prob
lem s fo r  th ese p ro cesse s .


