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Streszczenie. Poddano analizie zasadno$¢ stosowania hipotezy Mohra do bada-
nia kruchej wytrzymalo$ci narzgdzi skrawajacych. Przedstawiono wplyw koto-
wych 1 kulistych pustek wystepujacych w materiale na koncentracje napr¢zen,
powodujacych jego kruche pekanie. Wyznaczono warto$¢ naprezenia redukowa-
nego na podstawie modelu kulistej pustki. Wykazano podobienstwo wyprowa-
dzonej zaleznosci i wzoru na warto$¢ naprgzenia redukowanego, wyznaczonego
na podstawie hipotezy Mohra.

1. WSTEP

Prowadzac badania modelowe narzgdzi skrawajacych metoda elementéw skonczonych, na-
lezy wybra¢ hipotezg¢ wytgzeniowa, w celu wyznaczenia maksymalnych warto$ci naprgzen
redukowanych, w miejscach decydujacych o wytrzymatosci narzedzia [1]. Wigkszo$¢ po-
wszechnie stosowanych hipotez wytezeniowych przyjmuje model ciaglego srodowiska o izo-
tropowych wtasnosciach. W badaniach kruchej wytrzymato$ci narzedzi czesto wykorzystuje
si¢ hipotezg Mohra [2, 3], wedtug ktdérej warto$¢ naprgzenia redukowanego wyznacza si¢ na
podstawie zaleznosci

—_ m
Oreg =071~ 03 (1)
C
gdzie: 0,03 —maksymalne i minimalne naprezenie gtowne,
Ry, R. — wytrzymato$¢ na rozciaganie 1 $ciskanie.

Warunkiem stosowania tej hipotezy jest odpowiedni zakres warto$ci naprgzen gtownych,
tzn. o; > 0 oraz 03 < 0.

Kruche pgkanie jest nieodiacznie zwigzane z wystgpowaniem w materiale defektow w po-
staci mikropgknie¢, wtracen oraz pustek, ktorych wptyw nalezy uwzgledni¢ w analizie wy-
trzymalo$ci materiatéw narzedziowych. Powoduja one koncentracj¢ naprgzen II rodzaju
1w ten sposob przyczyniaja si¢ do powstawania pgknigé. Te zintensyfikowane naprezenia
wystepuja w bezposrednim sasiedztwie wspomnianych nieciaglo$ci materiatu, a ich warto$¢
uzalezniona jest od ksztaltu nieciaglosci oraz wlasnosci materiatu, okreslonych wspétczynni-
kiem Poissona v.

W artykule przedstawiono wyniki niektorych badan dotyczacych wplywu pustek o réznym
ksztalcie na warto$¢ naprezenia intensyfikowanego.
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Wyznaczono tez ekwiwalentng warto$¢ naprezenia rozciagajacego, dziatajacego na mate-
rial z kulista pustka, powodujacego wystapienie na jej powierzchni naprezenia intensyfikowa-
nego o takiej samej wartosci, jak w przypadku obciazenia trzema naprezeniami gtownymi.
Uzyskang zalezno$¢ pordwnano ze wzorem na naprezenie redukowane, wyznaczone na pod-
stawie hipotezy Mohra.

Przeprowadzona analiza ma na celu sprawdzenie zasadnosci stosowania hipotezy Mohra
do badania kruchej wytrzymatosci narzg¢dzi skrawajacych.

2. WPLYW KSZTALTU MIKROPUSTKEK W MATERIALE NA LOKALNA KONCEN-
TRACJE NAPREZEN

Na podstawie teorii sprezystosci przeprowadzono szereg analiz dotyczacych wptywu mi-
kroskopijnej wielkosci szczelin oraz pustek wystepujacych w materiale na koncentracj¢ na-
prezen, inicjujaca kruche pgkanie materiatu. Analizowano zagadnienia dwu- 1 trojwymiarowe.

Ponizej przedstawiono wyniki niektérych badan, zwracajac uwage na wptyw ksztattu pu-
stek wystgpujacych w materiale na zmiang warto$ci naprezen, jakie wystepuja na ich po-
wierzchniach [4, 5, 6].

Wplyw otworu na lokalna koncentracj¢ naprezen w zagadnieniu dwuwymiarowym

Maty, kotowy otwor wykonany w tarczy podlegajacej rownomiernemu rozciagganiu wywo-
tuje znaczna, lokalng koncentracj¢ naprezen ( rys. 1a) [4]. W analizie napr¢zen przyjgto bie-
gunowy uktad wspotrzednych, w ktérym wyznaczono sktadowa normalna napr¢zenia w kie-
runku promieniowym — a,, w kierunku obwodowym — g oraz sktadowa styczna — 7,¢.
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Rys.1. Tarcza z otworem poddana rownomiernemu: a) rozciaganiu; b) $cinaniu

Zagadnienie to zostalo rozwiazane przez G. Kirscha. Warto$ci naprgzen na brzegu otwo-
ru, dla » = a mozna wyznaczy¢ z zaleznosci:

o, =70=0 (2)
oo=S—-2Scos20 3)

Jezeli w tarczy wystapi naprezenie rozciagajace S, to naprezenie ge osiagnie najwigksza
warto$¢ dla @ = n/2 oraz @ = 31/2, to jest w punktach ,,m” i ,,n”, potozonych na $rednicy pro-
stopadlej do kierunku rozciagania. W tych punktach (6g)m.x = 3S. W punktach ,p’ 1,,¢”, dla
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ktorych @ = 0 oraz © = m, naprezenie og = — S. Zakladajac, ze o pekaniu materialu decyduje
maksymalna warto$¢ naprgzenia rozciagajacego jaka wystepuje na obwodzie otworu, mozna
na tej podstawie stwierdzi¢, ze, chcac uzyska¢ w przypadku $ciskania tarczy naprgzeniem — S
taka sama warto$¢ naprg¢zenia w punktach ,,p’ 1,,4” jak w punktach ,,m” 1 ,,n” podczas rozcia-
gania, bezwzgledna warto$¢ naprezenia $ciskajacego musi by¢ rowna trzykrotnej warto$ci na-
prezenia rozciagajacego.

Majac rozwiazanie odpowiadajace jednokierunkowemu rozciaganiu lub $ciskaniu, mozna
przez superpozycj¢ otrzymacé rozwiazanie odpowiadajace rozciaganiu i $ciskaniu w dwoch
wzajemnie prostopadtych kierunkach — rys. 1b. Naprgzenie $ciskajace zwigkszy niebezpie-
czenstwo peknigcia materiatu. Najwigksze warto$ci naprezenia rozciagajacego wystapia dla
O =7n/2 oraz O = 31/2, to znaczy w punktach ,,m” i ,,n”, w ktérych g =4 S.

W przypadku, gdy otwor ma ksztalt eliptyczny, a naprezenie S dziata pod katem prostym
do duzej osi elipsy, najwigksza warto$¢ napr¢zenia wystgpuje na koncach duzej osi elipsy a
1wynosi S (1 + 2 a/b). Warto$¢ ta wzrasta nieograniczenie, gdy otwor staje si¢ coraz bardziej
smuktly. Najmniejsza warto$¢ naprezenia wystgpuje na koncu matej osi elipsy b i ma warto$¢
— S, taka sama jak dla otworu kotowego [4].

2.2. Analiza naprezen na powierzchni pustki w przestrzeni trojwymiarowe;]

Analizy napr¢zen dookota matej, kulistej pustki w precie poddanym réwnomiernemu roz-
ciaganiu napr¢zeniem o wielkosci S dokonali R. V. Southwell i J. N. Goodier, badajac osio-
wo symetryczny rozktad napr¢zen w ciele o ksztalcie bryty obrotowej [4].

Wyznaczone zostaly naprezenia glowne w charakterystycznych punktach — na réwniku
1 na biegunie kulistej pustki —rys. 2a [5].
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Rys. 2. Kulista pustka obciazona: a) napr¢zeniem rozciagajacym; b) naprezeniami gtdéwnymi

W przypadku, gdy naprezenie rozciagajace o wartosci S dziata w kierunku naprgzenia
gltownego o, naprezenia gtowne w punkcie ,,A” maja wartosci:

_27-15v

m_zw—sﬁszhs (4)
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0,=0 ()
15v-3
= =k, S 6
3 2(7—5v) 2 (6)
a w punkcie ,,B”
0-1:0,

3+15v
=0,=— S=k; S 8
0, 3 2(7—5v) 3 (3)

gdzie v - wspotczynnik Poissona.

Zaktadajac, ze kulista pustka znajdzie si¢ w materiale w miejscu, w ktorym zamiast jedno-
rodnego naprgzenia rozciagajacego S wystgpuja trzy naprezenia gtowne o; > o, > a3, skiero-
wane wzdluz osi x, y, z — rys 2b, mozna przez superpozycj¢ wyznaczy¢ wartosci naprezen w
punktach ,,A”, ,,B” i ,,C” pustki. Naprezenie o najwigkszej wartosci wystapi w punkcie ,,C”.
Oznaczajac maksymalna warto$¢ naprezenia rozciagajacego jaka wystapi w punkcie ,,C” na
powierzchni kulistej pustki (napr¢zenia intensyfikowanego) przez o, mozna jego warto$¢
wyznaczy¢ na podstawie zalezno$ci

Oime = k101 + k00 + k3 03 )

gdzie:  kj, ko, k3 — wspdlczynniki wyznaczone na podstawie wzoréw (4), (6) 1 (8).
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Rys. 3. Wykres naprezen granicznych dla modelu kulistej pustki, dla roznych warto$ci
wspotczynnika Poissona
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Na podstawie rownania (9) sporzadzono wykres przedstawiajacy zmiang warto$ci napre-
zen granicznych, powodujacych pgkanie materiatu, dla r6znych stanow obciazenia oraz rdz-
nych warto$ci wspotczynnika Poissona — rys. 3. Na wykresie warto$ci naprgzen gtéwnych
podzielono przez warto$¢ naprgzenia rozciagajacego S, ktore w ptaskim stanie napr¢zen wy-
woluje pgkanie materiatu. W ten sposob uzyskano wykres dla ptaskich stanow naprgzen we
wspotrzednych bezwymiarowych, a graniczna warto$¢ napre¢zenia rozciagajacego, odpowia-
dajaca o, powodujaca pgkanie materiatu, jest rowna 1.

Wykres wskazuje, ze dla stanu naprezen o; > 0, o> = 01 g3 < 0, stosunek granicznych
warto$ci naprezenia rozciagajacego do S$ciskajacego wzrasta wraz ze wzrostem warto$ci
wspolczynnika Poissona. Wartosci te zmieniaja si¢ od 0,25 do 0,54, dla zmiany v w zakresie
0d 0,2 do 0,5.

B. Paul i L. Mirandy [6] rozszerzyli analiz¢ przeprowadzona przez A. Griffitha, dotyczaca
wplywu dwuwymiarowej szczeliny na inicjacj¢ pgknig¢ w sprezystym materiale. Przeprowa-
dzili oni analiz¢ w trojwymiarowym uktadzie napr¢zen, dla elipsoidalnego modelu pustki o
polosiach a, b, ¢ — rys. 4. Zostala ona obciazona napre¢zeniem normalnym S w kierunku osi x3
oraz stycznym T'w plaszczyznie x; — X».

X3

X3

Y

X1

Rys. 4. Elipsoidalna pustka i sposob obciazenia

Na rys. 5 przedstawiono w dwuosiowym ukladzie naprezen wykresy okreslajace wptyw
ksztaltu elipsoidalnej pustki (rys. 5a) oraz wspotczynnika Poissona (rys. 5b), na wartosci na-
prezen granicznych, decydujacych o pgkaniu materialu. Wykres dotyczy punktu na elipso-
idalnej pustce dla ktorego o = 0°, przy ¢/b << 0. Dla poroéwnania, przedstawiono tez wyniki
uzyskane dla ptaskiej szczeliny w analizie Griffitha.

Poréwnanie wykresoOw naprezen granicznych dla modelu kulistej pustki (rys. 3) 1 elipso-
idalnej pustki (rys. 5) wskazuje na wigkszy udzial naprezen Sciskajacych w inicjacji peknigé
w materiale w przypadku kulistej pustki. Stosunek granicznych warto$ci naprezen rozciagaja-
cych do $ciskajacych jest tu wigkszy niz dla modelu elipsoidalnej pustki.

Wplyw wlasno$ci materiatu okreslonych wspdtczynnikiem Poissona jest dla obu modeli
podobny. Zwigkszenie warto$ci v powoduje zwigkszenie udziatu napr¢zen $ciskajacych w pe-
kaniu, co wynika ze wzrostu stosunku granicznej warto$ci naprezenia rozciagajacego do Sci-
skajacego.
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Rys. 5. Wykres naprezen granicznych w dwuosiowym polu naprezen dla modelu
elipsoidalnej pustki: a) v=10,3; b) b/la =1

3. WYZNACZENIE EKWIWALENTNEJ WARTOSCI NAPREZENIA DLA MODELU
KULISTEJ PUSTKI

Na podstawie zaleznosci (4), (6), (8), (9) mozna wyznaczy¢ wartos¢ ekwiwalentnego na-
prezenia rozeiagajacego oreq, ktoére wywola taki sam stan wytgzenia materialu w punkcie ,,C”
(rys. 2b) ze wzgledu na niebezpieczenstwo kruchego pgkania, jak ztozony stan naprg¢zen. W
obu przypadkach pgknigcie materiatu wokot kulistej pustki wystapi, gdy wartosci naprezenia
intensyfikowanego beda takie same i przekrocza okreslona, charakterystyczna dla danego ma-
terialu warto$¢ odpowiadajaca naprezeniu kruchego pekania.

Dla jednoosiowego rozciagania warto$¢ naprezenia intensyfikowanego w punkcie ”C”
mozna wyznaczy¢ z zaleznosci

27—-15v
Oint 7 (7 -5 V) 0 (10)

dla ztozonego stanu napre¢zen z zaleznosci

27-15v 15v-3 3+15v
Oint = o+ "0, 03 (11)
2(7-5v) 1 2(7-5v) 2 2(7-5v)
stad
Oreg =0+ W0, =W, 03 (12)
dzie: W_Sv—l W_5v+1
8 ' T"9_5y" "2 9-_5y "

Zardéwno w zalezno$ci (12) jak w hipotezie Mohra (1) uwzgledniony jest wptyw napreze-
nia gldéwnego o3 na wzrost wytezenia materiatu. Napre¢zenie to powinno mie¢ warto$¢ ujem-
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na, a praktyczne zastosowanie maja rozktady granicznych warto$ci naprgzen wyznaczone dla
0;>0103<0.

Mozna jednocze$nie zauwazy¢, ze zaleznos¢ wyprowadzona na podstawie modelu kulistej
pustki uwzglednia wptyw trzech naprgzen gldéwnych na warto$¢ naprezenia redukowanego,
natomiast hipoteza Mohra tylko dwoch.

Wspotezynniki w; 1 w, w zaleznosci (12) zaleza od warto$ci wspotczynnika Poissona v. Ze
wzrostem wartosci v ich wartosci rosna, przy czym wigksza warto$¢ ma wspodtczynnik w,.

Wstawiajac do wzoru (12) odpowiednie wartos$ci wspolczynnika Poissona, mozna otrzy-
mac zalezno$ci dla wyznaczenia wartosci naprezen redukowanych dla r6znych materiatow.

Przykladowo, przyjmujac dla weglikow spiekanych v= 0,2 otrzymuje si¢

Orea =01 — 0,25 03 (13)

Uwzgledniajac wlasnosci weglikoéw spiekanych [2, 7, 8], warto$¢ naprezenia redukowane-
g0, wyznaczonego na podstawie hipotezy Mohra wyniesie

Ored = 0] — (0515 - 0530) 03 (14)

Podobienstwo zaleznosci (13) 1 (14) moze wskazywac na istotny wptyw na krucha wy-
trzymato$¢ weglikow spiekanych nieciaglosci struktury, w postaci zblizonej do kulistych pu-
stek.

4. WNIOSKI

Hipoteza Mohra powstata jako rozszerzenie na materiaty o réznej wytrzymatosci na roz-
ciaganie 1 $ciskanie hipotezy Tresci, odnoszacej si¢ do ztomu plastycznego. Model kulistej
pustki stosowany jest w badaniach kruchego pekania materiatu. Poréwnujac wzory (1) i (12),
mozna zauwazy¢ ich podobienstwo.

Obie zalezno$ci uwzgledniaja dodatni wptyw naprezenia $ciskajacego o3 na warto$¢ napre-
zenia redukowanego. W przypadku hipotezy Mohra (1) jest on okreslony stosunkiem wartosci
R,/R.. W zalezno$ci (12) wplyw ten rosnie wraz ze wzrostem wspotczynnika Poissona v. Jed-
noczesnie, analiza napr¢zen na powierzchni kulistej pustki wykazuje, ze wraz ze wzrostem
wspotczynnika Poissona v ro$nie warto$¢ R,/R. (rys. 3).

Poza wspotczynnikiem Poissona na intensywno$¢ oddzialywania naprgzenia $ciskajacego
na warto$¢ naprezenia inicjujacego kruche pgkanie wptywa tez ksztatt mikropustek wystgpu-
jacych w materiale. Przedstawione przyklady wskazuja, ze dla okragtych i kulistych pustek
wplyw ten jest wigkszy niz dla eliptycznych, czy elipsoidalnych.

Zaktadajac, ze o pekaniu materiatu decyduje zintensyfikowane napr¢zenie, jakie powstaje
na powierzchniach mikropustek, mozna stwierdzi¢, ze przeprowadzona analiza potwierdza
zasadnos$¢ stosowania hipotezy Mohra do badania wytrzymato$ci materialu w zakresie kru-
chego pekania.

Nalezy jednoczes$nie zaznaczy¢, ze wystapienie wokot nieciagtosci o roznym ksztalcie wa-
runkow do inicjacji mikropgknigé nie oznacza rownoczesnie ich dalszego rozwoju, gdyz zale-
zy to od ogdlnego stanu naprezen w materiale.
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APPLYING OF MOHR HYPOTHESIS FOR MODEL RESEARCH ON

BRITTLE STRENGTH OF CUTTING TOOLS

Summary. The legitimacy of applying Mohr hypothesis for research on brittle
strength of cutting tools was considered. The influence of circular and spherical
voids in material on the concentration of the stress, causing brittle fracture was
shown. The formula for determination of the value of reduced stress based on the
spherical voids was assigned. The similarity between this formula and formula of
Mohr hypothesis was pointed out.



