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Streszczenie. W pracy przedstawiono nowy system algebraiczny ze specjalnie
zdefiniowanymi operacjami dodawania i mnozenia. Nowo wprowadzone liczby
zostaly nazwane liczbami perturbacyjnymi II rzgdu. Wykazano, ze system liczb
rzeczywistych (R,+,¢) jest zanurzony w nowym systemie algebraicznym
(Rep,+e2,92). Przedstawiono réwniez jak wykonuje si¢ pozostate operacje
algebraiczne takie jak: odejmowanie, odwrotnos¢ oraz dzielenie. Klasyczne
problemy perturbacyjne II rzedu moga by¢ rozwiazywane w nowym systemie
rownie tatwo, jak zwykle problemy matematyki stosowanej, mechaniki
teoretycznej 1 fizyki. Nie sa wymagane zadne dodatkowe przeksztatcenia. Jako
przyktadem postuzono si¢ prostymi zadaniami perturbacyjnymi ze statyki
1 dynamiki dla ramy w zakresie sprezystym.

1. WSTEP

Teoria perturbacji pojawita si¢ w jednej z najstarszych dziedzin matematyki stosowane;j:
mechanice nieba. Wspotczesne zastosowania teorii perturbacji siggaja dzisiaj daleko dalej niz
mechanika nieba, ale idea metody pozostala niezmieniona. Teoria perturbacji jest dzisiaj
cze$cia nauki o ogromnym znaczeniu teoretycznym i praktycznym. Doktadnie zaczeta si¢ ona
w latach 1926/27 wraz z pracami Rayleigha i Schrodingera. Obecnie metody perturbacyjne
maja ogromna bibliografig liczona w tysiacach pozycji i pozostaja niezmiennie w uzyciu. [5]

Analizg zaczyna si¢ zwykle od prostego problemu, ktory tatwo rozwiaza¢, tzw. problemu
bez perturbacji i wykorzystuje si¢ go jako przyblizenie rozwiazania bardziej skompliko-
wanego problemu, ktory rdzni si¢ od podstawowego tylko istnieniem pewnych matych sktad-
nikéw. Rozwiazania poszukuje si¢ w postaci kolejnych przyblizen rozwiazania podstawowe-
go, przedstawionego najczgsciej w postaci szeregu potegowego pewnego matego parametru.

Generalnie metody perturbacyjne moga by¢ sformulowane w nastgpujacym sensie.
Zbadajmy jak perturbacje (mate) wielkosci nominalnego parametru moga zmienié
rozwiazanie rozwazanego problemu. Zatézmy, Ze rozwiazanie problemu, powiedzmy Xy,
odpowiada macierzy wspotczynnikow A. Podstawowy problem teorii perturbacji jest
nastgpujacy: jak zmieni si¢ rozwiazanie, jezeli macierz A zmieni warto$¢ na A+e&B, gdzie ¢
jest pewnym matym parametrem, a B jest perturbacja. Poszukujemy rozwiazania w postaci
szeregu jednorodnych sktadnikoéw zaleznych od macierzy perturbacji B, tzn. postaci

x.'=x0+gx]+52x2+£3x3+ ........... (1)

Jezeli ograniczymy rozwazania do dwoéch pierwszych sktadnikow szeregu (1), méwimy o
metodzie perturbacji I rzg¢du, jezeli do trzech to II rzgdu itd. W metodach perturbacyjnych
powazne trudnosci sa zwiazane z koniecznoscia wykonywania duzej ilosci obliczen
analitycznych. Jako wynik otrzymujemy zbidr klasycznych zadan, ktore zwykle
rozwiazujemy na drodze numerycznej, por. [1],[2],[6].
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W pracy zastosowano specjalny rodzaj liczb, zwanych dalej liczbami perturbacyjnymi II
rzedu (PN II rzedu) 1 podobnych do liczb perturbacyjnych zdefiniowanych we wczesniejszych
pracach autora, por. [8-18]. Przypomnijmy, Ze sa one zdefiniowane jako uporzadkowane
trojki liczb rzeczywistych (x,y,z)eR>. [19]

Zbior elementow PN II rzedu z dodawaniem (+¢) i mnozeniem (e ) oraz ustalonym
elementem neutralnym dodawania 0g:=(0,0,0) i mnozenia /,:=(1,0,0) jest cialem, por. [4-5].
Zdefiniowane w taki sposéb cialo jest nazwane ciatem liczb perturbacyjnych II rzgdu.

Ciato PN II rzedu nie zawiera ciata liczb rzeczywistych R. Mozna udowodni¢, ze liczby
rzeczywiste mozna rozpatrywac jako pewne szczegolne elementy podzbioru ciata PN II
rzedu, przy zachowaniu wszystkich obowiazujacych dla nich regut dodawania i mnozenia
oraz przy zachowaniu elementéw neutralnych dodawania i mnozenia.

Zdefiniowano rowniez funkcje o wartosciach perturbacyjnych II rz¢du dla argumentow
perturbacyjnych II rzedu, jako rozszerzenie klasycznych funkcji elementarnych i
trygonometrycznych. Wiasnosci °-funkcji sa podobne do wiasnosci zwyktych funkeji.

Obliczenia z wykorzystaniem liczb perturbacyjnych II rzedu sa z matematycznego punktu
widzenia réwnowazne klasycznym metodom perturbacyjnym II rzedu.

Nowy formalizm matematyczny zostal zastosowany do klasycznych zagadnief teorii
perturbacji z zakresu mechaniki teoretycznej. Rozwazono problemy statyczne i dynamiczne
prostych ram w zakresie sprezystym z perturbacjami w zakresie obciazen i parametréw (systemy
liniowych réwnan algebraicznych z perturbacjami), podobnie jak dynamiczne problemy drgan
(perturbowane zagadnienie warto$ci wlasnych). Zalety nowej metodologii sa przedstawione
zarobwno w zakresie obliczen analitycznych, jak 1 w specjalistycznych procedurach
numerycznych dedykowanych do zagadnien liniowych réwnan perturbowanych, zagadnien
wartosci wlasnych 1 badan w zakresie rownan rézniczkowych. Nowa technika moze by¢ np.
zastosowana do analizy roOwnan ze zmiennymi réznych typdéw i w sytuacji, gdy wszystkie
parametry rOwnania sg perturbowane.

Wraz z nowym systemem obliczefn otrzymujemy niezwykle proste i uzyteczne narzedzie
do rozwazan analitycznych i numerycznych zagadnien zlozonych probleméw perturbacyjnych
mechaniki. [14-27]

Bardziej zaawansowane zastosowania techniczne por. Skrzypczyk, Winkler-Skalna, Fale
akustyczne w warstwowym o$rodku niejednorodnym: nowa metoda perturbacji II rzedu,
niniejszy zeszyt.

2. SYSTEM ALGEBRAICZNY LICZB PERTURBACYJNYCH II RZEDU

DEFINICJA 1. Zdefiniujemy liczbg¢ zwana dalej liczba perturbacyjna II rzedu jako trojke
uporzadkowana liczb rzeczywistych (x,y,z)eR’. Zbior liczb perturbacyjnych II rzedu
begdziemy oznacza¢ jako Rg. Pierwszy element x trdjki (x,),z) jest nazywany wartoscia
gléwna, drugi y - perturbacja I rzgdu, natomiast trzeci z - perturbacja II rzedu.

Niech a,a;,asa3eRy; oznaczaja dowolne liczby perturbacyjne II rzedu oraz a:=(x,y,z),
a;=(xnynzy), a2:=(xy2z2), az:=(x3y3z3), x,y,zx,y,z;€R, 1=1,2,3. Powiemy, ze dwie liczby
perturbacyjne Il rzedu sa rowne: a;=a, wtedy 1 tylko wtedy, gdy x; = x, y; =y, oraz z; = z,.
Wprowadzimy w zbiorze R, dziatania dodawania (+¢;) i mnozenia (*;) nastepujaco:

) ag.'=(x1+x2,y1+y2,zl+zg) (2)
Ay a2 =(X1X2X V21X 1,X122F21%2FV1y2) 3)

TWIERDZENIE 1. Zbior R, z dzialaniami dodawania (+¢;) i mnozenia (*;) okreslonymi
wzorami (2) 1 (3) oraz z wyrdéznionymi elementami: zerowym 0Og:=(0,0,0) oraz jedynkowym
1:2:=(1,0,0) jest ciatem. Ciato to nazwiemy ciatem liczb perturbacyjnych II rzedu. [
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Okreslone powyzej w def. 1 cialo R, nie zawiera ciata liczb rzeczywistych R. Mozna
jednak wykaza¢, ze liczby rzeczywiste moga by¢ traktowane jako pewne elementy ciata R.», z
zachowaniem dzialan algebraicznych oraz elementow neutralnych dodawania i mnozenia,
por. [8-9], [11-13].

TWIERDZENIE 2. Przeksztalcenie j:R—Rg, j(x):=(x,0,0) dla kazdego xeR, jest
zanurzeniem systemu algebraicznego liczb rzeczywistych R w systemie algebraicznym Rg;.
Jest ono przeksztalceniem roznowartosciowym oraz zachowuje odpowiadajace sobie
dziatania algebraiczne oraz elementy neutralne dodawania i mnozenia. [ |

Wigcej szczegotoéw patrz [8]-[11].

3. NOTACJA UPROSZCZONA W RACHUNKU PERTURBACYJNYM

Poniewaz przeksztatcenie j(.) jest zanurzeniem, wigc kazda liczbg perturbacyjna postaci
(a,0,0)eRg, acR mozemy utozsami¢ z liczba rzeczywista a. Mozemy skorzysta¢ z tego
utozsamienia w celu wprowadzenia dogodniejszej symboliki dla liczb perturbacyjnych.

Oznaczmy przez ¢ liczbg perturbacyjna (0, 1,0) oraz przez n liczbg perturbacyjna (0,0, 1).

Zalézmy, ze liczba perturbacyjna (x,0,0) bedzie identyfikowana z liczba xeR, (1,0,0) z
liczba yeR oraz (z,0,0) z liczba z. Wowczas dla dowolnej (x,,z) eR¢r, mamy

xy,z) = (x,0,0) +2 (0,y,0) +2 (0,0,z) = (x,0,0) +2 ,0,0) *2 (0,1,0) +2 (z,0,0) *> (0,0,1) =
j(x) +e 5‘52].01) ton2jz) =x toeny tong:z “4)

Liczby rzeczywiste x,y,z nazywac¢ bedziemy odpowiednio: czgs$cia gtowna: a mv, czescia
mata I rzedu (perturbacja I rzedu): a_pv; 1 czg$cia mata Il rzedu (perturbacja Il rzedu): a pv,.
Liczbg perturbacyjna Il rzedu a=x+p,&°0y+on°0z bedziemy zapisywaé w uproszczeniu
a=x+ey+nz=a mv+tea pv;+na pv,. Jezeli obie czegsci perturbacyjne sa rowne zeru, to a jest
liczba rzeczywista.

Z praw mnozenia wynika, ze
E:=¢ge06=(010) 2 (0,1,0) = (0,0,1) =n,

a wiec zgodnie z uproszczona notacja & =7. Podobnie

en:=¢e2n=1(0,1,0) 2 (0,0,1) = (0,0,0),

7= 102 n=(0.0.1) 2 (0.0.1) = (0,0,0)

Ei=gopeope=6 2e=(0,01) *» (0,1,0) = (0,0,0),

i zgodnie z uproszczona notacja £ =0. Jak zwykle bedziemy uzywaé skrotu dla a*a; jako aa;
oraz a +yajjako a+aj.

Mozemy zatem stwierdzi¢ na podstawie powyzszych rozwazan, ze zdefiniowane zostaty
nowe obiekty. Beda dalej nazywane liczbami perturbacyjnymi Il rz¢du i sa uporzadkowanymi
trojkami liczb rzeczywistych (x,,z)eR’, ktore beda zapisywane w nastepujacej formie:
a:=x+ey+mz =x+ey+e&z. Zbior liczb perturbacyjnych IT rzedu bedzie oznaczony jako R,
naturalnie j(R)CR,;.

Zwolennicy ,,zwyklych” metod perturbacyjnych moga ,,dziata¢” na nich tak jak na
liczbach rzeczywistych, dodajac je, odejmujac, mnozac i dzielac. Symbol & bedzie pehit rolg
matego parametru II rzedu, przy zalozeniu, ze £=0.

Wzory na sumg, roznicg, iloczyn i iloraz daja si¢ przy wykorzystaniu uproszczonej notacji
wyrazi¢ nastepujaco:

ajtay.: = )C1+)C2+8()/1+y2)+82(21+22) (5)

Odejmowanie zdefiniujemy jako a;-a; = a;+(-a,), zatem
ap;-dy .= XI-)C2+8()/1-y2) +6‘2(21-22) (6)
oa ;= ax+elay)+€ (az), for aeR! (7)

aa;:= x1x2+8(x1y2+x;y1)+62(x122+21x2+y1y2) (8)
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Element odwrotny do liczby perturbacyjnej a=x+ey+&z jest zdefiniowany jako liczba
perturbacyjna a‘1=x1+ay;+8221 taka, ze aa’'= (x+éy+ézz)(x1+éy1+6221)=(1,0,0),
x,y,z,x,v,z1€R. Zauwazmy dalej

(vtey+e’s) (xitey+ez) = xxpte(ayy Tyx)E (xzityyitaxy) =1+e0+£0  (9)
wtedy i tylko wtedy, gdy

_ 1 :
x1+5y1+5221=(x,y,z)Iz(;,—%,—x—zz—i-%j, x#0 (10)

Formuta dzielenia moze by¢ zatem wprowadzona w nastgpujacy sposob

2
(oo e
a,/a,=\"" & i . \=

X, ey, +éz,

Iy v
_ 2 2 2 2 2 | |=
—@+Wﬁ64'——&7+8——ﬂ“7 =

X, X5 X X

2
X X X,z X Z
:_1_,_8(&_ 1J;2J+82(_ 122+ 1Y _yIJ;2 +_1], X, #0

3
X, X X X X, X X

4. UOOLNIONE &-FUNKCIJE

Funkcje o warto$ciach perturbacyjnych sa definiowane dla argumentéw perturbacyjnych
jako rozszerzenia klasycznych funkcji elementarnych i trygonometrycznych. Szczegdtowe
wlasnosci e-funkcji byly analizowane bardziej szczegélowo w pracach [10], [12-14], [20],
[24-27].

Niech DcRg; bedzie dowolnym podzbiorem. Jesli kazdej liczbie aeD przyporzadkujemy
&-pewna liczbe perturbacyjna II rzedu, to powiemy, ze w zbiorze D zostala okreslona funkcja
perturbacyjna Il rzedu f.» :D—R, zmiennej perturbacyjnej a. Bedziemy pisaé f. :D—R; lub
w = f¢(z) lub w uproszczeniu w = &f(z).

Dla zilustrowania, w jaki sposéb mozna tworzy¢ rozszerzenia znanych funkcji na
argumenty perturbacyjne, wykorzystamy dowolna prosta funkcje. Obok wielomianow i
funkcji wymiernych do najprostszych funkcji zmiennej rzeczywistej nalezy funkcja
wykladnicza exp(a). Jak zatem rozumieé natomiast zapis exp(a), gdy a=x+gy+&z€Rg?

Jak wiadomo, dla xeR, funkcja wyktadnicza jest okreslona szeregiem potegowym
2 3 ) k
X xx X
exp(x)=1+—+—+—+....... =) —, xXeR 11
O TAS TR k! (h

zbieznym na calej osi R. Na podstawie relacji (11) zdefiniujemy funkcje expo(a), dla
a=x+ey+&z eRg, jako

2 3 o0 k
expgz(a).':1+£+a—+—+ ....... =>» —, aceR, (12)
Korzystajac z relacji (11) oraz (12), mozemy napisac
x+ey+ez x° +52xy+52(2xz+y2)

exp,,(a):=1+ T + Py S =

2
:(1+5y+82(z+y7jjexp(x) acR,

(13)
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Zauwazmy, ze szereg (13) jest bezwzglednie zbiezny dla kazdej warto$ci aeRg,. Zachodzi
ponadto
J(exp(x)) =(exp(x),0,0)=expe(x),
czyli nowa funkcja exp(.) jest rzeczywiscie rozszerzeniem funkcji rzeczywistej exp(x).

5. PRZYKLAD

Nowy formalizm matematyczny zostal zastosowany do prostych problemow
perturbacyjnych, ktore wystepuja w klasycznej mechanice teoretycznej. Przedyskutujmy
problem perturbacyjny dla zagadnienia statyki prostej ramy (rys. 1) oraz zagadnienie jej
drgan dynamicznych, por. [3]. Zalety nowej metody mozna zauwazy¢ zardéwno w
rozwazaniach analitycznych jak i w procedurach numerycznych, ktore stuza analizie uktadow
liniowych oraz problemow zagadnien wtasnych, por. [8-13], [20-27].

Roéwnania réwnowagi przyjmuja posta¢ Kg=F, w szczego6lnosci

2+ 0 -6 -2 q, 0

EJ| 0 1242 61 0 |q| |OP ., ar

= ] = 2 |, =" (14)
v 0 0 2|4, 0

Zalozmy, ze A=80, I=5, p=4.157, szczeg6ly patrz [3]. Dla tych wartosci nominalnych
przyjeto, ze: perturbacje I rzedu dla wszystkich niezerowych elementéw sa losowe oraz rzedu
+/0% nominalnej warto$ci, perturbacje II rzgdu wszystkich elementéw niezerowych sa
losowe oraz rzedu +/% nominalnej warto$ci. Znaki perturbacji zatozono losowe. Numeryczne
warto$ci po obliczeniach nastgpujace:

6412.000 — £641.171 - £°53.215 0.000 —30.000— £2.808 + £20.186  —6400.00 + £303.480 — £731.170
_ 0.000 6412.000 + £129.975 + £750.220  30.000 + £0.090 — £70.061 0.000
—30.00 - £2.808 + £70.186 30.000 + £0.090 — £20.061 200.000 - £16.418 0.000

—6400.000 + £303.480 — £°31.170 0.000 0.000 —6400.000 + £303.480

F:[0.000 124.703+£2.293+£%0.029  8.660+£0.652 +£°0.086 O.OOO]T.

1

a) (apl P b) 9,
3 . L
y EJ 6 2 W3 l_'ui m
i (1] 2 b ® PARS
lg; s ®3 u3 1
I g2 2]
Jo
) ,,32% w2 |13
qs ﬁug
/ ?;

Rys. 1 Schemat ramy [3]

2@2
|
u
2,77

W»

Numeryczne obliczenia w nowej arytmetyce sa bardzo tatwe do programowania, prawie z
taka sama ztozonoscia jak dla liczb rzeczywistych lub zespolonych. Obliczenia wykonano z
pojedyncza precyzja z wykorzystaniem standardowej procedury eliminacji Gaussa z
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réwnowazeniem (pivoting) zastosowanym do czg$ci glownej macierzy perturbacyjnej K,
mianowicie do K _mv, [6]. Otrzymano nast¢pujace wyniki:

3
q= %[0. 162 £1.465— £°15.853, 0.019+£0.009—£20.011, 0.0647— £0.209+ £20.000, 0.162 - £1.475+ £15.946]"

Doktadnos¢ obliczen byta kontrolowana przez sledzenie wartosci odpowiednich residudw:
residuum_mv=[-.12207030E-03, -.15258790E-04, .95367430E-06, .00000000E+00]
residuum_pvI=[.00000000E+00, -.47683720E-06, -.22649770E-05, .00000000E+00]
residuum_pv2=[.00000000E+00, -.49173830E-06, -.28885900E-04, .00000000E+00]

Warunek wystarczajacy stabilnoéci rozpatrywanej ramy jest nastepujacy: macierz K - o°K¢’

musi by¢ macierza dodatnio okreslona, por. [3,4], gdzie

6 0 L 0
5 10 5
K= 0o 0 0 0 O_z_i
A 2r T EJ
-— 0 — 0
10 15
0o 0 0 0

Dla o°=0 powyzsza macierz jest macierza sztywnosci i ma wiasnosé¢ dodatniej okre§lonosci.
Ale wlasno$é ta moze ulec “zagubieniu®, jezeli spetniona bedzie relacja det(K-o°Ks’) = 0, a
mianowicie

2—30(12+/12)a4—%(192+25,12)af+12(24+5/12):0 (15)

Zatoimy, ze A=A, + &l +&°A,. Wowcezas rownanie (15) przyjmuje postaé

2—30(12+/102 J* —%(192+25/102 Jo? +12(24+ 52,7 )+ 5/10/1,(% o' — 2007 + 120j+

(16)
n 52(% (22,4, + 27 ) + 100242, + 27 )7 +60(22,2, + 2 )j )
Roéwnanie (16) ma dwa rozwigzania
o 41924252 T 25976 + 14557 + 1007 (17)

0 2
3 12+ 2
gdzie wszystkie operacje sa w sensie perturbacyjnym.
Zaldzmy, ze A=80+¢0.8+¢°0.08, wowczas otrzymujemy wyniki numeryczne postaci
01°=6.663858+¢5.612860E-05+£°4.770570E-06
05°=59.957890+¢8.406466E-04+¢"7. 148685E-05

6. WNIOSKI

Obliczenia z wykorzystaniem nowych liczb perturbacyjnych prowadza do aplikacji, ktore

z matematycznego punktu widzenia sa réwnowazne metodom perturbacyjnym II rzedu w

klasycznej teorii perturbacji. Zalety nowego systemu algebraicznego sa nastgpujace:

. mozemy catkowicie pomina¢ etap ztozonych obliczen analitycznych, ktore sa typowe
dla rozwijania aproksymowanych wielko$ci rozwiazan w szeregi nieskonczone. Ta metoda
jest skuteczna réwniez dla wielkos$ci nieznanych - poszukiwanych rozwiazan, jak roéwniez
dla wspotczynnikdw perturbacyjnych rozpatrywanego problemu;
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. otrzymujemy ogromne uproszczenie wszystkich obliczen arytmetycznych, ktore
wystepuja zwykle w analitycznym sformulowaniu i analizie problemu;
. wigkszos$¢ znanych algorytméw numerycznych moze by¢ w prosty sposéb adaptowana

dla nowego systemu algebraicznego bez wigkszych trudnosci.

Wraz z nowym systemem algebraicznym otrzymujemy zbior bardzo prostych narzedzi
matematycznych, ktore mozna w tatwy sposoéb wykorzysta¢ w rozwazaniach analitycznych
oraz w komputerowej cz¢sci analizy ztozonych problemoéw perturbacyjnych.

Pokazano przyktady aplikacji sformutowania perturbacyjnego w dwoch klasycznych
zadaniach mechaniki komputerowej. Przedstawiono szczegély analizy numerycznej dla: ramy
sprezystej o parametrach perturbowanych pod dzialaniem perturbowanych obciazen (systemy
liniowych réwnan algebraicznych) oraz analizy perturbacyjnej stabilnos$ci (perturbacyjne
zagadnienie warto$ci whasnych).
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II-ORDER PERTURBATION METHODS IN MECHANICS

Summary. The aim of the paper is to present a new algebraic system with
specifically defined addition and multiplication operations. The new numbers
called II-order perturbation numbers are introduced. It’s proved that the system of
real numbers (R,+,o) is imbedded into the new algebraic system (R, *:,9:).
Some additional properties as subtraction, inversion and division are presented
too. Classical higher-order perturbation problems can be solved in the new
algebraic system as easy as usual problems of applied mathematics, theoretical
physics and techniques. Additional analytical transformations are not required.
Static perturbation problems of a simple frame are discussed as well as dynamical
vibration problems.



