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Streszczenie. Analizowany jest warstwowy osrodek o skonczonej wysokosci
(grubosci), w ktorym parametry warstw zaleza od polozenia. Rozpatrywane sa
warunki brzegowe typu Dirichleta (brzeg sztywny) lub typu mieszanego (brzeg
odbijajacy). Zastosowano metod¢ perturbacji I rzedu, ktora wykorzystuje pojecie
liczb perturbacyjnych II rzedu. Otrzymano perturbacyjne wielko$ci wartosci
wilasnych 1 wektorow wlasnych réwnania opisujacego potozenie w obu
rozpatrywanych przypadkach, tj. brzegu sztywnego i odbijajacego. Poprawki
perturbacyjne dla wartosci witasnych i1 wektorow wiasnych zostaty wyliczone
numerycznie z rownan perturbacyjnych dla rozpatrywanych przypadkow.

1. WSTEP

Badania nad propagacja fal akustycznych w osrodku niejednorodnym zyskaly w ostatnim
okresie na znaczeniu. Jest to spowodowane konieczno$cia doktadniejszego zrozumienia
detekcji sygnatdéw w akustyce i sejsmologii. Reprezentacja spektralna rownania falowego
zostata osiagnigta przy zalozeniu symetrii cylindrycznej i przy zastosowaniu metody rozdzielenia
zmiennych, co spowodowalo rozdzielenie rownania falowego na dwa oddzielne réwnania.

Zastosowanie jednorodnego modelu propagacji fali prowadzi w wyniku do prostego
zadania dla warto$ci wlasnych i rozwigzanie otrzymuje si¢ jako nieskonczony szereg wartosci
wiasnych 1 rodzing funkcji wlasnych. Z drugiej strony wiadomo, ze predkos¢ dzwigku moze
si¢ zmienia¢ w zaleznosci od innych warunkow, takich jak np.: temperatura, wilgotnosc,
zasolenie, polozenie itp. Temat zostat zainspirowany artykutem [18], w ktorym zastosowano
klasyczna teorig perturbacji, por. [1-2], [4], [6-7], [9], a ktory jest w znacznym stopniu bigdny.

W niniejszej pracy wykorzystano odmienna technike wykorzystujaca specjalne liczby,
zwane liczbami perturbacyjnymi II rz¢du. [10-15]

Réwnanie Helmholtza we wspotrzednych cylindrycznych jest spelnione przez cisnienie
akustyczne pY dla kazdej j-ej warstwy, przy zatozeniu symetrii radialnej, [5]. W naszych
badaniach zatozono, dla uproszczenia, ze dolna czg§¢ obszaru cylindrycznego jest sztywna
(warunki Dirichleta - I przypadek). W praktycznych zastosowaniach jednak czgsto zdarza sig, ze
brzeg nie jest sztywny, ale posiada wiasnosci absorbujace lub impedancyjne (warunki brzegowe
mieszane - II przypadek). Z fizykalnego punktu widzenia oznacza to, ze czgs¢ pola
akustycznego jest odbijana, natomiast cz¢$¢ pochtaniana, por. [3].

Naturalnie rozpatrywany model matematyczny moze by¢ tatwo uogo6lniony na wigksza
liczbe warstw. Zastosowana metodologia moze by¢ stosowana do dowolnych problemow
brzegowych opisanych réznymi warunkami brzegowymi. Rozpatrywana byla zalezno$¢
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gestosci osrodka od wysokosci potozenie w warstwie oraz jej wplyw na wartosci wlasne
1 funkcje wlasne zagadnienia, ktore wynikaja z rownania Helmholtza dla ci$nienia akustycznego
w osrodku warstwowym o skonczonej grubosci. Dla uzupeltnienia rozwazan, oprocz warunkow
brzegowych typu Dirichleta, ktore odpowiadaja brzegowi sztywnemu, rozpatrywano warunki
brzegowe typu bardziej ogodlnego - mieszane, ktore odpowiadaja brzegowi o charakterze
odbijajacym [3], [5]. Pokazano, ze warto$ci wilasne 1 funkcje wilasne zagadnienia mozna
otrzyma¢, dla obu przypadkéow, z hierarchicznego uktadu roéwnan rézniczkowych.
Wyznaczono czg¢sci gtowne wartos$ci wlasnych 1 funkcji wlasnych zagadnienia oraz ich czesci
perturbacyjne, zaréwno I jak i Il rzedu.

Zastosowana zostala metoda perturbacyjna bazujaca na nowym systemie algebraicznym,
ktory wykorzystuje specjalnie zdefiniowane liczby perturbacyjne II-rzedu (por. Skrzypczyk,
,»Metody perturbacyjne Il rzgdu w mechanice”, niniejszy numer ,, MI”).

2. MODEL MATEMATYCZNY

Rozpatrujemy model osrodka sktadajacy si¢ z dwoch warstw podobnie jak w pracach [3],
[18]. Geometria rozpatrywanego modelu o$rodka jest przedstawiona na rys. 1.

Analizowany jest osrodek o wysokosci /4 sktadajacy sie z dwoch warstw o statej grubosci,
dolna warstwa ma wysokos¢ d, skad wynika, ze gorna ma wysokos¢ /-d. Warunki brzegowe sa
sformutowane w potozeniach z=0, z=d oraz z=h. Ci$nienie akustyczne p;, gestos¢ p, predkosé
¢;,- oraz liczba falowa k; oznaczaja odpowiednie wielkosci dla j-ej warstwy, j=1,2.
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Rys.1. Geometria problemu Rys.2. Cylindryczny uktad wspotrzednych

Rozpatrzmy réwnanie Helmholtza we wspoétrzednych cylindrycznych (rys.2) opisujace
ci$nienie akustyczne p% w j-tej warstwie:

8" +1 ap® N 8" a)

+kip” =0  k,=—,i=12 1
o ror o P = M
Zastosujmy metode rozdzielenia zmiennych, t.j. zatozmy, ze p"(r,2)=R(r)¢"(z). Otrzymamy
2 @) '
dd¢’2 (k=A@ =0, i=12 )
z
2
dl}+ld—R+lR:0, =12 3)
dr® r dr

Jezeli zalozymy symetrig radialng rozwiazania, mozemy analizowa¢ dalej tylko pierwsza grupe
roéwnan (2), por. [5,9].
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W naszych dalszych rozwazaniach konsekwentnie zaktadamy, Ze podstawa obszaru
cylindrycznego jest swobodna oraz ze gorna cze$¢ cylindra jest sztywna (warunki Dirichleta - 1
przypadek) lub odbijajaca (warunki mieszane - II przypadek), tak ze réwnanie zalezne od
wysoko$ci ma prosta postac.

2.1 Sztywna gorna cze$¢ obszaru cylindrycznego

Zaktadamy, ze podstawa cylindra jest swobodna, skad wynika, ze dla powierzchni z=0 mamy

9"(0)=0. “)
Z ciagtosci ci$nienia akustycznego na powierzchni interfejsu z=d wynika
o) = ¢(d) (5)

natomiast z ciagtosci gradientu ci$nienia akustycznego na powierzchni interfejsu wynika
1 dp(d) _ 1 dp™(d)

p Az p, dz ©
natomiast warunki dla powierzchni sztywnej z=h daja warunek
2
dp™(h) _ 7
dz
Dla wygody przyjmijmy dalej nastgpujace oznaczenia
vl =k-A, i=1,2. (8)
wowczas rownanie (2) przyjmie postac
2 ()
2y @=0, =12 ©)
dz
Rozwiazanie ogdlne réwnania (9) ma postacé
0"(z) = Asin(y,z) + Dcos(y,2) 0<z<d (10)
q)(z)(z) = Bsin(y,z) + Ccos(y2z) , d<z<h (11)
Wykorzystujac warunki brzegowe (4)-(7), otrzymamy
D=0 (12)
Asin(y;d) = Bsin(y,d) + Ccos(y.d) (13)
p2 Ay cos(y1d) = p1 (By2cos(y2d) - Cyasin(yzd)) (14)
Bycos(y2h) - Cyssin(y2h) = 0 (15)

Roéwnania (12)-(15) sa jednorodnym uktadem liniowych réwnan algebraicznych ze wzgledu
na niewiadome A, B, C, D. Taki uktad rownan posiada rozwiazanie nietrywialne wtedy 1 tylko
wtedy, gdy [5]

sin(7d)  —sin(nd)  —cos(rd)
det| p,y, cos(y,d) —py,cos(y,d)  pyy,sin(y,d) |=0 (16)
0 cos(y,h) —sin(y,h)

a po rozwinigciu wyznacznika (16)
P17, sin(y,d)(cos(y,d)sin(7,h) —sin(y,d) cos(7,h)) -
~ 7 cos(y,d)(cos(7;h) cos(7,d) +sin(y,d)sin(y,h) ) = (17)
= pysin(rd)sin(y, (h—d))= p,, cos(z,d) cos(y, (h - d)) =0

Pamigtajac, ze yi2=ki2—7», i=1,2 z rownania charakterystycznego (17) otrzymamy cata rodzing

wartosci wlasnych A, m=1,2,3,..... Odpowiadajace im funkcje wtasne przyjmuja postaé
om'(z) = Asin(y,z), 0<z<d (18)
on?(z) = A sin(yld)w d<z<h (19)

cos(y,(h—d))’
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Dla uproszczenia wprowadzimy dalej normalizacj¢ wartos$ci wlasnych. Warunek normalizacji
przyjmuje standardowa postaé

h d h
[0 (2)dz=[ 0" (2)dz+ [ 9" (2)dz =1 (20)
0 0 d

Odpowiednie catki daja SiQ obliczy¢ w sposob jawny

j O (z)dz == —L cos(y,d)sin(y,d)=— 1)
27, GO
22 sin (}/ld) h-d 1 . B B 1
J-(o (z)dz = 0052(72 h —d))( 5 + 2, sm(y2 (h d))cos(;/2 (h d)) = —i(z)z (22)
Zalc')zmy dalej, ze A=G;, gdzie
11 1 (23)

= +
2 2 2
) (2)
G’ G &

1

2.2 Odbijajaca gorna powierzchnia obszaru cylindrycznego

Rozwazmy dalej pewna modyfikacje osrodka sktadajacego si¢ z dwoch jednorodnych
warstw ograniczonych przez powierzchni¢ swobodna na podstawie cylindra 1 powierzchnig
odbijajaca na powierzchni gornej. RoOwnania rézniczkowe opisujace ci$nienie akustyczne sa
takie same jak poprzednio (9). Podobnie bez zmian pozostaja warunki brzegowe na
powierzchniach z=0 oraz z=d, ktore sa takie same jak w poprzednim przypadku, patrz
roOwnania (4)-(6). Natomiast warunek brzegowy na powierzchni odbijajacej] z=h przyjmuje
postac

407 | 4y 1y =0 24)

Zauwazmy dalej, ze jezeli a=0, woéwczas warunek odbicia staje si¢ warunkiem “sztywnym”,
por. (7). Wykorzystujac warunki brzegowe (4)-(6) oraz (24), otrzymamy

D=0 (25)

Asin(y;d) = Bsin(y,d) + Ccos(y.d) (26)

p2 Ayy cos(y1d) = p1 (Byzcos(y2d) - Cyzsin(y2d)) (27)
By,cos(y2h) - Cyssin(yzh) + aBsin(y;h) + aCcos(y;h)= 0 (28)

Réwnania (25)-(28) sa jednorodnym uktadem rownan algebraicznych z niewiadomymi A, B,
C, D, [5]. Uktad réwnan ma rozwiazanie nietrywialne wtedy i tylko wtedy, gdy

sin(y,d) —sin(y,d) —cos(y,d)
det| p,y, cos(y,d) — P17, c08(y,d) P17, sin(y,d) =0 (29)
0 7, cos(y,h)+asin(y,h) -y, sin(y,h)+acos(y,h)

a po rozwinigciu wyznacznika (29)
P77, sin(y,d) Sin(72 (h- d))_ P17, c0s(y,d) COS(72 (h— d))+
—ap,y, sin(y,d) COS(72 (h+ d))_ ap,y, cos(y,d) Sin(72 (h- d)) =
Pamicetajac, ze yi’=k;>-A, i=1,2 z rownania charakterystycznego (30) otrzymujemy cata rodzing

(30)

wartosci whasnych A, m=1,2,3,..... Odpowiadajace im funkcje wtasne przyjmuja postac
om'(2) = Asin(y;2), 0<z<d (31)
(pm(2)(z) — Asin(}/ld\ 7> COS(}/Z (h Z))+ CZSll’l(}/Z (h Z)) d<z<h (32)

7, cos(y,(h—d))+asin(y,(h—d))’
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Dla uproszczenia dokonamy dalej normalizacji warto$ci wiasnych, podobnie jak
w poprzednim przypadku. Warunek normalizacji przyjmuje posta¢ (20). Odpowiednie catki
przyjmuja postac
L2 1 b2 1
[0 @z=—1 [ (@)dz=— (33)
0 Gi d G

(2)2
i

Zalozmy dalej, ze A=G;, por. (23).
3. NIEJEDNORODNE PERTURBOWANE WARUNKI BRZEGOWE

Wezmy pod uwagg niejednorodny osrodek warstwowy, w ktorym zarowno dolna, jak i
gorna warstwa o$rodka moga mie¢ zmienne parametry fizyczne, zalezne od potozenia. Wynika
stad zmienno$¢ wspodtczynnika odbicia, ktora skutkuje zalezno$cia predkosci falowej od
wysokosci w obszarze cylindra. Zastosujemy technike perturbacyjna zaproponowana przez
Skrzypczyka, por. [10]-[15], w celu okreslenia warto$ci wiasnych i odpowiadajacych im
wektorow wiasnych, dla przedstawionych wczesniej zagadnien brzegowych.

Poniewaz rozpatrujemy o$rodek sktadajacy si¢ z dwdch warstw, dla uproszczenia notacji

przyjmiemy
O 0<z<d
R (34)
p? d<z<h
Zatozmy, ze warstwy osrodka sa niejednorodne, stad wynika, ze réwnanie (2) staje si¢
réwnaniem perturbacyjnym II rzgdu postaci
d’o

dz*

+ K2 (14 &5,(2) + €75, (2) ) = A, (35)

gdzie s(z)=eso(2)+€°s1(2) jest miara niejednorodnos$ci zalezna od potozenia we wspotrzednych
cylindrycznych. Jezeli s(z)=0, problem redukuje si¢ do zagadnienia os$rodka jednorodnego
analizowanego wczesniej. Rozumujac jak w [3,8,18], zal6zmy, Zze zagadnienie wiasne (35)
bedzie rozpatrywane w sensie uogélnionym w Ry. Zauwazmy dalej, ze ®=Dy+ed +&°D,,
}\,:7L0+8}\,1+82}\,2, gdzie @y, @y, Dy, Lo, A1, A2eR. Wowczas réwnanie (35) przyjmie postaé

2 2 2
ddio +e ddjzl +g’ ddj;z + KD+ & (D, + D s, (2) )+ £k (D, + D s, (2) + D3, (2)) = 36)
= 2, @, +&(4,®, + 4D, )+ (A,D, + 4D, + L,D,)
Jezeli poréwnamy wspotczynniki przy odpowiednich potggach parametru &, otrzymamy
réwnania nieperturbacyjne

d’®
d220 +k’®, = 4,®, (37)
o,
7 K@+ 0s,2)= (4P + 20, (38)
o, ,
?+k (D, +Ds5,(2) + D5, (2)) = 1, P, + 4D, + LD, (39)
Dalej bedziemy pisaé yo=k*-Ao i wowczas rownanie (37) przyjmie postaé
d’®
d220 +y'D, =0 (40)
Poniewaz problem wlasny (40) dotyczy operatora typu Sturma-Liouvile’a, posiada on
nieskonczong liczbe warto$ci whasnych {yo1, Y02, Y03, -..... s Yo -}, gdzie Yom=K*-Aom.

Odpowiadajace im funkcje wlasne oznaczymy {®@g;, P, Po3, .. Pon, ... }+. Dalej bedzie
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stosowana nastepujaca notacja ®,=Pg,+eD,+e Dyp, Ay=hopteh e Aoy, (O :Zaplﬂ)()k,
k=1

o, = z ,BkaDOk , zaktadamy dalej, ze (@D, Pon)=1 dla dowolnego n, (D¢, Dom)=0 dla nzm.
k=1

Mozna udowodni¢, ze

. =k2<sl(z)CD0p,CD0p> for p=1,2,3,..... 41)
Aoy =K (5,(2) D, @4 ) + K (5, ()P, Dy, ) for p=1,2,3,... (42)
gdzie

D —a @ i g 8
i = Fpp 0p+z/1 iy 0i (43)

izp i 0p

i

(DZp = ﬂpp(DOp +Z _pﬂ CI)Oi (44)

izp “oi 0p

Wspotczynniki yp; oraz mp; sa wyznaczone z rozkladu Fouriera znanych funkcji.
4. PRZYKLAD NUMERYCZNY

Zatézmy, ze h=1300 [m], d=750 [m], ¢;=1500 [m/s], c;=1495 [m/s], ®=376.991 [rad/s],
p1=1.0%*10° [kg/m’], p=1.0%10° [kg/m’].

04
0.25091, 0.05 T T T T

02 . 0025 fflEf 1 |
ALgl(2)
o h A80-0180(z) o [ || |1

A90-6190(z)

02 B -0.025

1 1 1 1 1 1 -0.05
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0 150 300 450 600 750

0, A 0.06311,

= 024919, 4

Rys. 3. Lewa strona rownania (17). Rys. 4. 1., 80., 90. - funkcje whasne ¢'V(x)
Dla tatwego poréwnania wynikéw zatozono takie same wartosci parametrow jak w pracy [18].
Zalozmy, ze w rozpatrywanym przyktadzie wystgpuje liniowe zaburzenie wspoOlczynnika

refrakcji dane wzorami
0 0<z<d
s,(2) = $,(2)=0.

d-z d<z<h

Jezeli rozwiazemy na drodze numerycznej rownanie (40), otrzymamy cala rodzing wartosci
wlasnych A, m=1,2,3,..... W rozpatrywanym przykladzie istnieje 100 rozwiazan. Odpowied-
nie funkcje wlasne otrzymamy z odpowiadajacych im réwnan (18)-(19) (rys.4). Wartosci
wielkos$ci perturbacyjnych pierwszego rz¢du A oraz drugiego rzedu A, dla wartosci wtasnych, w
przypadku ,sztywnych” warunkéw brzegowych otrzymujemy z réwnan (41)-(42) po
podstawieniu odpowiednich funkcji wtasnych danych rownaniami (18)-(19).

5. WNIOSKI

Przeanalizowano efekty zaleznosci wartosci wlasnych 1 funkcji wlasnych zagadnienia
opisujacego fale akustyczne od wspotczynnikow réwnania, ktére sa znanymi funkcjami
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potozenia (wysokosci). Cisnienie akustyczne w rozpatrywanym os$rodku warstwowym o
skonczonej wysokosci (grubosci) opisane jest réwnaniem Helmholtza o zmiennych,
perturbowanych wspodtczynnikach. Przeanalizowano podstawowy przypadek, gdy brzeg
obszaru jest sztywny oraz bardziej ogdlny, w ktorym zatozono, ze na brzegu moze wystapic¢
odbicie fali. Pokazano, ze wartosci wlasne i funkcje wlasne w zadaniu z brzegiem sztywnym sa
szczegllnym przypadkiem rozwiazania dla bardziej ogélnych warunkow brzegowych.

g 8 T T +
mewm«wmmw -+
7 +ﬁ‘$ﬁﬂ++
6 T
+
My 4 ‘H’;
++
= _
0 0 | |

1 34 67 100
1 i 100,

Rys. 5. Perturbacje I rzedu A wartosci wtasnych
6. WNIOSKI

Badano efekty zalezno$ci wartosci wiasnych i funkcji wiasnych zagadnienia opisujacego fale
akustyczne od wspotczynnikoOw rownania, ktére sa znanymi funkcjami potozenia (wysokosci).
Ci$nienie akustyczne w rozpatrywanym os$rodku warstwowym o skonczonej wysokosci
(grubosci) opisane jest rownaniem Helmholtza o zmiennych wspotczynnikach z perturbacjami.
Przeanalizowano podstawowy przypadek, gdy brzeg obszaru jest sztywny oraz bardziej ogo6lny,
w ktérym zatozono, ze na brzegu moze wystapi¢ odbicie fali.

Zastosowana zostata nowa specjalna metodologia metod perturbacyjnych dla otrzymania
wartosci wlasnych i funkcji wlasnych niejednorodnego modelu warstwowego. Zatozono, ze
gesto$é osrodka zalezy od polozenia, co powoduje taka sama zalezno$¢ liczby falowej. W
rozpatrywanym przyktadzie zatozono perturbacje liczby falowej, ktore sa liniowa funkcja
potozenia. Na rys. 4. pokazano przykladowe trzy funkcje wlasne. Na rys. 5. pokazane sa
perturbacje pierwszego rzedu wartosci wiasnych, spowodowane liniowa perturbacja liczby
falowe;j.

Obliczenia z wykorzystaniem nowych liczb perturbacyjnych prowadza do zastosowan,
ktére sa z matematycznego punktu widzenia rownowazne klasycznym metodom
perturbacyjnym II rzedu. Zalety nowego systemu algebraicznego sa nastgpujace:

o mozna pomina¢ wszystkie zlozone obliczenia analityczne, ktore sa typowe dla
przedstawienia wielkos$ci aproksymowanych w postaci szeregdw nieskonczonych. Dotyczy
to zarowno przedstawienia wielko$ci nieznanych - rozwiazan, jak i wspotczynnikow
problemu obciazonych perturbacjami;

. otrzymujemy duze uproszczenia wszystkich operacji arytmetycznych, ktore wystepuja
w analitycznym formutowaniu i analizie probleméw perturbacyjnych;
J wigkszo$¢ znanych algorytméw numerycznych moze by¢ w prosty sposob adaptowana

do nowego systemu algebraicznego bez specjalnych trudnosci.
Model matematyczny, ktory byt rozpatrywany, moze by¢ w prosty sposob uogoélniony na
przypadek wigkszej liczby warstw. Nowa metodologia moze by¢ réwniez zastosowana do
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bardziej skomplikowanych probleméw brzegowych oraz zréznicowanych warunkéw
brzegowych.
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ACOUSTIC WAVES IN LAYERED NONHOMOGENEOUS MEDIUM:
A NEW II-ORDER PERTURBATION APPROACH

Summary. We consider a layered medium of finite height in which the layers are
assumed to have position dependent properties. The boundary conditions are
considered to be either rigid (Dirichlet-type) or of a reflecting type (mixed-type). The
perturbation method based on Il-order perturbation numbers is used to obtain the
eigenvalues and the eigenfunctions of the height equation in the case of both the rigid
and reflecting boundaries. The corrections to the eigenvalues and eigenfunctions are
numerically computed from the perturbation formulae in both cases of interest.



