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Streszczenie. W pracy przedstawiono szybka wielobiegunowa metode elementow
brzegowych (SWMEB) w andizie tarcz liniowosprezystych, obciazonych stami
objetosciowymi. Opracowano program komputerowy wykorzystujacy trojweziowe
edementy brzegowe oraz <zescioweziowe trojkatne komorki  wewngtrzne,
Przedstawiono przyktad numeryczny andizy przemieszczen i naprezen W wirujacym
krazku. Badano czas obliczen, pami¢¢ oraz dokladnos¢ andizy wykonang trzema
metodami: konwencjonadna MEB, szybka metoda wielobiegunowa zastosowana tylko
do obliczenia sktadnikdw objetosciowych oraz kompletna SWMEB.

1. WSTEP

Stosowanie szybkig metody wielobiegunowe (SMW) (Greengard i Rokhlin [4]) przyczynito si¢
do powigkszenia zakresu zastosowan metody elementdw brzegowych (MEB). Efektywnos¢ andizy
konwencjonaing MEB jest ograniczona do uktaddw o liczbie stopni swobody uktadu nie wigkszej
niz kilka tysiecy, ze wzgledu na kwadratowa zaleznos¢ czasu obliczen oraz wymagang pamieci od
liczby stopni swobody. W przypadku szybkieg) wielobiegunowel MEB (SWMEB) zaleznosci te sa
liniowe i mozliwa jest efektywna andiza uktaddéw o duzo wigksze liczbie stopni swobody.

W pracy Nishimury [7] mozna zndez¢ szczeg6towy opis algorytmu SWMEB, sformutowania
dia réznych réwnan rozniczkowych oraz przeglad literatury dotyczace szerokiego zakresu
zastosowan metody. Wymienione 53 réwniez kierunki, w ktorych konieczne jest prowadzenie
dalszych badan. Wérdd nich zngiduje Sie obliczanie potencjaldow objetosciowych wystepujacych
w przypadku obecnosci sktadnikow zrédtowych, andizy zagadnien wiasnych, andizy zagadnien
nieliniowych, itd. Jako jedna z mozliwosci autor wymienit zastosowanie SMW do obliczania catek
objetosciowych po zdyskretyzowanym obszarze.

Ingber i in. [5] porowndi efektywnos¢ i dokladnos¢ roznych metod obliczania potencjatow
objetosciowych: metody rozwiazan szczegOlnych, zasady podwdéjng wzgemnosci, metody
catkowania bezposredniego po dyskretyzowanym obszarze oraz metody catkowania po obszarze
z wykorzystaniem metody wielobiegunowsej. Dwie pierwsze metody nie wymagaja dyskretyzacji
obszaru. Andizowano zagadnienia opisane rownaniami Poissona i nigiednorodnym rownaniem
Hemholtza. Wykazano, ze metody catkowania po obszarze sa znacznie efektywnigjsze oraz dgja
duzo doktadnigisze wyniki. Zdaniem cytowanych autoréw uzasadnione jest stosowanie metod
calkowania po dyskretyzowanym obszarze, zwlaszcza w obliczu stale rozwijgjacych si¢ algorytmow
generowania Satek.
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Zalety metody catkowania po obszarze opisdi rowniez Minutolo i in. [6]. Przedstawiono analize
MEB materiatdw gradientowych, z wykorzystaniem klasycznych rozwiazan fundamentanych.
Metoda wymaga uwzglednienia potencjatdw objetosciowych. Wyniki andizy poréwnano
z wynikami otrzymanymi za pomoca izoparametrycznego sformutowania MES, uwzglednigjacego
zmienne wiasnosci materialu w obszarze dementu. Wykazano, ze MEB dostarcza doktadnigjszych
wynikéw dla przypadkéw ze spigtrzeniem neprezen oraz dla obszardéw dyskretyzowanych
elementami skonczonymi (komorkami wewnetrznymi) o nieregularnym ksztatcie.

Wang i Yao [10] przedstawili zastosowanie SWMEB w andlizie statyczng tarcz sprezysto-
plastycznych. Obszar uplastyczniony dyskretyzowano galymi  tréjkatnymi komorkami
wewngtrznymi. Brzeg dyskretyzowano eementami liniowymi lub kwadratowymi. Do rozwiazania
uktadu nieliniowego zastosowano metode przyrostowa. W kazdg iterag)i  wyznaczano
odksztatcenia plastyczne w weztach wewngetrznych obszaru, a ukltad rownan rozwiazywano metoda
GMRES (ang. General Minimal Residual).

W ninigszg pracy przedsawiono andizg SWMEB tarcz liniowosprezystych. Program
prezentowany w pracy [8] zostal uzupetniony o mozliwos¢ andizy uktaddéw obciazonych stami
objetosciowymi [9]. Przedstawiono przyktad numeryczny analizy wirujacego krazka z otworem,
obciazonego stami odsrodkowymi. Wyniki andlizy porownano z rozwiazaniem analitycznym.
Celem pracy bylo szczegGtowe zbadanie wplywu parametréw metody na czas obliczen, pamieé
i doktadnos¢ dla uktadu o umiarkowang liczbie eementéw brzegowych i komorek wewngtrznych
(odpowiednio rzedu 107 i 10°).

2. SZYBKA WIELOBIEGUNOWA METODA ELEMENTOW BRZEGOWY CH

Rozwazane jest plaskie cialo wykonane z jednorodnego, izotropowego materiatu
liniowosprezystego. Cialo jest obciazone  statycznie  Sitami powierzchniowymi
I objetosciowymi, dziatgjacymi w jego ptaszczyznie. Dla takiego modelu stan ciata opisany jest
tozsamoscia Somigliany [1, 2]. W rOownaniu wystepuja catki brzegowe (potencjaty warstwy
pojedynczel i podwdjneg)) zaezne od rozwigzan podstawowych elastostatyki oraz od
przemieszczen i sit powierzchniowych wystepujacych na brzegu ciata. W réwnaniu wystepuje
rowniez calka po obszarze ciala (potencjat objetosciowy), zalezna od rozwigzania
podstawowego przemieszczen oraz od znanego pola sit objetosciowych. Rozwigzanie
numeryczne otrzymuje si¢ w wyniku podziatu brzegu na elementy oraz obszaru na komorki
wewnetrzne. ROwnania calkowe stosuje sie dla punktow kolokacji, ktére sa weztami
brzegowymi, co wiaze sSi¢ z koniecznoscia wielokrotnego obliczania catek brzegowych
i objetosciowych. Uktad rownan mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

[HK{U} =[c]{T} +{8}. (1)

gdzie macierze H i G zaleza od rozwiazan podstawowych oraz sposobu interpolacji wielkosci
brzegowych. Sa one pelne i niesymetryczne. Wektory U i T zawierga brzegowe
przemieszczenia 1 Sty powierzchniowe. Wektor B zawiera skladniki potencjatu
objetosciowego. Utworzenie uktadu réwnan (1) metoda bezposrednia wymaga wykonania
operacji w liczbie rzedu N*+NsM, gdzie N jest liczba elementéw brzegowych a M — liczba
komoérek wewnetrznych. Jesli dyskretyzowany jest caly obszar uktadu, liczba M moze by¢
znacznie wigksza od N i decydujacy wptyw na czas analizy ma catkowanie po obszarze.

W celu skrocenia czasu andlizy stosuje se SWMEB. Podstawowym jeg zatozeniem jest
przyblizenie potencjatdw ich rozwinigciem, w poblizu punktéw catkowania, w szereg
wielobiegunowy [11]. Okresla si¢ obszary: odlegly (odl), w ktorym korzysta si¢ z szeregu,
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oraz bliski (bl), w ktérym potencjaty obliczane sa poprzez bezposrednie catkowanie. Sktadniki
szeregu wielobiegunowego rozwijane sa dalej w szereg lokalny w poblizu punktéw kolokacji.
Daszy szczegbtowy opis metody zostanie pominigty ze wzgledu na istnigjacy szeroki zbidr
dostgpnych publikacji zwiazanych z metoda (zob. [7, 8, 9]). Wymienione zostana jedynie
glowne kroki algorytmu, ktorymi sa:
grupowanie komorek wewnetrznych wraz z elementami brzegowymi w obszarach i utworzenie
hierarchiczng struktury drzewa,
obliczenie wspoiczynnikow szeregu wielobiegunowego dla ngjmnigjszych komérek (lezacych
nangjwyzszym poziomie drzewa, tzw. lisci drzewa),
formowanie wspoiczynnikow wielobiegunowych dla wezldbw lezacych na coraz nizszych
poziomech drzewa, ze wspbtczynnikdw ich potomkow,
formowanie wspéiczynnikow rozwinigcia lokalnego weztdw drzewa, ze wspdtczynnikdw
rozwinigcia wielobiegunowego,
uzupetnianie  wspotczynnikow  rozwinigcia lokalnego wezldw poprzez  uwzglednienie
wspotczynnikdw lokalnych ich rodzicow,
obliczenie sktadnikow potencjatdw za pomoca szeregu lokalnego.
W wyniku przeprowadzenia wymienionych operagji uzyskuje S¢ uktad réwnan w nastepujace)
postaci:

[HI* (U} +{HU} =[G {1} +{B)" +({oT}" +{8)"). @

Elementy mecierzy (bl) oblicza si¢ poprzez catkowanie bezposrednie. Elementy wektoréw (odl)
oblicza se¢ w wyniku transformacji wspotczynnikow wielobiegunowych. Wektor sumy dwaoch
ogtatnich sktadnikow prawe strony réwnania oblicza S¢ poprzez transformacje wspotczynnikow
wielobiegunowych. Uwzglednigjac warunki brzegowe, rownanie sprowadza S¢ do postac

{Ax} ={v}. 3)

Wektor lewej strony rownania {AX'} zawiera skladniki potencjaldw zaleznych od
poszukiwanych wielkosci, natomiast wektor prawej strony rownania {Y} zawiera sktadniki
potencjaldbw zaleznych od zadanych przemieszczen, sit powierzchniowych oraz sit
objetosciowych. Rownanie mozna rozwiaza¢ tylko metoda iteracyjna, stad tez wystepuje
w nim wektor X' jako przyblizenie rozwiazania po i-tg iteracji. Catkowity czas analizy
SWMEB jest wielkoscia rzedu N+M.

3. PRZYKLAD NUMERY CZNY

Program komputerowy SWMEB, przedstawiony w pracy [8], wzbogacono o mozliwosé
przeprowadzenia analizy tarcz obciazonych sitami objetosciowymi. Program zastosowano do
analizy przemieszczen i naprezen wystepujacych w krazku z otworem [9], o statg) grubosci,
wirujacego wzgledem swej os ze stata predkoscia katowa w = 100%p rad/s. Krazek znajduje sig
w ptaskim stanie naprezenia. Modut Younga i liczba Poissona materiatu krazka wynosza
odpowiednio: E =200 GPa oraz n=0.3. Gestos¢ materialu jest réwna r = 7800 kg/m’.
Promien otworu wynos a = 0.25m apromien zewnetrzny krazka b=1m. Ze wzgledu na
symetri¢ krazka modelowano tylko jego fragment. Geometrig¢ i sposdb podparcia modelu
przedstawiono na rys.l. Rozpatrzono trzy sposoby dyskretyzacji ukiladu, ktére zostaty
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przedstawione na rys. 2. Stosowano trojweztowe elementy brzegowe oraz szescioweziowe
trojkatne komoérki wewngtrzne. Dane opisujace trzy modele zestawiono w tabeli 1. W kazdym
przypadku generowano nieregularna Siatke komorek wewnetrznych, poniewaz dla wielu
uktadéw spotykanych w praktyce mozliwa jest jedynie taka dyskretyzacja.

)

Rys.1. Krazek z otworem Rys. 2. Sposoby dyskretyzacji uktadu

Tabela 1. Parametry modeli dyskretnych analizowanego uktadu

Numer Liczba elementéw Liczba komor ek Liczba wszystkich Liczba stopni
modelu br zegowych wewnetr znych weztdw swobody ukladu
1 32 124 281 128
2 64 622 1309 256
3 128 2062 4253 512

Ruch obrotowy powoduje dziatanie sit odsrodkowych, ktére sa sitami zachowawczymi.
Catka powierzchniowa wystgpujaca w tozsamosci Somigliany moze zosta¢ sprowadzona do
catki brzegowsj, co eliminuje koniecznos¢ dyskretyzacji obszaru ciata [2]. Przyktad ma jednak
na celu pokazanie poprawnosci dziatania opracowanego programul.

Obliczenia wykonano za pomoca trzech wariantéw metody elementow brzegowych. Pierwszym
z nich byla metoda konwencjonana (oznaczana dag skrétem MEB), w ktorg calki brzegowe
i objetosciowe obliczane byly bezposrednio. W drugim wariancie catki brzegowe obliczane byly
metoda bezposrednia, natomiast catki  objgtosciowe z zastosowaniem szybkig metody
wielobiegunowg (metoda ta bedzie oznaczana skrotem MEB/SMW). Uktad réwnan w obu
przypadkach rozwiazywano metoda bezposrednia. W trzecim wariancie wykorzystano kompletng
metode wielobiegunowa, w ktorg catkki brzegowe i powierzchniowe obliczano, stosujac szeregi
(metoda ta bedzie oznaczana skrétem SWMEB). Uklad rownan rozwiazywano za pomoca metody
iteracyjng GMRES, z wsgpnym uwarunkowaniem. Stosowano macierz wstepnego
uwarunkowania, ktorg bloki lezace na diagonang byty tworzone z wyrazéw uwzglednigiacych
wplyw dementow brzegowych lezacych w tych samych ngmnigszych obszarach, co punkty
kolokagji. Tolerancja bledu wzglednego dla metody GMRES wynosita 10 .

W wariancie drugim oraz trzecim liczba sktadnikéw wszystkich szeregdbw wynosita koleino
5, 10 oraz 15. Dla drugiego wariantu metody maksymalna liczbe komérek wewnetrznych
w naimnigjszych obszarach przyjeto rowna 10, dla wszystkich trzech sposobow dyskretyzacji
uktadu. W przypadku kompletneg SWMEB maksymana liczba komérek wewnetrznych
w ngmnigjszych obszarach wynosita 20, 80 oraz 200, odpowiednio dla sposobow
dyskretyzacji (1), (2) oraz (3). Liczba ta zostata dobrana tak, aby zapewni¢ dobra zbieznosé
iteracyjnego procesu rozwiazywania uktadu rownan.
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Analizowano efektywnos¢ badanych metod. Na rys. 3 przedstawiono wzgledny czas
obliczen w funkcji liczby stopni swobody ukladu. Za wartos¢ odniesienia przyjeto czas
obliczen za pomoca MEB dla uktadu o ngjwickszej rozwazang liczbie stopni swobody.
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Rys. 3. Wzgledny czas obliczen w funkgji liczby stopni swobody uktadu

Duzy wplyw na czas andlizy w przypadku MEB/SMW ma liczba sktadnikow szeregu. Tylko
dia liczby sktadnikow réwnej 5 metoda byla efektywnigisza od MEB. Czas obliczen dla
najwigkszego uktadu byt okoto trzykrotnie krétszy od czasu obliczen MEB. Dla 10 sktadnikéw
szeregu czas obliczen byt zblizony, zas dla 15 sktadnikbw — prawie dwukrotnie diuzszy od
czasu obliczen MEB. Duzy wptyw liczby sktadnikow szeregu na efektywnos¢ wynika ze
stosunkowo matej maksymalng liczby komorek wewnetrznych w ngjmnigjszych obszarach,
utworzonych na etapie grupowania. Caty obszar analizowanego ukladu jest réwnomiernie
wypetniony komoérkami wewnetrznymi. Powoduje to utworzenie rozbudowane struktury
drzewa o duze liczbie pozioméw. Liczba weztébw na kazdym z pozioméw jest funkcja
wyktadnicza numeru poziomu. Liczba operacji transformacji jest proporcjonana do liczby
weztow drzewa, zas ztozonos¢ transformacji jest funkcja kwadratowa liczby skiadnikow
szeregu. Stad wynika diugi czas obliczen dla wigkszej liczby wyrazow szeregu.

W przypadku SWMEB czas analizy dla najwigkszego uktadu byt zblizony do czasu analizy
wykonangj za pomoca MEB. Maksymana liczba komorek wewnetrznych w najmnigjszych
obszarach byta 20-krotnie wigksza niz w przypadku MEB/SMW, stad tez niewielki wplyw
liczby wyrazow szeregu na czas obliczen. Liczba iteracji wynosita 19, 21 oraz 22, odpowiednio
dla pierwszego, drugiego oraz trzeciego sposobu dyskretyzacji, niezaleznie od liczby
sktadnikow szeregu.

Analizowano réwniez pamie¢ wymagana do przeprowadzenia analizy. Zaleznos¢ pamieci
od liczby stopni swobody uktadu przedstawiono na rys. 4. Dla wszystkich rozpatrywanych
przypadkéw dyskretyzacji pami¢¢ wymagana do analizy MEB byla najmnigjsza. W metodzie
tg nawickszy obszar pamieci zamuja macierze ukladu. Metoda wielobiegunowa wymaga
natomiast zapisania wyrazOw meacierzy pochodzacych od obszaréw bliskich oraz struktury
drzewa wraz z momentami wielobiegunowymi i lokalnymi, przypisanymi weziom drzewa
W przypadku MEB/SMW liczba sktadnikow szeregbw wplywa znacznie na zamowana
pami¢é. Pamig¢ ta dla ngjwigkszego uktadu jest 3+5 razy wigcksza od pamigci zgjmowane
w razie zastosowania MEB, zaeznie od liczby sktadnikow szeregu. W przypadku SWMEB
liczba sktadnikdw szeregdbw nie wptywa znacznie na pamigé, ktora jest okoto 1.5-krotnie
wigksza od pamigci w przypadku analizy MEB, dla najwigkszego z analizowanych uktadow.
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Wplyw liczby sktadnikéw szeregu na pamie¢ w przypadku metod wielobiegunowych zalezy,
podobnie jak w przypadku czasu obliczen, od stopnia rozbudowania struktury drzewa.
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Rys. 4. Wymagana pami¢¢ komputera w funkgji liczby stopni swobody ukiadu

Zbadano doktadnos¢ wykorzystanych metod. Uzyskane przemieszczenia | naprezenia
porbwnywano z rozwigzaniami  analitycznymi  [3]. Obliczano  wzgledny  btad
$redniokwadratowy rozwiazania numerycznego f " zdefiniowany nastepujaco:

e(f")= " x\/lg(fi“- e f xa00%, 4
e NS

gdzie f;® jest rozwigzaniem dokladnym w i-tym wezle, fi" jest rozwiazaniem przyblizonym,
If “rex|] jESt mMaksymalna wartoscia rozwiazania doktadnego oraz N jest liczba wezidw
brzegowych. Naprezenia obliczone dla weztow taczacych dwa elementy brzegowe traktowano
jako dwie oddzielne wielkosci, w zaleznosci od elementu, dla ktérego obliczano naprezenia.
W tym przypadku liczba N byta rowna liczbie weztow brzegowych pomnozonej przez 1.5. Dla
wszystkich weztdw brzegowych obliczono btad przemieszczen w kierunku promieniowym u,
naprezen w kierunku obwodowym s; oraz naprezen w kierunku promieniowym s,. Wartosci
bteddw wielkosci obliczonych badanymi metodami przedstawiono w tabelach 2, 3 4.

W przypadku MEB btad wzgledny przekroczyt wartos¢ 1% tylko dla naprezen w kierunku
promieniowym, dla uktadu o ngimnigiszg liczbie elementéw brzegowych. Ta sama uwaga odnos
S¢ do MEB/SMW, niezdeznie od liczby sktadnikdw szeregu. Dodatkowo, dla liczby sktadnikow
rowng 10 oraz 15 uzyskano te same wartosci btedow, co w przypadku MEB. Stad wniosek, ze
zastosowanie szeregbw do obliczenia tylko potencjatu objetosciowego nie powoduje znacznego
zmnigjszenia dokladnosci metody.

W przypadku SWMEB maksymalna wartos¢ btedu nie przekroczyta 7%. Wigksza wartos¢
bledu wynika stad, ze w metodzie tegj wszystkie calki pochodzace od obszaru odlegtego
obliczane sa za pomoca szeregdw, a ukitad réwnan rozwiazywany jest iteracyjnie. Zauwazy¢
mozna maty wptyw liczby sktadnikdw szeregu na wartos¢ btedu. Podobnie jak w przypadku
MEB/SMW, dla 10 oraz 15 sktadnikow szeregu uzyskano wielkosci obarczone takim samym
biedem. Btad nie wykazuje jednoznacznej zaleznosci od liczby stopni swobody i moze zalezed
od maksymalng liczby komérek wewngtrznych w obszarze. Zmienigjac te liczbe, mozna
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wplywa¢c na wielkos¢ obszaru bliskiego, gdzie wszystkie catki obliczane sa w sposdb

bezposredni.
Tabela 2. Wzgledny btad sredniokwadratowy wielkosci obliczonych za pomoca MEB
Model e(uy), % e(sy), % e(sy), %
1 0.23 0.24 2.30
2 0.05 0.07 0.62
3 0.01 0.03 0.16
Tabela 3. Wzgledny blad sredniokwadratowy wielkosci obliczonych za pomoca MEB/SMW
Model e(ur), % e(sy), % e(sr), %
5 skl 10/15 ski. 5 ski. 10/15 ski. 5 ski. 10/15 ski.
1 0.23 0.23 0.24 0.24 2.39 2.30
2 0.06 0.05 0.10 0.07 0.91 0.62
3 0.02 0.01 0.11 0.03 0.51 0.16
Tabela 4. Wzgledny blad sredniokwadratowy wielkosci obliczonych za pomoca SWMEB
MOdeI e(ul’)! % e(st)! % e(sf) %
5 ski. 10/15 ski. 5 ski. 10/15 ski. 5 ski. 10/15 ski.
1 211 2.10 5.44 5.42 4.33 4.30
2 0.44 0.44 1.62 1.63 6.66 6.54
3 0.31 0.31 1.90 1.90 541 5.24
4. WNIOSKI
W pracy przedstawiono andize tarcz liniowosprezystych obcigzonych sitami

objetosciowymi, za pomoca SWMEB. Poréwnywano czas obliczen, wymagana pamieé oraz
doktadnos¢ trzech wariantow MEB:
metody konwencjonalngj, z bezposrednim catkowaniem po dyskretyzowanym obszarze,
metody konwencjonalng potaczong z obliczeniem tylko catek powierzchniowych za pomoca
SMW,
kompletnegg SWMEB.

Andlizowano uklady o liczbie brzegowych stopni swobody rzedu 107, Dla takie liczby mozliwe
jest znaczne skrécenie czasu andizy wzgledem konwencjonalng MEB, poprzez zastosowanie
SMW do obliczenia tylko catek powierzchniowych, przy liczbie wyrazéw szeregu rowng 5. Nalezy
Se gpodziewat, ze znaczne skrécenie czasu obliczen za pomoca komplethgg SWMEB wzgledem
MEB zostanie uzyskane dla uktaddw o liczbie brzegowych stopni swobody rzedu 10° i wiekszych.

Zastosowanie metody wielobiegunowegj w badanych uktadach powoduje zwigkszenie
obszaru wymaganegj pamigci, ze wzgledu na koniecznos¢ zapisania struktury drzewa,
odwzorowujacej grupowanie komorek wewngtrznych w obszarach. Zredukowanie ilosci
wymaganej pamieci moze by¢ osiagnicte dla uktadow o wigkszej liczbie stopni swobody.

Uzyskane wyniki przemieszczen odznaczaja Si¢ duza doktadnoscia. W przewazajacej liczbie
analiz wartos¢ bledu wzglednego byla rzedu 0,1%. Dla naprezen uzyskano zadowalgjaca
doktadnosé, z wartoscia biedu rzedu kilku procent. Decydujacy wplyw na dokladnosé
rozwiazania ma sposob obliczenia catek brzegowych. Zastapienie tylko catek objetosciowych
szeregami wprowadza bardzo nieznaczny btad.
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Zastosowanie SWMEB do obliczania catek po obszarze stwarza mozliwos¢ efektywnej andizy
szerszg grupy uktadow odksztatcanych, np. wykonanych z materiatow sprezysto-plastycznych lub
gradientowych.
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AWDd

FAST MULTIPOLE BOUNDARY ELEMENT METHOD
IN ANALYSISOF STRUCTURES
LOADED BY VOLUME FORCES

Summary. The fast multipole boundary element method (FMBEM) in analysis of
linear elagtic plates loaded by volume forces, is presented. A computer code, using
three-node boundary element and six-node triangle interna cells, is developed.
A numerical example of analysis of displacements and stresses in a rotating disc is
presented. Three methods of analyss are consdered, namely: the conventiona BEM,
the fast multipole method applied to evauation of the volume terms only, and the
complete FMBEM. Time of computations, memory and accuracy of the three methods
areinvestigated.



