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Streszczenie.  Andliza sprzezonych pol  mechanicznych i elektrycznych
w materiatach piezoelektrycznych wymaga rozwiazania ukladu sprzezonych
rownan rézniczkowych czastkowych mechaniki i elektrodynamiki osrodkow
ciagtych. W ninigjszej pracy, do rozwiazywania tego typu zadan brzegowych,
wykorzystuje si¢ posrednia metode Trefftza. W metodzie tg rozwiazanie problemu
brzegowego jest aproksymowane za pomoca szeregu tzw. T-funkcji. Do ich
wyznaczenia wykorzystano formalizm  Stroha.  Zaproponowano werse
kollokacyjna metody, co prowadzi do rozwiazan w sense namnigszych
kwadratow.

1. WSTEP

Najpopularnigjsze metody numeryczne modelowania materiatdw piezoelektrycznych to
metoda elementéw skonczonych (MES) oraz metoda elementow brzegowych (MEB).
W ogtatnich latach mozna jednak zauwazy¢ rozwéj metod bezsiatkowych, ktére czesto nie
wymagaja kosztownego czasowo i obliczeniowo, procesu generacji siatek. Do tej grupy mozna
rowniez zaliczy¢ posrednia metoda Trefftza[2,5].

Metoda Trefftza wymaga zngjomosci zbioru specjalnych funkcji, za pomoca ktérych
aproksymuje Sie¢ rozwiagzania danego zadania brzegowego [7,8]. Zbior tych funkgiji,
nazywanych T-funkcjami, tworzy rozwiazania réwnania jednorodnego dla operatora
opisujacego dany problem brzegowy. W przypadku modelowania materiatow
piezoelektrycznych  konieczne jest uwzglednienie ich  anizotropowych  wiasnosci
elektromechanicznych [2,7]. Sprawia to, ze nawet w przypadku transwersalng izotropii
(ceramika piezoelektryczna) postac eliptycznego operatora rézniczkowego opisujacego
zadanie brzegowe uniemozliwia proste wyznaczenie zbioru T-funkcji [2,7]. Podobny problem
spotyka si¢, poszukujac rozwigzan fundamentalnych, wymaganych przez MEB [4]. W celu
rozwiazania tego problemu, dla MEB stosuje si¢ rozszerzony formalizm Stroha [4,6].
W ninigjszej pracy, po raz pierwszy, w systematyczny sposob zastosowano formalizm Stroha
do wyznaczenia zbioru T-funkcji operatora rézniczkowego liniowej piezoelektrycznosci.

Zbior T-funkcji umozliwia aproksymacje rozwiazania rozwazanego problemu brzegowego
za pomoca kombinacji liniowe tych funkcji. T-funkcje spetnigia réwnanie jednorodne
i jednoczesnie powinny spetniac rownania opisujace warunki brzegowe, zaréwno mechaniczne
jak i elektryczne [7]. Prowadzi to do problemu minimalizacji residuéw na brzegu ze wzgledu
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na poszukiwane wspétczynniki kombinacji liniowej T-funkcji, opisujacych pola uog6lnionych
przemieszczen i uogodlnionych sit powierzchniowych. Metoda kollokacji zektada zerowanie si¢
resduudw we wszystkich punktach brzegowych, stanowiacych reprezentacjc geometrii
rozwazanego obszaru. Powstaly uktad réwnan algebraicznych liniowych, ze wzgledu na
poszukiwane wspétczynniki rozwiniecia, jest rozwiazywany w sensie najmniejszych kwadratéw
[7]. W ninigiszg pracy, po raz pierwszy, zastosowano do rozwigzania tego ukladu metodg
rozktadu wedtug wartosci osobliwych (SVD) wraz z automatyczna detekcja optymalng
wartosci parametru regularyzacji [3].

2. POSREDNIA METODA TREFFTZA DLA ZADAN BRZEGOWYCH LINIOWEJ]
PIEZOELEKTRY CZNOSCI

2.1. Sformutowanie problemu brzegowego liniowe piezoelektrycznosci

Problem brzegowy dla dwuwymiarowych zagadnien  brzegowych liniowe
piezoelektrycznosci mozna sformutowaé, korzystgjac z tzw. wielkosci uogdlnionych.
Wprowadza si¢ nastepujace wektory wiel kosci uogc’)l nionych [4]:

U, _If{\; T—l f\; sziot\;, (1)

gdzie U; oznacza wektor uogélnionych przemieszczen, zawiergjacy wektor przemieszczen
mechanicznych u; oraz potencjat elektryczny ¢; wektor uogoélnionych sit powierzchniowych T
zawiera wektor sit powierzchniowych t; oraz gestos¢ powierzchniowa tadunku elektrycznego
w; wektor uogdlnionych sit objetosciowych B; zawiera tylko wielkosci mechaniczne —
sktadowe wektora sity objetosciowe b;, poniewaz materiaty piezoelektryczne, jako dielektryki
nie zawieraja swobodnych tadunkow elektrycznych.

Korzystajac z wielkosci uogolnionych, mozna sformutowac problem brzegowy liniowej
piezoelektrycznosci w obszarze ptaskim Wi R* jako problem poszukiwania wektora
przemieszczen uogolnionych, spetnigjacego rownania pol sprz¢zonych uzupetnione o warunki
brzegowe:

L, U, BJ

G, :U, (2
G :T,=

gdzie L i to €iptyczny operator rozniczkowy liniowej piezoelektrycznosci, a Iy oraz I't to
oznaczenie odpowiednich fragmentéw brzegu, gdzie zadano uogdlnione przemieszczenia
i uogdlnione sity powierzchniowe, co odpowiada sformutowaniu warunkOw brzegowych
Dirichletai Neumanna. Dla ceramiki piezoelektrycznej, modelowanegj jako materiat jednorodny,
liniowo-sprezysty, liniowo-dielektryczny, transwersalnie izotropowy, w uogolnionym
elektromechanicznym ptaskim stanie odksztalcenia, réwnanie operatorowe (2) przyjmuje
postac [4]:

(f:C11ﬂ11+C44ﬂ33 (C13+C44)ﬂ13 (315+e3,1)ﬂ13 l;EilJll;l (f:bll;'

g(cli% + C44)ﬂ13 C44ﬂll + C33ﬂ33 elSﬂll + e&3ﬂ33 l:é 332 e H (3)
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Rozwazano plaszczyzne x;, — X3 , stale sprezystosci, moduty piezoelektrycznosci oraz state
przenikalnosci dielektrycznej oznaczono przez ¢, e; oraz ¢;j;. Zatozono, ze Kierunek polaryzacji
pokrywa si¢ z 0Sia Xs.

2.2 Formalizm Strohai T-funkcje

W przypadku transwersalng izotropii odksztatcenia w ptaszczyznie x; — Xs Sa rozprzgzone

z odksztatceniami w plaszczyznach prostopadtych. Stosujac formalizm Stroha, mozna zatozye,

7€ rozwiazanie ogolne operatorowego rownania (2), czyli pola przemieszczen oraz potencjatu,
ma postac [4]:

U=af(2), 4

gdzie a to nieznany wektor, natomiast f(z) jest analityczna funkcja zmiennegj zespolongj z, ktéra
zalezy od wspOirzednych x; oraz x; oraz pewnej nieznanej statej p:
Z= X+ px,. (5)

Wprowadzajac powyzsze zaleznosci do réwnan pél sprzezonych (2), dla przypadku
rozwiazan ogolnych, otrzymuje sSi¢ nastgpujaca relacjg, opisujaca pewne kwadratowe
zagadnienie wiasne:

{Q+p(R+R")+p*T}a=0, (6)

gdzie macierze Q, R oraz T zaleza tylko od stalych materiatowych. Kwadratowe zagadnienie
wiasne (6) mozna transformowa¢ do postaci liniowe — standardowego zagadnienia wiasnego

[4]:

NE = pg, (7)
gdzie:
é -T'RT T! U
N =6 ’ ’ 8
gR-I-lRTQ(-I-lR)TUé g)u (8)
gdzie wektor b jest dany zaleznoscia:
1
bJ:'_(Q+pJR)a' (9)
J
Znajac wektor b, mozna wprowadzi¢ tzw. uogolniona funkcje naprezen W:
¥ =bf (2). (10)

Za pomoca pochodnych te funkcji mozna wyrazi¢ sktadowe tensora uogdlnionych
naprezen:

— et —] o

ICPY
DIY) (11)
I
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Wiadomo, ze rozwiazanie problemu wiasnego (6) lub (7), w przypadku dwuwymiarowym,
daje trzy pary zespolonych sprzezonych wartosci wilasnych oraz odpowiadajacych im
zespolonych wektorow wiasnych [4, 6]. Uwzglednigjac r6zne wartosci wiasne z dodatnia
czescia urojong (co zapewnia dodatnia okreslonos¢ energii odksztatcenia), mozna rozwiazania
ogolne — pola uogdlnionych przemieszczen oraz wartosci uogolniong funkcji naprezen —
przedstawi¢ w postaci [4]:

U=2Re{A(f(z))d},

, (12)
¥ =2Re{B(f(2))q}.

gdzie A i B to macierze, ktérych kolumny zawieraja wektory wiasne zagadnienia wiasnego (7),
(f(z)) to macierz diagonalna zawierajaca wartosci dowolnej funkcji zespolonej zmiennej

zespolongj postaci:
ZJ = Xl + pJ X3’ (13)

gdzie p; to wartosci wiasne z dodatnia czescia urojona. Przez q oznaczono dowolny wektor
zespolony.

Mozna zauwazy¢, ze formalizm Stroha pozwala na wyznaczenie rozwiazan ogolnych dla
operatora rozniczkowego liniowej piezoelektrycznosci. Rozwiazania te sa dane przez dowolne
funkcje zespolone zmienngj zespolong oraz przez wartosci i wektory wiasne, otrzymane po
rozwiazaniu zagadnienia wiasnego formalizmu Stroha. Rozwiazanie o0g6lne zostato
wyznaczone z doktadnoscia co do statej zespolong). Jak wiadomo, zbidr T-funkcji jest zbiorem
rozwiazan ogolnych dla danego operatora rozniczkowego [8]. Zbior ten powinien Si¢
odznacza¢ szeregiem wiasnosci, ktore zostaly szczeg6towo zbadane w literaturze [2, 5, 7, 8.
W ninigjszgj pracy zaproponowano posta¢ T-funkcji, oparta na bazie wielomiandw zmiennej
zespolongj, analogicznie jak dla operatora Laplace a[8]:

={1,2.,i2}, (14)

gdziek=1,2...,ai to jednos¢ urojona.
Witedy zbior T-funkcji, zbudowany na podstawie rozwiazania ogolnego formalizmu Stroha
(12), dla operatora (3) ma postac:

.' éA,u €A, U €A, U u
:.f —2ReeA213,f2 —2ReeA223,f3 —2ReeA233 :::
¥ AL f A H A ¥
! €A,z U €A,z U A, zu |
%f6k , = 2RegA 128 (1 F et = 2REEA 25 (1f o = 2REBA L ZE (] {, k=12,... (15)
! Azl ALzl Azl |
Z: éAllizl u éAlzizl u §A13izf g’:ﬁ
: f o = 2ReeA21lzz ' ekez = 2ReeAzzlzz ' ek = 2ReeA23|22 u'
) gAsllzsu gAszlzsu 8’“33'23 up
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Analogicznie buduje sie baze T-funkcji dla wektora uogdlnionych sit powierzchniowych —
wprowadza si¢ elementy macierzy B oraz wykonuje stosowne rézniczkowanie uogoélnionej
funkcji naprezen, zgodnie z (11).

2.3 Metoda kollokacji

Posrednia metoda Trefftza zaklada, ze rozwiazanie rozpatrywanego zagadnienia
brzegowego dla uogolnionych przemieszczen i sit powierzchniowych, w dowolnym punkcie P,
obszaru Q, jest dane jako kombinacja liniowa [5]'

U(P)1U(P)= ch.*:cTu*(P)
i=1 , (16)

gdzie przez wielkosci z gwiazdka oznaczono T-funkcje metody Trefftza. Wektor ¢ zawiera
nieznane wspoétczynniki rozwinigcia

Nalezy zauwazy¢, ze T-funkcje, jako rozwiazania ogodlne, nie spetnigja warunkow
brzegowych, co powoduje powstanie residuuéw ma brzegu:

RT G:R,=0-U=c'U(R)-U(R)*0 a7
P1 G :R,=F-T=cT(P)-T(R)*0
W metodzie kollokacji zada si¢ spetnienia warunkéw brzegowych, co prowadzi do:
RT G : RlzL%-U:CTU*(Fi))_J(Fi’):O (i:l,...,Ml) (18)

PI1 G:R,=T-T=cT'(P)-T(P)=0 (i=1..,M,)

gdzie przez M; oraz M, oznaczono ilos¢ weztow brzegowych, na ktorych zatozono warunki
Dirichletai Neumanna. Posta¢ macierzowa uktadu réwnan (18) przedstawiono ponizey:

gun U, .. Uy 3 g 1 3
éU21 Uy, Usy u éuz U
€. . Uec,u €. U
< . Us " gj u
eu M, 1 UM12 UMlN Ugl j_ €' mu
& : S lg g et U (19)
éTll T, Ty aé.. u éTl i
€T, Ty Ty Uy €T, u
e u e u
é - U éu

Jesli przez D oznaczy¢ mecierz gitdwna uktadu, a przez F wektor wyrazow wolnych, to
otrzymuje si¢ podstawowy uktad réwnan metody Trefftzaw postaci:
Dc=F. (20

Nalezy zauwazy¢, ze macierz D jest zazwyczaj macierza prostokatna, petna i zle
uwarunkowana [5]. Powyzsze cechy determinuja poszukiwanie rozwiazan uktadu (20)
w sensie ngjmnigjszych kwadratow w potaczeniu z technikami regularyzacji.
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Gdy w uktadzie (20) macierz gtéwna jest prostokatna i zle uwarunkowana, to w takim
przypadku nalezy stosowa¢ metody regularyzacji [3]. Do ngbardzig popularnych technik
regularyzacji stosowanych podczas rozwiazywania zadan zle uwarunkowanych i zle
postawionych naleza metody regularyzacji wariacyjng [3]: metoda rozkladu wg wartosci
osobliwych (ang. singular value decomposition - SVD) wraz ze swym uogOlnieniem
,rownowazna jg metoda pseudoodwrotnosci Monroe'a — Penrose’a, metoda regularyzacii
Philipsa — Tikhonova, metoda gradientow sprz¢zonych oraz inne metody. Dodatkowo stosuje
Sie¢ szereg metod pomocnych w okresleniu optymalnych wartosci parametrow regularyzacji:
metode krzywel L i metodg krzyzowego uwiarygadniania (ang. cross-validation) wraz ze
swym uogolnieniem. W ninigjszej pracy wykorzystano metode oparta narozktadzie SVD.

3. PRZYKLAD NUMERY CZNY

Piezoelektryczna tarcza prostokatna (w uogélnionym elektromechanicznym ptaskim stanie
odksztatcenia) pokazana narys.1. jest poddana dziataniu cisnienia sciskajacego o wartosci 6=5
MPa. Wymiary tarczy przyjeto jako L=2h=1 mm, jest ona wykonana z ceramiki
piezoelektryczneg typu PZT-4 [1,4]. Przyjeto, ze gestos¢ powierzchniowa fadunku jest réwna
zeru na poziomych krawedziach tarczy. Na krawedziach pionowych zatozono istnienie
potencjalu o wartosci V,=+/-1000 V. Na brzegu tarczy wprowadzono 44 wezly brzegowe,
maksymalny stopien wielomianu funkcji Trefftza — 21.. Dla poréwnania wynikow uktad
analizowano metoda elementoéw brzegowych i stad brzeg uktadu podzielono roéwniez na 44
state elementy brzegowe. Prezentowany przyktad numeryczny byt juz analizowany wczesnig

MEB [1].
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Rys.1. Tarcza piezoelektryczna wraz z warunkami brzegowymi

W tabeli 1. poréwnano blad rozwiazania, dla uogodlnionych przemieszczen: potencjatu
elektrycznego ¢, oraz przemieszczen wypadkowych g, , uzyskanego metoda Trefftza oraz
MEB. Jako miarg¢ jakosci przyjeto bitad sredniokwadratowy wyznaczony wzgledem
rozwiazania analitycznego [1].
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Tabela 1 Jakos¢ rozwigzania numerycznego

Metoda Blad sredniokwadratowy
& [%0] & [%0]
Trefftz 0.73 2.04
Trefftz bez regularyzacji 2.31 2.34
MEB 0.74 2.20

Mozna zauwazy¢ dobra zgodnos¢ wynikOdw otrzymanych metodami Trefftza i MEB.
Zastosowanie regularyzacji pozwolito zmnigjszy¢ bledy rozwiazania. Naezy rowniez
podkresli¢, ze w przyktadzie zastosowano mata liczbg punktow kollokaci.

W tabeli 2 pokazano wptyw ilosci sktadnikow rozwiniecia (16) (wyrazony stopniem
wielomianow T-funkcji) na jakos¢ rozwiazania

Mozna zauwazy¢ jednoczesny spadek wartosci resduum oraz bledu rozwiazania wraz ze
wzrostem liczby sktadnikdéw rozwiniecia. Wzrost ten ma charakter skokowy, co pokazuje
réznica miedzy wynikami dla wielomianéw stopnia 12 i 15.

Tabela 2 Wplyw ilosci sktadnikow rozwiniecia szeregu T-funkcji na blad rozwigzania

Stopien funkdji Trefftza | Residuum ||Dec- F, Blad $redniokwadratowy
& [%0] & [%0]
12 5.69-10° 81.50 57.33
15 5.81-10° 2.02 2.45
18 2.48-10° 0.74 1.93
21 1.19-10° 0.73 2.04

W koleging tabeli przedstawiono wptyw ilosci sktadnikdw rozwiniecia na wskaznik
uwarunkowania macierzy gtownej uktadu (20) Cond(A).

Tabela 3 Wskaznik uwarunkowania macierzy gtownel uktadu (20)

Stopien funkgcji Trefftza Cond(A)
3 3.90-10"
6 1.69-10°
9 1.34-10%
12 1.26-10"
15 1.78-10%
18 2.92.10%
21 1.19-10¥

Na podstawie wynikdw przedstawionych w tabeli 3. mozna potwierdzi¢ przydatnos¢ oraz
efektywnos¢ wprowadzonych technik regularyzacji.

4. WNIOSKI

W ninigjszg pracy sformutowano posrednia metodg Trefftza dla rozwiazywania ptaskich
zagadnien brzegowych liniowe piezoelektrycznosci. Wyprowadzono, stosujac formalizm
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Stroha, zbidr funkcji Trefftza, zaproponowano rozwiazanie kollokacyjngl wergi metody za
pomoca regularyzowanego rozktadu SVD. Utworzono program komputerowy wediug
algorytmu metody, za pomoca ktérego przeprowadzono test numeryczny potwierdzajacy
skutecznos¢ wprowadzonych rozwiazan. Wyprowadzone funkcje Trefftza mozna stosowaé
tylko dla obszaréw jednospdjnych i bez osobliwosci geometrycznych, co stanowi pewne
ograniczenie metody [5]. Dodatkowo formalizm Stroha wymaga obliczen z wykorzystaniem
liczb zespolonych, a rozwiazywanie gtdwnych rownan metody wymaga regularyzacji. Mimo to
wprowadzone sformutowanie ma wiele zalet: jest to brzegowa metoda bezsiatkowa, rozmiary
mecierzy uktady rozwiazujacego sa zazwyczaj mnigisze niz w MES lub MEB, metoda nie
wymaga catkowania, jej doktadnos¢ jest poréwnywana z MES i MEB [5]. Nalezy rowniez
podkreslic, ze wprowadzone techniki regularyzacji umozliwigja uzyskanie rozwiazan
0 stosunkowo wysokigj doktadnosci. Zastosowany formalizm Stroha zapewnia zwarte i proste
postaci zbioru T-funkcji. Zalety te umozliwigia réwniez zastosowanie go w przypadkach
innych sprze¢zen (piezomagnetycznosé, termopiezoelektrycznosc).
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SOLVING BOUNDARY-VALUE PROBLEMSOF LINEAR
PIEZOELECTRICITY USING THE INDIRECT TREFFTZ METHOD

Summary. The coupled field analysis of piezoelectric materials requires solution
of continuum mechanics and continnum electrodynamics equations. In this work,
formulation of the indirect Trefftz method is introduced. In the Trefftz method, the
solution of the boundary-value problem is approximated by the T-complete
functions. The Stroh formalism alows to obtain the T-complete functions. The
collocation method assumes that the residuals vanish at the boundary points. The
resulting system of algebraic equations is usually solved by using the least square
method.



